Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 275, 2001 g.

D. P. Kouzov, G. L. Nikitin, V. G. ˚kovleva

MATRICA TRANSFORMACII VIBRACIONNYH VOLN

PosvØwaetsØ ¸bile¸ VasiliØ Mihaæloviqa Babiqa

Avtory stat~i serdeqno pozdravlØ¸t VasiliØ Mihaæloviqa Babiqa s prekrasnym ¸bileem i s udovol~stviem posvØwa- ¸t emu fftu rabotu, k posledovatelØm xkoly kotorogo oni sebØ priqislØ¸t (a odin iz avtorov stat~i byl neposredstvennym uqenikom V. M. Babiqa i vypolnil rabotu nad kandidatskoæ dissertacieæ pod ego rukovodstvom).

1. Vvedenie.

Pri rasqetah rasprostraneniØ nizkoqastotnyh vibracionnyh voln v zdaniØh, sudah i drugih konstrukciØh vmesto uravneniæ prostranstvennoæ teorii uprugosti obyqno ispol~zu¸tsØ uravneniØ dinamiki tonkih plastin. Prohoßdeni¸ vibracionnyh voln qerez soqleneniØ uprugih plastin posvØweno dostatoqno mnogo rabot. V kaqestve primera ukaßem na raboty [1–7]. V pervyh iz nih [1–3], uqityvalis~ tol~ko izgibnye smeweniØ. V bolee pozdnih rabotah [4–7] prinimalis~ vo vnimanie takße i simmetriqnye (prodol~nye i sdvigovye) dvißeniØ i opredelØlas~ ih vzaimnaØ transformaciØ.

Razliqnye tipy voln v plastinah pri ravnyh amplitudah poroßda¸t raznye po veliqine potoki ffnergii, a formuly dlØ nahoßdeniØ volnovyh poleæ pri uqete vseh osnovnyh tipov kolebaniæ dostatoqno gromozdki. Pofftomu voznika¸t voprosy o racional~nom vybore rasqetnyh harakteristik issleduemogo ob¨ekta i vyqislitel~nogo algoritma, a takße ob organizacii kontrolØ poluqennyh rezul~tatov. �tim voprosam i posvØwena nastoØwaØ rabota.

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Goskomiteta RF po vysxemu obrazovani¸ (grant RKCFE “Matrica transformacii”). 105

106 D. P. KOUZOV, G. L. NIKITIN, V. G. ˚KOVLEVA Tradicionnym ob¨ektom issledovaniØ v zadaqah difrakcii ØvlØetsØ matrica (operator) rasseØniØ [8], odnako, pri izuqenii blißnego polØ ona nedostatoqna, poskol~ku opisyvaet asimptotiqeskoe povedenie rexeniæ v dal~neæ zone. DlØ izuqeniØ poleæ v blißneæ zone moßno privleq~ obobwennu¸ matricu rasse- ØniØ [9]. V sluqaØh translØcionno-invariantnyh modeleæ, kogda pri naklonnom padenii net otraßeniØ nazad (imenno takie modeli rassmatriva¸tsØ v fftoæ rabote), polnaØ informaciØ o processe rasseØniØ soderßitsØ v odnom bloke obobwennoæ matricy rasseØniØ, kotoryæ my budem nazyvat~ matriceæ transformacii. V nastoØweæ rabote daetsØ opredelenie matricy transformacii vibracionnyh voln na uzlovom soqlenenii plastin, opisyvaetsØ algoritm ee nahoßdeniØ i provoditsØ izuqenie obwih svoæstv fftoæ matricy. DlØ dannoæ modeli narØdu s proverkoæ naliqiØ obyqnyh svoæstv matricy rasseØniØ – unitarnosti i simmetriqnosti (my polagaem, qto taku¸ proverku neobhodimo delat~ pri izuqenii l¸boæ novoæ modeli), my ustanovili novoe svoæstvo obobwennoæ matricy rasseØniØ. �to svoæstvo ØvlØetsØ sledstviem zakona sohraneniØ ffnergii pri rasseØnii neodnorodnyh (zatuha¸wih) voln. Zametim, qto ono ne ØvlØetsØ otliqitel~noæ qertoæ rassmatrivaemoæ mehaniqeskoæ modeli, a imeet obwiæ harakter i spravedlivo dlØ xirokogo kruga rodstvennyh po geometrii modeleæ, v kotoryh imeet mesto transformaciØ voln proizvol~noæ fiziqeskoæ prirody.

2. Matrica transformacii ploskih voln na granice akustiqeskih poluprostranstv. PoØsnim celi dal~neæxego izloße-

niØ prostym primerom. Rassmotrim model~, sostoØwu¸ iz dvuh polubeskoneqnyh akustiqeskih sred s plotnostØmi ρ_1 i ρ_2, skorostØmi zvuka c_1 i c_2, smyka¸wihsØ po nekotoroæ ploskosti. Vvedem dekartovu sistemu koordinat, napraviv osi Oy i Oz po granice razdela sred, a os~ Ox vglub~ sredy s nomerom 1. Akustiqeskoe pole v sredah budem opisyvat~ s pomow~¸ akustiqeskogo davleniØ P . Zdes~ i vs¸du v dal~neæxem processy budem predpolagat~ garmoniqeskimi, zavisimost~ polØ ot vremeni opredelØetsØ mnoßitelem exp(−iωt), kotoryæ uslovimsØ vs¸du opuskat~.

Pust~ kolebaniØ v sisteme poroßda¸tsØ ploskoæ volnoæ s kompleksnoæ amplitudoæ ~α_1, pada¸weæ na granicu razdela dvuh sred iz pervoæ sredy. Vybrav os~ Oz parallel~no frontu fftoæ

MATRICA TRANSFORMACII VIBRACIONNYH VOLN 107 volny, my iskl¸qim zavisimost~ volnovogo polØ ot koordinaty z. Imeem P (x, y) = ~α_1e^{iμy} { e^{−iλ1x} + τ_{11}e^{iλ1x}, x > 0, τ_{21}e^{−iλ2x}, x < 0. (2.1)

Zdes~ τ_{11} i τ_{21} – kofffficienty otraßeniØ i prelomleniØ, λ_1, λ_2, μ komponenty volnovyh vektorov, λ_j = √ k^2_j − μ^2, k_j – volnovye qisla, k_j = ω/c_j (j = 1, 2).

V predpoloßenii nepreryvnosti davleniØ i normal~nogo smeweniØ na granice sred imeem izvestnye vyraßeniØ dlØ kofffficientov otraßeniØ τ_{11} i prelomleniØ τ_{21}

τ_{11} =

Z_2 − Z_1 Z_2 + Z_1

, τ_{21} =

2Z_2 Z_2 + Z_1

, (2.2)

gde Z_1 i Z_2 – normal~nye volnovye soprotivleniØ sred: Z_j = ρ_j ω/λ_j , j = 1, 2. (2.3) Pri fftom, v sluqae ideal~noæ sredy, kaßdaØ iz veliqin λ_1, λ_2 moßet byt~ vewestvennoæ (rasprostranØ¸waØsØ volna) ili mnimoæ (zatuha¸waØ volna) – poslednee imeet mesto, naprimer, pri polnom vnutrennem otraßenii (λ_j = +i √ μ^2 − k^2_j ).

Pust~ teper~ istoqnikom polØ slußit volna (s toæ ße sostavlØ¸weæ volnovogo vektora vdol~ osi Oy), pada¸waØ iz vtoroæ sredy P (x) = ~α_2e^{iμy} { τ_{12}e^{iλ1x}, x > 0, e^{iλ2x} + τ_{22}e^{−iλ2x}, x < 0, togda τ_{12} =

2Z_1 Z_2 + Z_1

, τ_{22} =

Z_1 − Z_2 Z_2 + Z_1 . Matrica

~T = ( τ_{11} τ_{12} τ_{21} τ_{22} ) = (_{Z2−Z1} Z2+Z1 2Z1 Z2+Z1 2Z2 Z2+Z1 Z1−Z2 Z2+Z1 ) (2.4)

polnost~¸ opisyvaet process transformacii (otraßeniØ i prelomleniØ) ploskih voln s zadannoæ sostavlØ¸weæ volnovogo vektora μ vdol~ granicy sred v rassmatrivaemoæ modeli. Po zadannym amplitudam pada¸wih voln ~α_1, ~α_2 amplitudy transformirovannyh voln ~β_1 , ~β_2 mogut byt~ naædeny po formule

~fi =^~T ~ff (2.5)

108 D. P. KOUZOV, G. L. NIKITIN, V. G. ˚KOVLEVA gde ~fi = ( ~β_1, ~β_2)^t, ~ff = (~α_2, ~α_2)^t, a simvol t oboznaqaet transponirovanie.

HotØ opisanie processa transformacii ploskih voln s pomow~¸ matricy ~T ØvlØetsØ isqerpyva¸wim, ono imeet oqevidnyæ nedostatok, vyzvannyæ proizvol~nost~¸ vybora bazisa. V kaqestve vektorov ~ff i ~fi, opisyva¸wih process, my ispol~zovali amplitudy davleniØ pada¸wih i rasseØnnyh voln. Zameniv davlenie P na veliqinu drugoæ fiziqeskoæ prirody, my, voobwe govorØ, pridem k drugomu vyraßeni¸ dlØ matricy T. Pofftomu, v qastnosti, matrica T, opredelØemaØ formuloæ (2.4), dlØ ideal~nyh sred i pri otsutstvii polnogo vnutrennego otraßeniØ (Im Z_1 = Im Z_2 = 0) ne ØvlØetsØ unitarnoæ.

DlØ poluqeniØ invariantnogo opisaniØ processa transformacii pribegnem k ffnergetiqeskoæ normirovke bazisnyh funkciæ. Pri fftom sleduet uqityvat~ lix~ normal~nu¸ k ploskosti razdela sred sostavlØ¸wu¸ vektora plotnosti potoka ffnergii Π. DlØ beguwih (λ_j > 0) voln ~α_j exp(iλ_j x + iμy) imeem

Π_x = 1 2ρ_j ω Im P^∗ ∂P ∂x = λ_j 2ρ_j ω |~α_j|^2 = 1 2Z_j |~α_j|^2, j = 1, 2 V sootvetstvii s fftim zamenim bazis iz nenormirovannyh ploskih voln e^{±iλj x+iμy} na normirovannyæ √ 2Z_j e^{±iλj x+iμy}. Pri fftom novye koordinaty α_j, β_j vyraßa¸tsØ qerez starye po formulam α_j = ~α_j(2Z_j)^{−1/2}, β_j = ~β_j (2Z_j )^{−1/2},

a davlenie v pada¸wih P_{in} i transformirovannyh P_{out} volnah budet imet~ vid

P_{in}(x, y) = α_j √ 2Z_j e^{−iλj |x|+iμy}, P_{out}(x, y) = β_j √ 2Z_j e^{iλj |x|+iμy} (j = 1, 2). Radikal √ 2Z_j dlØ vewestvennyh znaqeniæ λ_j estestvenno sqitat~ arifmetiqeskim. V sluqae polnogo vnutrennego otraßeniØ ffnergetiqeskaØ normirovka ploskih voln nevozmoßna vvidu togo, qto uedinennaØ zatuha¸waØ volna ffnergi¸ (ot granicy poluprostranstv) ne perenosit. Tem ne menee analitiqeskoe prodolßenie po parametru μ s uqetom principa predel~nogo pogloweniØ (pri fftom sqitaetsØ, qto k_j = k_j + iO) pozvolØet obosnovat~

MATRICA TRANSFORMACII VIBRACIONNYH VOLN 109 ispol~zovanie vvedennoæ normirovki i v fftom sluqae. V rezul~- tate dlØ λ_j = +i √ μ^2 − k^2_j argument radikala √ 2Z_j sleduet sqitat~ ravnym (−π/4). Zametim, qto imeetsØ i drugaØ vozmoßnost~ vybora normirovki v sluqae mnimyh λ_j , osnovannaØ na principe vzaimnosti, kotoru¸ my budem ispol~zovat~ v dal~neæxem.

DlØ vektorov fi = (β_1, β_2)^t, ff = (α_1, α_2)^t formula (2.5) primet vid fi = Tff,

gde matrica T opredelØetsØ formuloæ T = ( t_{11} t_{12} t_{21} t_{22} ) = (_{Z2−Z1} Z2+Z1 2 √ Z1Z2 Z2+Z1 2 √ Z1Z2 Z2+Z1 Z1−Z2 Z2+Z1 )

Matricu T uslovimsØ nazyvat~ matriceæ transformacii. Matrica transformacii udobna pri rexenii mnogih praktiqeskih zadaq, odnako, dlØ izuqeniØ obwih svoæstv modeli prinØto rassmatrivat~ matricu rasseØniØ S. Po povodu matricy (operatora) rasseØniØ ili S-matricy, sleduet zametit~, qto v situacii rasseØniØ na kompaktnom prepØtstvii v dvumernom ili trehmernom prostranstvah ona unitarna, simmetriqna i prevrawaetsØ v ediniqnyæ (toßdestvennyæ) operator pri isqeznovenii prepØtstviØ [8]. Odnako, v odnomernom sluqae prihoditsØ odnim iz dvuh poslednih svoæstv ßertvovat~ pri vybore raspoloßeniØ kofffficientov otraßeniØ r_1, r_2 i prohoßdeniØ t_1, t_2 kak v [10] ili [11] S = ( r_1 t_2 t_1 r_2 ) ili S = ( t_1 r_2 r_1 t_2 ) . My budem, sleduØ [10], priderßivat~sØ pervoæ iz fftih formul, v kotoroæ est~ simmetriØ, no pri otsutstvii prepØtstviæ ona daet ne ediniqnu¸ matricu, a S = ( 0 1 1 0 ) . DlØ poluqeniØ matricy rasseØniØ v rassmotrennoæ vyxe modeli sleduet prinimat~ vo vnimanie i vstreqnye volny, t.e.

110 D. P. KOUZOV, G. L. NIKITIN, V. G. ˚KOVLEVA ploskie volny s proekcieæ volnovogo vektora na granicu razdela sred ravnoæ (−μ). Takim obrazom

S = ( 0 T(μ) T(−μ) 0 ) = 0 0^{Z2−Z1}_{Z2+Z1}^{2√Z1Z2}_{Z2+Z1}

0 0^{2√Z1Z2}_{Z2+Z1}^{Z1−Z2}_{Z2+Z1} Z2−Z1 Z2+Z1 2 √ Z1Z2 Z2+Z1 0 0 2 √ Z1Z2 Z2+Z1 Z1−Z2 Z2+Z1 0 0 .

Matrica S imeet bloqnu¸ antidiagonal~nu¸ strukturu, qto ØvlØetsØ sledstviem odnorodnosti rassmatrivaemoæ modeli po peremennoæ y.

Pereqislim osnovnye svoæstva matric T i S.

1. Matrica S simmetriqna (s_{lm} = s_{ml}). �to svoæstvo vyraßaet princip vzaimnosti ili invariantnost~ modeli otnositel~- no obraweniØ vremeni (s uqetom vewestvennosti fiziqeskih poleæ). V terminah matricy T imeem T(−μ) = T^t(μ).

2. V ideal~noæ srede i pri otsutstvii polnogo vnutrennego otraßeniØ, kogda Z_{1,2} > 0, matrica S i T unitarny. Dannoe svoæstvo ØvlØetsØ sledstviem zakona sohraneniØ ffnergii.

3. V ideal~noæ srede v sluqae polnogo vnutrennego otraßeniØ (budem dlØ opredelennosti predpolagat~, qto c_1 > c_2, togda soprotivlenie Z_1 aktivnoe: Z_1 = X_1 > 0, a Z_2 – reaktivnoe: Z_2 = −iY_2, Y_2 > 0) matrica T imeet vid T = ( −^{X1+iY2} X1−iY2 2 √ X1Y2 X1−iY2 e −iπ/4 2 √ X1Y2 X1−iY2 e −iπ/4 X1+iY2 X1−iY2 ) . Vidno, qto |t_{11}| = 1, t.e. vsØ ffnergiØ pada¸weæ volny iz pervoæ sredy peredaetsØ otraßennoæ volne. Matricy S i T v fftom sluqae ne ØvlØ¸tsØ unitarnymi (matricu S v fftom sluqae estestvenno nazvat~ obobwennoæ matriceæ rasseØniØ [9]), no oni ime¸t unitarnye podmatricy (dlØ S ffto klassiqeskaØ matrica rasseØniØ), kotorye poluqa¸tsØ iz S i T posle vyqerkivaniØ strok i stolbcov, sootvetstvu¸wih zatuha¸wim volnam.

Krome togo, imeet mesto sootnoxenie

2 Im t_{22} = |t_{12}|^2, (2.6)

kotoroe legko poluqit~ neposredstvennym vyqisleniem. Dokazatel~stvo analogiqnogo sootnoxeniØ, ne ispol~zu¸wee neposredstvennye vyqisleniØ, dlØ bolee sloßnoæ modeli privoditsØ ni- ße.

MATRICA TRANSFORMACII VIBRACIONNYH VOLN 111 VyØsnim smysl poslednego ravenstva. PravaØ qast~ opredelØet otnositel~nyæ potok ffnergii, unosimoæ ot granicy sred volnoæ, rasprostranØ¸weæsØ v pervu¸ sredu. Voznikaet vopros: qto slußit istoqnikom fftoæ ffnergii, esli uqest~, qto pada¸waØ iz vtoroæ sredy volna ØvlØetsØ zatuha¸weæ i neposredstvenno ffnergii ne perenosit? Otvet takov: potok ffnergii vo vtoroæ srede voznikaet v rezul~tate vzaimodeæstviØ pada¸weæ i otraßennoæ voln. Deæstvitel~no, pole vo vtoroæ srede predstavlØet soboæ superpozici¸ dvuh voln P (x, y) = α_2 √ 2Z_2 e^{iμy} (e^{−|λ2|x} + t_{22}e^{|λ2|x}, x < 0, priqem λ_2 = i|λ_2|. Vyqislenie otnositel~nogo potoka ffnergii dlØ takoæ pary voln privodit k ravenstvu Π_x/|α_2|^2 = 2 Im t_{22}. Takim obrazom, ravenstvo (2.6) vyraßaet zakon sohraneniØ ffnergii dlØ sluqaØ, kogda istoqnikom polØ slußit nerasprostranØ- ¸waØsØ volna.

Budem dlØ kratkosti (po analogii s izvestnoæ optiqeskoæ teoremoæ) utverßdenie (2.6) nazyvat~ akustiqeskoæ teoremoæ, hotØ analogiqnoe sootnoxenie verno i dlØ drugih tipov voln: uprugih, vibracionnyh, fflektromagnitnyh i t.d.

3. Uzlovoe soqlenie plastin. Princip vzaimnosti. Osnov-

noæ cel~¸ nastoØweæ publikacii ØvlØetsØ poluqenie matricy transformacii vibracionnyh voln na ßestkom uzlovom soqlenenii polubeskoneqnyh plastin i issledovanie ee obwih svoæstv.

Shema modeli poØsnena na ris. 1 (na risunke qislo plastin n vzØto ravnym trem). Kak i v rabotah [4–7] v plastinah budem uqityvat~ vse osnovnye tipy dvißeniæ: prodol~nye, sdvigovye, izgibnye. Plastiny budem predpolagat~ tonkimi, ih tolwiny i materialy v obwem sluqae sqita¸tsØ razliqnymi.

Otmetim harakternye trudnosti, vstreqa¸wiesØ pri izuqenii fftoæ modeli.

1. Gromozdkost~ formul. IssleduetsØ ob¨ekt, soderßawiæ proizvol~noe qislo sred – nositeleæ volnovyh processov (polubeskoneqnyh plastin), v kaßdoæ iz kotoryh mogut rasprostranØt~sØ volny qetyreh razliqnyh tipov: prodol~nye, sdvigovye, izgibnye rasprostranØ¸wiesØ i zatuha¸wie. �to obstoØtel~stvo privodit k sloßnym matriqnym formulam, kotorye analitiqeski “neprozraqny” – svoæstva matricy transformacii iz fftih vyraßeniæ neposredstvenno ne vidny.

112 D. P. KOUZOV, G. L. NIKITIN, V. G. ˚KOVLEVA

Ris. 1.

2. Naliqie v modeli voln, kotorye ni pri kakih znaqeniØh parametrov ne ØvlØ¸tsØ rasprostranØ¸wimisØ. V rassmotrennom vyxe primere normirovka po ffnergii vybiralas~ dlØ rasprostranØ¸wihsØ voln, a v sluqae polnogo vnutrennego otraßeniØ normirovka poluqalas~ analitiqeskim prodolßeniem po parametru μ. V modeli, kotoru¸ my seæqas rassmotrim, budut prisutstvovat~ volny, kotorye nikogda ne ØvlØ¸tsØ rasprostranØ¸wimisØ i pofftomu dannyæ put~ ØvlØetsØ nevozmoßnym. Pofftomu v osnovu opredeleniØ matricy transformacii budet poloßen princip vzaimnosti (fftot podhod predloßen v rabotah [12, 13]). Takoæ put~ po-vidimomu ØvlØetsØ naibolee obwim, v qastnosti i potomu, qto on primenim ne tol~ko dlØ ideal~nyh sred, no i pri naliqii v sredah vnutrennih ili inyh poter~.

Osnovnye idei dannoæ raboty byli izloßeny v dokladah avtorov [14–16].

Na kaßdoæ iz plastin vvedem svo¸ dekartovu sistemu koordinat (x_q, y), q = 1, 2, . . . , n; priqem os~ Oy i naqalo koordinat dlØ vseh plastin ØvlØ¸tsØ obwimi. Koordinata x_q v kaßdoæ plastine otsqityvaetsØ v storonu udaleniØ ot kromki (ris. 1). Izgibnye kolebaniØ budem opisyvat~ uravneniem Kirhgofa

D_q Δ^2_qw_q − ρ_q h_qω^2w_q = 0, (3.1)

a simmetriqnye – uravneniØmi Faælona (uravneniØmi obobwen-

MATRICA TRANSFORMACII VIBRACIONNYH VOLN 113 nyh ploskih dvißeniæ) E_qh_q 1 − σ^2_q ( ∂^2u_q ∂x^2_q + 1 − σ_q 2 ∂^2u_q ∂y^2 + 1 + σ_q 2 ∂^2v_q ∂x_q∂y ) − ρ_q h_qω^2u_q = 0 E_qh_q 1 − σ^2_q ( ∂^2v_q ∂y^2 + 1 − σ_q 2 ∂^2v_q ∂x^2_q + 1 + σ_q 2 ∂^2u_q ∂x_q ∂y ) − ρ_q h_qω^2v_q = 0.

(3.2)

Zdes~ u_q, v_q, w_q – sostavlØ¸wie vektora smeweniæ, h_q – tolwina plastiny, Δ_q =^{∂2}_{∂x2q} +^{∂2}_{∂y2} – operator Laplasa, D_q =^{Eq h3q}_{12(1−σ2q)} – cilindriqeskaØ ßestkost~ plastiny.

Podobno tomu, kak ffto sdelano v [13] dlØ odinoqnoæ plastiny, vydelim v kaßdoæ plastine prØmougol~nik G_q : 0 6 x_q 6 q_q,

−b 6 y 6 b, q = 1, 2, . . . , n. Vse prØmougol~niki ime¸t odnu ob-

wu¸ storonu (x_q = 0, −b 6 y 6 b) i v sovokupnosti sostavlØ¸t nekotoru¸ myslenno vybrannu¸ konstrukci¸ G s uzlovym soqleneniem.

Sformuliruem dlØ kaßdoæ prØmougol~noæ plastiny G_q, vhodØweæ v fftu konstrukci¸, princip vzaimnosti, priqem poverhnostnu¸ vnexn¸¸ silu (sm. [13]) srazu budem predpolagat~ otsutstvu¸weæ −iω ∫ ∂G_q f^t_q ~u_qd l − iω 4∑ j=1 f_{qj} (A_{qj} ) ~w(A_{qj} ) =

−iω ∫ ∂G_q ~f^t_qu_qd l − iω^4 ∑ j=1 ~f_{qj} (A_{qj} )w(A_{qj} ). (3.3)

Zdes~ u_q = ( u_q, , v_q, w_q,^{∂wq}_{∂n} )_t – obobwennyæ vektor smeweniæ (v kaqestve qetvertoæ sostavlØ¸weæ vzØt ugol povorota), f_q = (f_{qx}, f_{qy}, f_{qz}, m_q)^t – obobwennyæ vektor sil, deæstvu¸wih na konture ∂G_q q-æ plastiny (v kaqastve qetvertoæ sostavlØ¸weæ vzØt izgiba¸wiæ moment), f_{qj} – ugolkovaØ normal~naØ sosredotoqennaØ sila, j – nomer uglovoæ toqki. ProizvedeniØ f_{qj} ~w i ~f_{qj} w vyqislØ¸tsØ v uglovyh toqkah kontura ∂G_q : A_{q1}(0, −b), A_{q2}(a_q, −b), A_{q3}(a_q, b), A_{q4}(0, b). SmeweniØ u_q, v_q, w_q i sily f_{qx}, f_{qy}, f_{qz} otsqityva¸tsØ v tom ße napravlenii, qto i dekartovy koordinaty (x_q, y, z_q ). Os~ Oz_q dlØ kaßdoæ plastiny vybiraetsØ takim obrazom, qtoby sistema koordinat (x_q, y, z_q ) byla pravoæ. VyraßeniØ

114 D. P. KOUZOV, G. L. NIKITIN, V. G. ˚KOVLEVA dlØ sil f_q i f_{qj} privedeny v [13]. SmeweniØ vtorogo sostoØniØ vydeleny til~doæ. Verhniæ indeks t – simvol transponirovaniØ. ~f_q = f_q(~u_q), ~f_{qj} (A_{qj} ) = f_{qj} ( ~w(A_{qj} )).

DlØ poØsneniØ oboznaqeniæ formuly (3.3) rasxifruem zapis~ primenitel~no k otrezku x_q = a_q, −b < y < b granicy ∂G_q oblasti G_q.

Zdes~ f_{qx} = E_qh_q 1 − σ^2_q ( ∂u_q ∂x_q + σ_q ∂v_q ∂y ) , f_{qy} = E_qh_q 1 + σ_q ( ∂u_q ∂y + ∂v_q ∂x_q ) ,

f_{qz} = −D_q ( ∂^3w_q ∂x^3_q + (2 − σ_q)

∂^3w_q ∂x_q∂y^2 ) ,

m_q = D_q ( ∂^2w_q ∂x^2_q + σ_q ∂^2w_q ∂y^2 ) . DlØ ugolkovyh sil ime¸t mesto vyraßeniØ

f_{qj} = ±2D_q (1 − σ_q)

∂^2w_q ∂x_q∂y . Pri fftom znak “pl¸s” imeet mesto v toqkah A_{q1} i A_{q3}, a znak “minus” – v dvuh ostal~nyh toqkah.

Prosummiruem ravenstva (3.3) po vsem plastinam, vhodØwim v konstrukci¸ G −iω n∑ q=1 ∫ ∂G_q f^t_q (u_q)~u_qd l − iω n∑ q=1 4∑ j=1 f_{qj} (w_q (A_{qj} )) ~w(A_{qj} ) =

= −iω n∑ q=1 ∫ ∂G_q f^t_q (~u_q)u_qd l − iω n∑ q=1 4∑ j=1 f_{qj} ( ~w_q(A_{qj} ))w(A_{qj} ). (3.4)

V silu naliqiØ ßestkogo kontakta (spaØ) meßdu plastinami na ih obweæ kromke (x_q = 0) smeweniØ dolßny sovpadat~, a summa vseh sil dolßna obrawat~sØ v nul~. Poskol~ku vektory u_q i f_q v vyraßenii (3.3) predstavleny v mestnyh koordinatah, my dolßny snaqala pereæti ot fftih koordinat k nekotoroæ edinoæ

MATRICA TRANSFORMACII VIBRACIONNYH VOLN 115 sisteme (x, y, z). Pust~ fftot perehod osuwestvlØetsØ s pomow~¸ ortogonal~nyh matric Q_{q0} e_{qx} e_{qy} e_{qz} = Q_{q0} e_x e_y e_z , gde e_{qx}, e_{qy}, e_{qz}, e_x, e_y, e_z – koordinatnye orty. Dobaviv k matricam Q_{q0} qetvertu¸ stroku i qetvertyæ stolbec s ediniceæ na glavnoæ diagonali i s nulØmi na ostal~nyh poziciØh (vse ugly povorota i momenty otsqityva¸tsØ v odnom napravlenii)

Q_q = diag (Q_{q0}, 1),

my smoßem zapisat~ usloviØ ßestkogo skrepleniØ plastin v vide n∑ q=1 Q_qf_q(u_q) = 0, Q_1u_1 = Q_2u_2 = . . . = Q_nu_n ≡ u. (3.5)

Rassmotrim teper~ v ravenstve (3.4) integral po linii skrepleniØ plastin (x_q = 0, −b 6 y 6 b). S uqetom ortogonal~nosti matric Q_q i ravenstv (3.5) imeem: b∫ −b n∑ q=1 f^t_q (u_q)~u_qd y = b∫ −b n∑ q=1 (Q_qf_1(u_q))^tQ_q ~u_qd y =

b∫ −b n∑ q=1 (Q_q f_q(u_q))^t~u d y = b∫ −b

(_n ∑ q=1 Q_qf_q(u_q) )_t ~u d y = 0. Takim obrazom, v ravenstve (3.3) integrirovanie po obweæ storone vseh prØmougol~nikov G_q (x_q = 0, −b 6 y 6 b) moßet byt~ opuweno (sleduet integrirovat~ tol~ko po vnexneæ granice konstrukcii).

Predpoloßim teper~, qto zavisimost~ poleæ u_q(x_q , y) i ~u_q(x_q, y) ot peremennoæ y zadaetsØ formulami

u_q(x_q, y) = U_q(x_q)e^{iμy} , ~u_q(x_q, y) = ~U_q(x_q)e^{−iμy}.

V fftom sluqae (sm. [13]) integraly po otrezkam kontura ∂G_q , ortogonal~nym osi Oy (0 6 x_q 6 a_q, y = ±b), a takße ugolkovye qleny vzaimno sokrawa¸tsØ, a v integralah po otrezkam x_q =

116 D. P. KOUZOV, G. L. NIKITIN, V. G. ˚KOVLEVA a_q, −b 6 y 6 b, parallel~nym osi Oy, propadaet zavisimost~ podyntegral~noæ funkcii ot peremennoæ integrirovaniØ y.

Podeliv poluqennoe ravenstvo na 2b, pridadim principu vzaimnosti (3.3) sledu¸wiæ vid: n∑ q=1 {U_q(x_q), ~U_q(x_q)} = 0, gde {U_q, ~U_q} = −iω[F^t_q ~U_q − ~F^t_qU_q],

F^t_q (μ) =

E_qh_q 1−σ2_q (_{∂Uq} ∂x_q + iσq μVq ) E_q h_q 2(1+σq ) ( iμU_q +^{∂Vq}_{∂xq} ) −D_q (_{∂3Wq} ∂x3_q − (2 − σq)μ 2 ∂W_q ∂x_q ) D_q (_{∂2Wq} ∂x2_q − σqμ 2W_q ) ,

F_q = F_q(μ), ~F_q = F_q (−μ).

V silu proizvol~nosti veliqin a_q v ravenstve (3.4) oni zameneny tekuwimi abscissami x_q.

Pole v q-æ plastine s zadannoæ zavisimost~¸ ot y v obwem sluqae predstavlØet soboæ nekotoroe naloßenie prØmolineænyh (rasprostranØ¸wihsØ ili zatuha¸wih) voln, pada¸wih na kromku plastiny U^−_q (x_q), ~U^−_q (x_q ) i otraßennyh ot nee U^+_q (x_q ), ~U^+_q (x_q). V ramkah teorii tonkih plastin takih voln qetyre: prodol~naØ (l = 1), sdvigovaØ (l = 2), rasprostranØ¸waØsØ izgibnaØ (l = 3) i zatuha¸waØ izgibnaØ (l = 4). Sootvetstvenno numeru- ¸tsØ i volnovye qisla fftih voln. RexaØ uravneniØ Faælona i Kirhgofa, poluqim:

U^±_{q1}(x_q) = ±iλ_{q1} iμ 0 0 e^{±iλq1xq} , U^±_{q2}(xq) = −iμ ±iλ_{q2} 0 0 e^{±iλq2xq} ,

U^±_{q3}(x_q) = 0 0 ±i −λ_{q3} e^{±iλq3xq} , U^±_{q4}(xq) = 0 0 ±i −λ_{q4} e^{±iλq4xq} , (3.6)

MATRICA TRANSFORMACII VIBRACIONNYH VOLN 117

~U^±_{q1}(x_q) = ±iλ_{q1} −iμ 0 0 e^{±iλq1xq} , ~U^±_{q2}(xq) = −iμ ∓iλ_{q2} 0 0 e^{±iλq2xq} ,

~U^±_{q3}(x_q) = −U^±_{q3}(x_q), ~U^±_{q4}(x_q) = −U^±_{q4}(x_q),

gde λ_{qj} = √ k^2_{qj} − μ^2, k_{qj} – volnovoe qislo j-oæ volny v plastine s nomerom q:

k_{q1} = ρ_q ω^2(1 − σ^2_q ) E_q , k^2_{q2} =

2ρ_q ω^2(1 + σ_q) E_q , k^2_q3 = ρ_q h_qω^2 D_q , k_{q4} = ik_{q3}. V privedennyh vyxe formulah dlØ U^±_{qj}(x_q), ~U^±_{qj}(x_q) sleduet odnovremenno ispol~zovat~ libo verhnie (dlØ otraßennyh voln) libo nißnie (dlØ pada¸wih voln) znaki.

Otmetim, qto vvidu ravenstva k_{q4} = ik_{q3} veliqiny λ_{q4} vsegda mnimye i sootvetstvu¸t zatuha¸wim izgibnym volnam. Proqie volnovye qisla λ_{q1}, λ_{q2}, λ_{q3} v zavisimosti ot qastoty, ugla padeniØ i parametrov plastin mogut byt~ kak vewestvennymi – sluqaæ rasprostranØ¸wihsØ voln, tak i mnimymi – sluqaæ zatuha¸wih voln. Poslednee imeet mesto pri polnom vnutrennem otraßenii.

Pust~ teper~ istoqnikom polØ slußit prØmolineænaØ volna U^−_{qj}(x_q ) s nomerom j, nabega¸waØ po plastine s nomerom q. Togda pole v plastine s nomerom m imeet vid

U_m(x_m) = ~α ( δ_{mq} U^−_{qj} (x_q) + 4∑ l=1 τ_{mqlj} U^+_{ml}(x_m) ) . (3.7)

Zdes~: ~α – kofffficient (razmernyæ) zada¸wiæ amplitudu vozbußda¸weæ volny, τ_{mqlj} (μ) – otnositel~nyæ kofffficient vozbußdeniØ l-æ volny v m-æ plastine, esli istoqnikom polØ ØvlØetsØ volna U^−_{qj}(x_q); δ_{mq} – simvol Kronekera.

V kaqestve istoqnika vstreqnogo po osi Oy polØ vyberem volnu s nomerom j^′, nabega¸wu¸ po q^′-oæ plastine

~U_m(x_m) = ~β ( δ_{mq}0 ~U^−_q0_j0 (x_q0 ) + 4∑ l^0 =1

τ_{mq}0_l0_j0 ~U^+_{ml}0 (x_m) ) .

118 D. P. KOUZOV, G. L. NIKITIN, V. G. ˚KOVLEVA Vospol~zuemsØ qastnym principom vzaimnosti v forme (3.4): n∑ m=1 {U_m(x_m), ~U_m(x_m)} = ~α ~β { 2δ_{qq}0 φ^{−−}_{qjj}0 e^{−i(λqj +λqj0 )xq} + 4∑ l=1 τ_q0_{qlj} (μ)φ^{+−}_q0_{lj}0 e^{i(λq0l−λq0j0 )xq0} + 4∑ l^0 =1 τ_{qq}0_l0_j0 (−μ)φ^{−+}_{qjl}0 e^{i(λql0 −λqj )xq} + n∑ m=1 4∑ l=1 4∑ l^0 =1 τ_{mqlj} (μ)τ_{mq}0_l0_j0 (−μ)φ^{++}_{mll}0 e^{i(λml+λml0 )xm} } = 0. (3.8)

Zdes~ veliqiny φ^{±+}_{mjj}0 = {U^±_{mj}(x_m), ~U^+_{mj}0 (x_m)}e^{−i(±λmj0 +λmj0 )xm} , φ^{±−}_{mjj}0 = {U^±_{mj} (x_m), ~U^−_{mj}0 (x_m)}e^{−i(±λmj0 −λmj0 )xm} (3.9) ne zavisØt ot abscissy x_m (ffksponencial~nyæ mnoßitel~, voznika¸wiæ pri sqete {U^±_{mj}(x_m), ~U^±_{mj}0 (x_m)} skompensirovan).

Peremennye x_m dlØ raznyh znaqeniæ m meßdu soboæ nikak ne svØzany, a ffksponenty s raznymi kofffficientami v pokazatelØh pri odinakovyh argumentah ØvlØ¸tsØ lineæno nezavisimymi. Pofftomu dlØ vypolneniØ ravenstva (3.8) neobhodimo potrebovat~ obraweniØ v nul~ itogovyh mnoßiteleæ pri kaßdoæ otdel~noæ ffksponente, i v qastnosti, svobodnogo qlena: τ_q0_{qj}0_j (μ)φ^{+−}_q0_j0_j0 + τ_{qq}0_{jj}0 (−μ)φ^{−+}_{qjj} = 0. (3.10)

DlØ kofffficientov φ^{+−}_{mjj} (sm. [13]) imeem vyraßeniØ:

φ^{+−}_{m11} = 2ρ_mh_mω^3λ_{m1}, φ^{+−}_{m22} = 2ρ_mh_mω^3λ_{m2}, φ^{+−}_{m33} = 4ρ_mh_mω^3λ_{m3}, φ^{+−}_{m44} = 4ρ_mh_mω^3λ_{m4}, φ^{−+}_{mjj} = −φ^{+−}_{mjj}. (3.11)

Netrudno ubedit~sØ (ffto my sdelaem niße v p. 7), qto vyraßenie |~α|^2φ^{+−}_{mjj} (j = 1, 2, 3) v tom sluqae, kogda volna αU^+_{mj}(x_m)e^{iμy} ØvlØetsØ rasprostranØ¸weæsØ, daet uqetverennu¸ veliqinu sostavlØ¸weæ plotnosti potoka ffnergii v napravlenii osi Ox_q. Ravenstva (3.11) ime¸t mesto i dlØ zatuha¸wih voln (t.e. dlØ j = 4 vsegda, a dlØ j = 1, 2, 3 pri polnom vnutrennem otraßenii),

MATRICA TRANSFORMACII VIBRACIONNYH VOLN 119 hotØ v fftom sluqae fiziqeskaØ interpretaciØ drugaØ. Niße my ispol~zuem veliqiny φ^{+−}_{mjj} dlØ normirovki bazisnyh vektorov, ne ograniqivaØ sebØ rassmotreniem beguwih voln (kak ffto my delali v p. 2).

4. Matrica transformacii. Ot bazisnyh vektorov U^±_{qj}(xq) pe-

reædem (sm. [13]) k normirovannym bazisnym vektoram^∘U^±_{qj} (x_q) po formule_∘

U^±_{qj}(x_q) = 2U^±_{qj}(x_q) /√ φ^{+−}_{qjj} . V sootvetstvii s fftim vyraßenie (3.7) dlØ polØ U_m(x_m) primet vid

U_m(x_m) = α_{qj} ( δ_{mq}^∘U^−_{qj} (x_q) + 4∑ l=1 t_{mqlj} (μ)^∘U^+_{ml} (x_m) ) . Zdes~ poloßeno α_{qj} = ~α_{qj} 2 √ φ^{+−}_{qjj} . t_{mqlj} (μ) = √ φ^{+−}_{mll} φ^{+−}_{qjj} τ_{mqlj} (μ). (4.2) Zametim, qto v vyraßeniØh analogiqnyh (4.2), v rabote [13] dopuwena oxibka.

Vvedennu¸ takim obrazom matricu T = {t_{qq}0_{jj}0 }, (q, q^′ = 1, 2, . . . , n; j, j^′ = 1, 2, 3, 4) budem nazyvat~ matriceæ transformacii (blok rasxirennoæ matricy rasseØniØ). Ona zadaet steper~ transformacii volny s nomerom j^′, nabega¸weæ po plastine s nomerom q^′, v volnu s nomerom j, uhodØwu¸ po q-oæ plastine. Matrica T predstavlØet soboæ kvadratnu¸ matricu razmernosti 4n. S uqetom (4.1) ravenstvo (3.10), vyraßa¸wee princip vzaimnosti, zapixetsØ tak

t_q0_{qj}0_j (μ) = t_{qq}0_{jj}0 (−μ). (4.2)

Opredelim transponirovanie matricy s qetyr~mØ indeksami kak vzaimnu¸ zamenu dvuh par indeksov q i q^′, j i j^′, togda ravenstvo (4.2), vyraßa¸wee qastnyæ princip vzaimnosti, v matriqnoæ forme moßet byt~ zapisano v vide, identiqnom ukazannomu v rabote [13] T^t(μ) = T(−μ). (4.3)

120 D. P. KOUZOV, G. L. NIKITIN, V. G. ˚KOVLEVA Udobno predstavit~ matricu T, v vide kvadratnoæ “supermatricy” {T_{pq} } razmernosti n × n (q, q^′ = 1, 2, . . . , n), fflementami kotoroæ ØvlØ¸tsØ matricy T_{pq} , razmernosti 4 × 4

T = T_{11} T_{12} . . . T_{1n} T_{21} T_{22} . . . T_{2n} . . . . . . . . . . . . T_{n1} T_{n2} . . . T_{nn} ,

T_{pq} = t_{pq11} t_{pq12} t_{pq13} t_{pq14} t_{pq21} t_{pq22} t_{pq23} t_{pq24} t_{pq31} t_{pq32} t_{pq33} t_{pq34} t_{pq41} t_{pq42} t_{pq43} t_{pq44} . (4.4)

Matrica T_{pq} zadaet pri fftom stepen~ vozbußdeniØ voln v p-oæ plastine volnami nabega¸wimi po plastine s nomerom q.

Pust~ vektor ff_q = (α_{q1}, α_{q2}, α_{q3}, α_{q4}) zadaet sostav pada¸wego polØ

U^−_q (x_q) = 4∑ j=1 α_{qj}^∘U^−_{qj}(x_q )

pada¸wego na soqlenie plastin po plastine s nomerom q. Togda poroßdennoe im pole U^+_p (x_p), rashodØweesØ v plastine s nomerom p, imeet vid

U^+_p (x_p) = 4∑ l=1 β_{pl}^∘U^+_{pl}(x_p)

gde vektor fi_p = (β_{p1}, β_{p2}, β_{p3}, β_{p4})^t opredelØetsØ s pomow~¸ matricy T_{pq} po formule fip = Tpq ffq. Primenitel~no k matricam T_{pq} princip vzaimnosti imeet vid

T^t_{qp}(μ) = T_{pq} (−μ)

i, v qastnosti, dlØ matric T_{qq} , raspoloßennyh na diagonali supermatricy (p = q), vyraßaet obyqnyæ princip vzaimnosti dlØ kaßdoæ iz polubeskoneqnyh plastin rassmatrivaemoæ modeli, kotoryæ byl sformulirovan v [13]. Sleduet podqerknut~, qto princip vzaimnosti ne predpolagaet ffnergetiqeskoæ izolØcii ob¨ekta, dlØ kotorogo on rassmatrivaetsØ. V sootvetstvii

MATRICA TRANSFORMACII VIBRACIONNYH VOLN 121 s fftim, on spravedliv ne tol~ko dlØ sistemy v celom, no i dlØ l¸boæ ee qasti, sostoØweæ v ffnergetiqeskom kontakte s proqimi fflementami sistemy.

Esli vvesti teper~ “supervektory” ff i fi ff = (α11, α12, α13, α14, . . . , αq1, αq2, αq3, αq4, . . . , αn1, αn2, αn3, αn4)^t, fi = (β11, β12, β13, β14, . . . , βp1, βp2, βp3, βp4, . . . , βn1, βn2, βn3, βn4)^t, zada¸wie polnye sostavy pada¸wego i transformirovannoe poleæ vo vseh plastinah, to matrica transformacii T ustanavlivaet meßdu nimi sledu¸wu¸ svØz~

fi = Tff. (4.5)

5. Rasqet matricy transformacii. Matriqnyæ metod vyqi-

sleniØ transformacii voln na uzlovom soqlenenii plastin s ispol~zovaniem itogovoæ formuly tipa (4.5) opisan v [6]. Odnako matrica T fftoæ raboty otliqna ot vvedennoæ vyxe matricy transformacii, poskol~ku normirovka zatuha¸wih voln v [6] osuwestvlØlas~ proizvol~nym obrazom. Pofftomu celesoobrazno povtorit~ rassmotreniØ sootvetstvu¸weæ qasti raboty [6], vnosØ v formuly nadleßawie utoqneniØ. Zavisimost~ poleæ ot peremennyh y i t, zadavaemaØ faktorom exp(iμy − iωt), budet popreßnemu opuskat~sØ.

V kaqestve osnovnoæ kinematiqeskoæ peremennoæ uslovimsØ vpred~ ispol~zovat~ vektor V_q(x_q ) skorosti smeweniæ plastiny s nomerom q V_q(x_q ) = −iωU_q (x_q).

S uqetom ravenstv V^±_{qj} (x_q) = −iω^∘U^±_{qj} (x_q) vvedem normirovannyæ bazis V^±_{qj} (x_q). Imeem

V^±_{q1}(x_q) = √ 2 ρ_q h_qωλ_{q1} ±λ_{q1} μ 0 0 e^{±iλq1x},

V^±_{q2}(x_q) = √ 2 ρ_q h_qωλ_{q2} −μ ±λ_{q2} 0 0 e^{±iλq2x}, (5.1)

122 D. P. KOUZOV, G. L. NIKITIN, V. G. ˚KOVLEVA

V^±_{q3}(x_q) = √ 2 ρ_q h_qωλ_{q3} 0 0 ±1 iλ_{q3} e^{±iλq3x},

V^±_{q4}(x_q) = √ 2 ρ_q h_qωλ_{q4} 0 0 ±1 iλ_{q4} e^{±iλq4x}. V sluqae, esli λ_{qj} ØvlØetsØ mnimym poloßitel~nym qislom (t.e. pri polnom vnutrennem otraßenii odnoæ iz pervyh treh tipov voln i vsegda dlØ qetvertogo tipa voln) radikal √ λ_{qj} sleduet ponimat~ tak √ λ_{qj} = e^{iπ/4} √ |λ_{qj}|. Razloßenie proizvol~nogo polØ skorosteæ V_q(x_q) v plastine s nomerom q po bazisu V^±_{qj} (x_q) (j = 1, 2, 3, 4) imeet vid

V_q (x_q) = 4∑ j=1 β_{qj} V^+_{qj} (x_q) + 4∑ j=1 α_{qj}V^−_{qj} (x_q). (5.2)

Vvedem matricy V^±_q i Λ^±_q

V^±_q = diag (V^±_{qs}, V^±_{qa}),

V^±_{qs} = √ 2 ρ_2h_q ω ± √ λ_{q1} −^μ√_{λq2} μ√_{λq1} ± √ λ_{q2} ,

V^±_{qa} = 1 √ ρ_2h_qω (_{±1} √_{λq13}^{±1}√_{λq4} i √ λ_{q3} i √ λ_{q4} ) , Λ^±_q = diag (e^{±iλq1xq} , e^{±iλq2xq} , e^{±iλq3xq} , e^{±iλq4xq} ). S pomow~¸ matric V^±_q i Λ^±_q ravenstvu (5.2) moßno pridat~ vid V_q(x_q) = V^+_q Λ^+_q fi_q + V^−_q Λ^−_q ff_q. (5.3)

Analogiqnym obrazom pole sil v plastine moßet byt~ zapisano tak F_q (x_q) = −F^+_q Λ^+_q fi_q − F^−_q Λ^−_q ff_q. (5.4)

MATRICA TRANSFORMACII VIBRACIONNYH VOLN 123 Zdes~ F^±_q = diag (F^±_{qs}, F^±_{qa}),

F^±_{qs} = √ 2ρ_qh_qω λ2_q1+σ_q μ2 k2_q1 √_{λq1} ∓^{2μ} √_{λq2} k2 ±(1 − σ_q)^μ √_{λq1} k2_q1 λ2_q2−μ2 k2_q2 √_{λq2} ,

F^±_{qa} = √ 2ρ_q h_qω √_{λq3} k3_q3 (k 2 q3 + (1 − σ_q)μ^2) √_{λq4} k3_q4 (k 2 q4 + (1 − σ_q)μ^2) ±i^{k2q3−(1−σq)μ2} k3_q3 √_{λq3} ±i^{k2q4−(1−σq )μ2} k3_q4 √_{λq4} .

Vospol~zuemsØ graniqnymi usloviØmi (3.5) na styke plastin. Imeem_n ∑ q=1 Q_qF^+_q α_q + n∑ q=1 Q_qF^−_q fi_q = 0,

Q_1(V^+_1 fi_1 + V^−_1 ff_1) = Q_2(V^+_2 fi_2 + V^−_2 ff_2) = . . .

. . . = Q_n(V^+_n fi_n + V^−_n ff_n) ≡ v.

Pada¸wee pole, harakterizuemoe “supervektorom” ff = (ff_1,ff_2, . . . ,ff_n)^t, predpolagaem izvestnym. RexaØ fftu sistemu otnositel~no fi = (fi_1, fi_2, . . . , fi_n)^t, poluqim

fi = Tff,

gde T opredelØetsØ formuloæ (4.4), v kotoroæ

T_{pq} = (V^+_p )^{−1}Q^{−1}_p (Y^{−1}(Y^−_q − Y_q) + Eδ_{pq} )Q_q V^−_q , (5.5)

Y = Y_1 + Y_2 + . . . + Y_n (5.6)

Y_p = Q_pF^+_p (V^+_p )^{−1}Q^{−1}_p , Y^−_p = Q_pF^−_p (V^−_p )^{−1}Q^{−1}_p , (5.7)

gde E – ediniqnaØ matrica.

Matriqnye veliqiny Y^±_p budem nazyvat~ volnovymi provodimostØmi (admitansami), poskol~ku formula (5.6) oznaqaet, qto pri parallel~nom soedinenii plastin oni skladyva¸tsØ.

124 D. P. KOUZOV, G. L. NIKITIN, V. G. ˚KOVLEVA

6. Qislennyæ primer matricy transformacii. DlØ bol~-

xeæ naglØdnosti privedem primer matricy transformacii vibracionnyh voln na uzlovom soqlenenii plastin. Vo izbeßanie gromozdkosti ograniqimsØ sluqaem dvuh plastin. Programma rasqeta sostavlena O. B. Agranovoæ.

Plastiny vyberem stal~nymi s plotnostØmi ρ_1 = ρ_2 = 7800kg/m^3, modulØmi ınga E_1 = E_2 = 2, 0610^{11}n/m, modulØmi Puassona σ_1 = σ_2 = 0, 3 i tolwinami h_1 = 0, 01m, h_2 = 0, 03m. Poteri v materiale uqityvat~ ne budem. Ugol soqleneniØ plastin raven 110^∘. Vse matricy sootvetstvu¸t uglu padeniØ izgibnoæ volny θ_3 (otsqitannomu ot normali) ravnomu 3^∘ i opisyva¸t transformaci¸ vseh vidov voln vo vse (privØzka k izgibnoæ volne ispol~zuetsØ tol~ko dlØ vyqisleniØ veliqiny μ = k_3 sin θ_3.

Matricy sosqitany dlØ qastoty 500gc (tablica 1). V fftom sluqae imeet mesto polnoe vnutrennee otraßenie lix~ dlØ samoæ bystroæ volny – prodol~noæ. Kofffficienty transformacii rasprostranØ¸wihsØ voln v rasprostranØ¸wiesØ (klassiqeskaØ matrica rasseØniØ S) vydeleny ßirnym xriftom.

Tablica 1 T11 �0:455 + 0:104i 0:258 � 0:009i �0:011 � 0:074i +0:091 + 0:049i �0:258 + 0:009i 0.664+0.270i +0.208+0.122i �0:145 + 0:212i

0:011 + 0:047i 0.208+0.122i +0.086-0.871i +1:267 + 0:044i

�0:091 � 0:049i �0:145 + 0:212i +1:267 + 0:044i +0:007 + 0:902i T12 0:817 � 0:061i 0:136 � 0:082i �0:267 + 0:204i �0:078 + 0:312i 0:018 + 0:071i -0.081+0.075i +0.011-0.645i �0:349 � 0:529i

�0:072 � 0:024i 0.172+0.195i +0.301+0.135i �0:332 � 0:120i

0:021 � 0:028i �0:024 + 0:251i �0:250 + 0:056i +0:349 � 0:231i T21 0:817 � 0:016i �0:018 � 0:071i +0:072 + 0:024i �0:021 + 0:028i

�0:136 + 0:082i -0.081+0.075i +0.172+0.195i �0:024 + 0:251i

0:267 � 0:204i 0.011-0.645i +0.301+0.135i �0:250 + 0:056i 0:078 � 0:312i �0:349 � 0:529i �0:332 � 0:120i +0:349 � 0:231i T22 0:535 + 0:051i 0:159 � 0:163i +0:101 � 0:168i �0:025 � 0:204i

�0:159 + 0:163i 0.953+0.075i -0.020-0.071i +0:007 � 0:095i �0:101 + 0:168i -0.020-0.071i +0.673-0.129i �0:179 + 0:095i

0:025 + 0:204i 0:007 � 0:095i �0:179 + 0:095i +0:772 + 0:289i

MATRICA TRANSFORMACII VIBRACIONNYH VOLN 125 V privedennom qislennom primere izotropnost~ rassmatrivaemoæ modeli realizuetsØ kak sootnoxenie t_{pqrs} = ±t_{qpsr} . Pri fftom znak pl¸s harakteren dlØ transformacii prodol~- nyh voln v prodol~nye i popereqnyh (izgibnyh, sdvigovyh) v popereqnye. Znak minus voznikaet pri vzaimnoæ transformacii prodol~nyh voln v popereqnye i naoborot.

Ne dolßny smuwat~ takße bol~xie znaqeniØ (> 1) moduleæ nekotoryh fflementov (kofffficientov otraßeniØ i transformacii) v sluqaØh, kogda istoqnikom polØ ØvlØetsØ nerasprostranØ¸waØsØ volna. �to ne ØvlØetsØ naruxeniem zakona sohraneniØ ffnergii, poskol~ku potok ffnergii, vnosimoæ v sistemu, zdes~ opredelØetsØ ne prosto modulem amplitudy pada¸weæ volny, a proizvedeniem fftogo modulØ na mnimu¸ qast~ sootvetstvu¸wego diagonal~nogo fflementa matricy (sm. p. 8).

7. Zakon sohraneniØ ffnergii pri padenii rasprostranØ¸- weæsØ volny. Matrica rasseØniØ. Princip vzaimnosti po-

zvolil nam sformulirovat~ nekotoroe svoæstvo simmetrii matricy transformacii. Na osnovanii zakona sohraneniØ ffnergii moßno priæti k drugim poleznym svoæstvam fftoæ matricy, ime¸wim mesto, odnako, lix~ pri otsutstvii poter~ v sisteme. Rassmotrim sostavlØ¸wu¸ potoka ffnergii, normal~nu¸ po otnoxeni¸ k linii skrepleniØ plastin. DlØ plastiny s nomerom m ona imeet vid:

Π_{mx} = Im { E_mh_mω 2(1 − σ^2_m) ×

× [ u^∗_m ( ∂u_m ∂x_m + σ_m ∂v_m ∂y ) + 1 − σ_m 2 v^∗_m ( ∂u_m ∂y + ∂v_m ∂x_m )] +

+D_mω [ σ_mΔw_m ∂w^∗_m ∂x_m + ( ∂w^∗_m ∂x_m ∂^2w_m ∂x^2_m + ∂w^∗_m ∂y ∂^2w_m ∂x_m∂y ) −

−w^∗_m ∂ ∂x_m Δw_m ]} . (7.1)

Potoki ffnergii dlØ rasprostranØ¸wihsØ voln razliqnyh tipov additivny (ne vzaimodeæstvu¸t). Takße net vzaimodeæstviØ

126 D. P. KOUZOV, G. L. NIKITIN, V. G. ˚KOVLEVA i pri vstreqnom dvißenii dvuh rasprostranØ¸wihsØ voln odnogo tipa – veliqina summarnogo potoka dvuh takih voln ravna raznosti veliqin sootvetstvu¸wih potokov, a itogovyæ potok ffnergii napravlen v storonu volny s bol~xeæ amplitudoæ. Vyqislenie absol¸tnoæ veliqiny potoka ffnergii Π_{mj} , perenosimoæ rasprostranØ¸weæsØ volnoæ u(x, y) = ~αU^±_{mj}(x_m) exp(±iμy) (sm. formuly (3.6)) s (razmernoæ) amplitudoæ ~α soglasno (7.1) privodit k sledu¸wemu rezul~tatu

Π_{mj} = 1 4 φ^{+−}_{mjj}|~α|^2. Pust~ pada¸waØ rasprostranØ¸waØsØ volna s nomerom r, nabega¸waØ po plastine s nomerom p i ime¸waØ amplitudu ~α ØvlØetsØ istoqnikom polØ. Oboznaqim Π_{in} ffnergi¸, vnosimu¸ e¸ v sistemu Π_{in} = 1 4 φ^{+−}_{prr} |~α|^2. (7.2) SovokupnaØ ffnergiØ Π_{out}, unosimaØ rashodØwimisØ volnami, poroßdennymi fftoæ volnoæ, imeet vid

Π_{out} = 1 4 |~α|^2 n∑ m=1 ∑ j φ^{+−}_{mjj}|τ_{mpjr}|^2, priqem summirovanie po j rasprostranØetsØ tol~ko na beguwie volny i moßet byt~ razliqnym dlØ razliqnyh plastin. V silu zakona sohraneniØ ffnergii (posle sokraweniØ na (1/4)|α|^2) imeem ravenstvo φ^{+−}_{prr} = n∑ m=1 ∑ j φ^{+−}_{mjj}|τ_{mpjr}|^2. PerehodØ ot kofffficientov τ_{mpjr} k kofffficientam matricy transformacii t_{mpjr}, poluqim ravenstvo 1 = n∑ m=1 ∑ j |t_{mpjr}|^2, (7.3) vyraßa¸wee zakon sohraneniØ ffnergii v terminah matricy trasformacii. Oqevidno, qto kvadraty moduleæ kofffficientovfftoæ matricy ime¸t smysl doleæ ffnergii, unosimyh sootvetstvu¸wimi volnami. Analogiqnoe normirovoqnoe ravenstvo

MATRICA TRANSFORMACII VIBRACIONNYH VOLN 127 spravedlivo i dlØ strok matricy T. DlØ dokazatel~stva fftogo dostatoqno rassmotret~ volnovoæ process s zavisimost~¸ ot y v vide mnoßitelØ exp(−iμy), poluqit~ iz zakona sohraneniØ ffnergii ravenstvo 1 = n∑ m=1 ∑ j |t_{mpjr}(−μ)|^2 dlØ matricy T(−μ) i vospol~zovat~sØ principom vzaimnosti (4.3).

Tradicionnym putem, rassmatrivaØ pole, vozbußdennoe dvumØ pada¸wimi rasprostranØ¸wimisØ volnami ~αU^−_{pr}(x_p) i ~βU−_{qs}(x_q ) poluqim dlØ matricy ravenstvo n∑ m=1 ∑ j t_{mpjr}t^∗_{mqjs} = 0. (7.4) Takim obrazom, posle vyqerkivaniØ iz matricy T strok i stolbcov, sootvetstvu¸wih nerasprostranØ¸wimsØ volnam, ostaetsØ unitarnaØ (v silu (7.3) i (7.4)) matrica. Ona vhodit kak v matricu rasseØniØ, tak i v matricu transformacii. UnitarnaØ qast~ matricy transformacii v primere predyduwego punkta leßit na pereseqenii vtorogo, tret~ego, xestogo i sed~- mogo stolbcov so strokami s temi ße nomerami.

Kak i dlØ matricy transformacii (4.3) dlØ rasxirennoæ matricy rasseØniØ spravedliv princip vzaimnosti, vyraßa¸wiæsØ formuloæ S^t_e = S_e.

8. Zakon sohraneniØ ffnergii dlØ sluqaØ padeniØ nerasprostranØ¸weæsØ volny. ObratimsØ k rassmotreni¸ strok i

stolbcov matricy T, sootvetstvu¸wim nerasprostranØ¸wimsØ volnam i sootvetstvenno ne vhodØwim v matricu S. Otmetim, qto harakternym, hotØ i neobØzatel~nym ih priznakom ØvlØetsØ naliqie v ih sostave fflementov, prevoshodØwih edinicu po modul¸. Kvadraty moduleæ kofffficientov matricy |t_{mpjr}|^2, raspoloßennye v takih strokah i stolbcah, otnosØwiesØ k rasprostranØ¸wimsØ volnam, po-preßnemu, vyraßa¸t zdes~ nekotorye otnositel~nye koliqestva ffnergii, unosimye rashodØwimisØ volnami. �ta ffnergiØ voznikaet v rezul~tate vzaimodeæstviØ pada¸weæ i otraßennoæ nerasprostranØ¸wihsØ voln.

128 D. P. KOUZOV, G. L. NIKITIN, V. G. ˚KOVLEVA Pust~ kompleksnaØ amplituda pada¸weæ nerasprostranØ¸weæsØ volny U^−_{ps} ravna ~α, a otraßennoæ nerasprostranØ¸weæsØ volny U^+_{ps}, sootvetstvenno, ~ατ_{ppss}. VyqislØØ po formule (7.1) potok ffnergii, perenosimoæ takoæ paroæ voln, poluqim:

Π_{ps} = 1 2 |φ^{+−}_{pss} | Im τ_{ppss}. (8.1) V silu zakona sohraneniØ ffnergii ffti potoki dolßny ravnØt~sØ summarnym ffnergiØm, unosimym ot soqleneniØ plastin rasprostranØ¸wimisØ volnami: 1 2 |φ^{+−}_{pss} | Im τ_{ppss} = 1 4 n∑ m=1 ∑ j φ^{+−}_{mjj} |τ_{mpjs}|^2. (8.2) PerehodØ ot kofffficientov τ_{mpjs} k fflementam t_{mpjs} matricy transformacii, poluqim

2 Im t_{ppss} = n∑ m=1 ∑ j |t_{mpjs}|^2. (8.3) Dannye ravenstva spravedlivy sootvetstvenno dlØ 1, 4, 5 i 8 stolbcov matricy, privedennoæ v tablice 1.

Utverßdenie (8.3) imeet nekotoroe shodstvo s optiqeskoæ teoremoæ [17, 18]. Pomimo oqevidnogo vnexnego shodstva v oboih sluqaØh req~ idet o zakone sohraneniØ ffnergii dlØ processov s razliqnoæ prirodoæ istoqnika ffnergii i mehanizma ee rasseØniØ. V rassmotrennyh v [17, 18] situaciØh istoqnikom polØ ØvlØetsØ ploskaØ pada¸waØ volna, a rasseØnie ffnergii opredelØetsØ rashodØwimisØ ot prepØtstviØ cilindriqeskimi (sferiqeskimi) volnami. V naxem sluqae v fftih rolØh vystupa¸t, sootvetstvenno, nerasprostranØ¸wiesØ i rasprostranØ¸wiesØ volny. Otmetim takße i principial~noe otliqie fiziqeskogo smysla ravenstv (8.3) ot optiqeskoæ teoremy. V klassiqeskoæ teorii rasseØniØ vsegda rassmatriva¸tsØ istoqniki polØ neposredstvenno perenosØwie ffnergi¸. V dannom sluqae process perenosa ffnergii osuwestvlØetsØ lix~ v rezul~tate vzaimodeæstviØ dvuh voln, kaßdaØ iz kotoryh neposredstvenno ffnergi¸ ne perenosit.

Podqerknem, qto ravenstva (8.3) ime¸t mesto dlØ stolbcov matricy transformacii ne vhodØwih v matricu rasseØniØ.

MATRICA TRANSFORMACII VIBRACIONNYH VOLN 129

9. Zakl¸qenie. DannaØ rabota posvØwena obweæ teorii pro-

cessa transformacii uprugih voln na ßestkom uzlovom soqlenenii proizvol~nogo qisla tonkih plastin. Vvedeno ponØtie matricy transformacii, dan sposob ee vyqisleniØ, priveden qislennyæ primer, provedeno issledovanie ee svoæstv, vyteka¸- wih iz principa vzaimnosti i zakona sohraneniØ ffnergii. Poluqeno, v qastnosti, novoe sootnoxenie (“akustiqeskaØ teorema”), vyraßa¸wee zakon sohraneniØ ffnergii dlØ sluqaØ, kogda istoqnikom polØ slußit volna, zatuha¸waØ v napravlenii styka plastin.

NesmotrØ na to, qto ob¨ekt issledovaniØ konkreten, ispol~- zovannaØ teoretiqeskaØ procedura obladaet znaqitel~noæ obwnost~¸. DannaØ shema bez principial~nyh izmeneniæ moßet byt~ perenesena na rodstvennye volnovye modeli proizvol~- noæ fiziqeskoæ prirody. Pri nadleßawem vvedenii matricy transformacii dlØ nee takße budut imet~ mesto podobnye poluqennym vyxe svoæstva, vyteka¸wie iz principa vzaimnosti i zakona sohraneniØ ffnergii.

Pereqislim teper~ osnovnye tipy modeleæ, v kotoryh primenima ispol~zovannaØ vyxe teoretiqeskaØ shema.

1. UglovaØ struktura odnomernyh nositeleæ volnovyh processov.

Osnovnym mehaniqeskim primerom modeleæ takogo tipa ØvlØetsØ proizvol~naØ sistema polubeskoneqnyh uprugih sterßneæ. Koncy sterßneæ soedineny drug s drugom neposredstvenno ili qerez proizvol~nu¸ ograniqennu¸ uprugu¸ strukturu. Esli sqitat~, qto v kaßdom sterßne moßet suwestvovat~ xest~ normal~nyh voln (v simmetriqnom sterßne: prodol~naØ, krutil~- naØ i qetyre izgibnyh), to matrica transformacii zdes~ imeet strukturu, opredelennu¸ formuloæ (4.4), priqem razmer submatric T_{pq} raven 6×6. V otliqie ot naxeæ modeli, v kotoroæ poloßenie plastiny v prostranstve harakterizovalos~ odnim uglom, a matrica T zavisela ot odnogo parametra (sostavlØ¸weæ μ volnovogo qisla, T = T(μ)), zdes~ prostranstvennoe raspoloßenie sterßneæ opredelØetsØ dvumØ uglovymi koordinatami, a svobodnyæ parametr otsutstvuet. Poslednee obstoØtel~stvo privodit k uproweni¸ procedury ispol~zovaniØ principa vzaimnosti.

Drugoæ tipovoæ sluqaæ modeleæ fftogo klassa – uzlovoe soqlenenie volnovodov proizvol~noæ fiziqeskoæ prirody s kom-

130 D. P. KOUZOV, G. L. NIKITIN, V. G. ˚KOVLEVA paktnym seqeniem. Zdes~ matricy T_{pq} sqetnomerny (s uqetom koneqnogo qisla rasprostranØ¸wihsØ i sqetnogo mnoßestva zatuha¸wih normal~nyh voln v volnovode).

Primeneni¸ principa vzaimnosti pri rasqete volnovyh processov v modelØh fftogo klassa, posvØwena rabota [12].

2. UzlovaØ struktura dvumernyh nositeleæ volnovyh processov.

Primer takoæ modeli rassmotren v nastoØweæ rabote. Naibolee obwaØ situaciØ sostoØla by v uzlovoæ strukture ploskih volnovodov, neposredstvenno soedinennyh meßdu soboæ ili ishodØwih iz rezonatora.

3. Dva poluprostranstva s ploskimi granicami, zapolnennye sredami, i kontaktiru¸wie meßdu soboæ neposredstvenno ili qerez sistemu ploskih sloev (v qastnom sluqae odno poluprostranstvo). Zdes~ uglovye koordinaty, zada¸wie raspoloßenie sred, otsutstvu¸t, zato imeetsØ dva svobodnyh parametra (dve komponenty volnovogo vektora-proekcii na granicu poluprostranstv).

Literatura

1. L. Cremer, M. Heckl, Körperschall. Physikalische Grundlagen und Technische Anwendungen. Springer-Verlag Berlin-Heidelberg-New York (1967).

2. A. S. Nikiforov, S. V. Budrin, Rasprostranenie i poglowenie zvukovoæ vibracii na sudah. Izd-vo “Sudostroenie” Leningrad (1968).

3. M. D. Genkin, V. P. Maslov, Perehod vibraciæ qerez zvukovoæ mostik. V kn.: Dinamika i akustika maxin. M., Nauka (1971), 28–34.

4. P. G. Craven, B. M. Gibbs, Sound transmission and mode coupling in junction of thin plates I. Representation of the problem. J. of Sound and Vibr., 77, No. 3 (1981), 417–427.

5. B. M. Gibbs, P. G. Craven, Sound transmission and mode coupling in junction of thin plates II. Parametric survey. J. of Sound and Vibr., 77, No. 3 (1981), 429–435.

6. D. P. Kouzov, T. S. Kravcova, V. G. ˚kovleva, O rasseØniØØ vibracionnyh voln na uzlovom soqlenenii plastin. Akust. ß., 35, No. 4 (1989).

7. R. S. Langley, K. H. Heron, Elastic wave transmission through plate/beam junction. J. Sound and Vibr., 143, No. 2 (1990), 241–253.

8. P. D. Lax, R. S. Phillips, Scattering Theory. New York-London (1967). 9. R. Mittra, S. W. Lee, Analytical techniques in the theory of guided waves. The Macmillan Company. New York-London (1971); russkiæ perevod: R. Mi-

tra, S. Li, Analitiqeskie metody teorii volnovodov, Moskva “Mir” (1974).

10. V. I. Arnol~d, Dopolnitel~nye glavy teorii obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ. M., Nauka (1978).

MATRICA TRANSFORMACII VIBRACIONNYH VOLN 131 11. L. D. Faddeev, O. A. ˚kubovskiæ, Lekcii po kvantovoæ mehanike dlØ studentov-matematikov. Leningrad, izd-vo Leningr. un-ta (1980).

12. B. R. Mace, Reciprocity, conservation of energy and some properties of reflection and transmission coefficients. J. of Sound and Vibr., 155, No. 2 (1992), 375–381.

13. D. P. Kouzov, V. G. Yakovleva, On the Reciprocity Principle for the Transformation of Linear Waves at a Rectilinear Plate Edge. Acustica, 81, No. 2 (1995), 167–172.

14. D. P. Kouzov, G. L. Nikitin, O. B. Agranova, V. G. Yakovleva, Transformation matrix of vibrational waves on a nodal junction of plates. Day on diffraction’96 International seminar, St.-Petersburg, 1996, Abstracts, 15–16.

15. D. P. Kouzov, G. L. Nikitin, O. B. Agranova, V. G. ˚kovleva, Matrica transformacii. Trudy XXIII xkoly-seminara “Analiz i sintez nelineænyh mehaniqeskih kolebatel~nyh sistem”, Sankt-Peterburg (1996), 65–90.

16. D. P. Kouzov, Transformation matrix and the law of energy conserve for the inhomogeneous wave field stimulation. Day on diffraction’99. International seminar. St. Petersbourg 1999, Abstracts, 25.

17. B. J. Barratt, W. D. Collins, The Scattering Cross-section of an Obstacle in an Elastic Solid for Plane Harmonic Waves. Proc. Cambridgs Philos. Soc., 61, No. 4 (1965).

18. B. P. Belinskiæ, OptiqeskaØ teorema dlØ voln v uprugoæ plastine. Zap.

nauqn. semin. LOMI, 104 (1981), 20–23.

Kouzov D. P., Nikitin G. L., Yakovleva V. G. The matrix of the transforming of vibration waves.

Scattering of the linear vibration waves on a nodal junction of elastic plates is considered. For description of transforming (transmission, reflection, refraction and transformation into other types) of such waves we use the transformation matrix. We have proved for this matrix some usual properties related with the reciprocity principle and with conservation of energy. In the case when a source of field is evanescent wave we have found a new property of the generalized scattering matrix. This property reflects the conservation of energy at such process.

Postupilo 3 dekabrØ 1999 g.

Morskoæ gosudarstvennyæ tehniqeskiæ universitet Sankt-Peterburg

Voennyæ inßenerno-tehniqeskiæ universitet Sankt-Peterburg

Quvaxskiæ gosudarstvennyæ universitet Qeboksary