Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 275, 2001 g.

L. A. Molotkov �FFEKTIVNA˚ MODEL^ BLOQNO` PORISTO` SREDY S KONTAKTAMI PROSKAL^ZYVANI˚ NA GRANICAH

PosvØwaetsØ ¸bile¸ VasiliØ Mihaæloviqa Babiqa

DlØ izuqeniØ rasprostraneniØ voln v poristyh i trewinovatyh sredah ispol~zu¸tsØ ffffektivnye modeli. Takimi modelØmi, v qastnosti, ØvlØ¸tsØ poristye sredy Bio, a takße ffffektivnye modeli, poluqennye v rezul~tate osredneniØ sloistyh i bloqnyh struktur. V poslednie gody byl poluqen i issledovan rØd novyh ffffektivnyh modeleæ, opisyva¸wih qeredu¸wiesØ uprugie, ßidkie i poristye sloi s uqetom razliqnyh kontaktov na granicah [1–3].

�ffektivnye modeli bloqnyh struktur predstavlØ¸t osobyæ interes pri izuqenii volnovyh processov v trewinovatyh i poristyh sredah, poskol~ku takie modeli mogut opisyvat~ dve sistemy parallel~nyh trewin i sredy s inorodnymi vkl¸qeniØmi. V to ße vremØ vyvod uravneniæ ffffektivnyh modeleæ bloqnyh struktur predstavlØet dopolnitel~nye trudnosti, tak kak v fftom sluqae osrednenie provoditsØ po dvum ili trem napravleniØm. Takoe osrednenie udalos~ provesti v sluqae bloqnoæ uprugoæ sredy, v kotoroæ na granicah imeet mesto kontakt s proskal~zyvaniem. UravneniØ ffffektivnoæ modeli vyvodilis~ s pomow~¸ osredneniØ sperva po odnoæ, a zatem po drugoæ koordinate, pri fftom rezul~tat ne zavisel ot porØdka osredneniØ. Krome togo, s uqetom graniqnyh usloviæ i malyh razmerov blokov ustanavlivalis~ vyraßeniØ dlØ plotnosteæ kinetiqeskoæ i potencial~noæ ffnergiæ i na osnovanii fftih vyraßeniæ vyvodilis~ uravneniØ, kotorye sovpadali s uravneniØmi, poluqennymi pri osrednenii.

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (RFFI), granty 99-01-00107, 99-05-64127. 140

�FFEKTIVNA˚ MODEL^ BLOQNO` PORISTO` SREDY 141 RassmatrivaemaØ v nastoØweæ rabote sreda imeet takoe ße bloqnoe stroenie, kak i sreda v rabote [4], i otliqaetsØ tem, qto bloki ØvlØ¸tsØ poristymi sredami Bio. V sluqae, kogda na granicah imeet mesto kontakt s proskal~zyvaniem, fftu bloqnu¸ sredu udaetsØ osrednit~, pri fftom uravneniØ ffffektivnoæ modeli ne zavisØt ot porØdka osredneniØ vdol~ oseæ. Na osnovanii uravneniæ ffffektivnoæ modeli vyvodØtsØ vyraßeniØ dlØ plotnosteæ kinetiqeskoæ i potencial~noæ ffnergiæ i ffti vyraßeniØ ØvlØ¸tsØ obobweniØmi sootvetstvu¸wih formul raboty [4]. Sama ffffektivnaØ model~ moßet rassmatrivat~sØ kak pØtifaznaØ sreda, soderßawaØ qetyre uprugih fazy i odnu ßidku¸ fazu. Analiz volnovogo polØ v fftoæ srede pokazyvaet, qto v neæ rasprostranØ¸tsØ pØt~ ob¨emnyh voln. Provedennye issledovaniØ ustanavliva¸t formu volnovyh frontov i uravneniØ, korni kotoryh ØvlØ¸tsØ skorostØmi voln vdol~ oseæ.

§1. Ustanovlenie ffffektivnoæ modeli bloqnoæ sredy

Pust~ zadana dvumernaØ periodiqeskaØ vdol~ oseæ x i z poristaØ sistema 0 ⩽ x ⩽ H, 0 ⩽ z ⩽ ~H, v kotoroæ v napravleniØh oseæ x i z raspoloßeny sootvetstvenno n i ~n periodov s dlinami h i ~h (ris. 1). �ta sistema razdelØetsØ na n~n odinakovyh

Ris. 1.

142 L. A. MOLOTKOV prØmougol~nyh Øqeek, razmery kotoryh sovpada¸t s dlinami periodov h i ~h. KaßdaØ Øqeæka sostoit iz qetyreh odnorodnyh izotropnyh poristyh sred Bio, zapolnØ¸wih prØmougol~niki 1, 2, 3 i 4, izobraßennye na ris. 1. Razmery pervogo, vtorogo, tret~ego i qetvertogo prØmougol~nikov vyraßa¸tsØ sootvetstvenno ravenstvami

h_1 = hε_1, ~h_1 = ~h~ε_1; h_2 = hε_2, ~h_1 = ~h~ε_1; h_1 = hε_1, ~h_2 = ~h~ε_2; h_2 = hε_2, ~h_2 = ~h~ε_2.

(1.1)

PoristaØ sreda Bio s nomerom i = 1, 2, 3, 4 opisyvaetsØ [5, 6] uravneniØmi zakona Guka τ_{xxi} = H_i ∂u_{xi} ∂x + B_i ∂u_{zi} ∂z + C_i ( ∂w_{xi} ∂x + ∂w_{z1} ∂z ) , τ_{zzi} = B_i ∂u_{xi} ∂x + H_i ∂u_{zi} ∂z + C_i ( ∂w_{xi} ∂x + ∂w_{z1} ∂z ) , −p_i = C_i ∂u_{xi} ∂x + C_i ∂u_{zi} ∂z + M_i ( ∂w_{xi} ∂x + ∂w_{z1} ∂z ) , τ_{xzi} = L_i ( ∂u_{xi} ∂z + ∂u_{zi} ∂x ) (1.2)

i uravneniØmi sploxnoæ sredy ∂τ_{xxi} ∂x + ∂τ_{xzi} ∂z = ρ_i ∂^2u_{xi} ∂t^2 + ρ_{fi} ∂^2w_{xi} ∂t^2 , ∂τ_{xzi} ∂x + ∂τ_{zzi} ∂z = ρ_i ∂^2u_{zi} ∂t^2 + ρ_{fi} ∂^2w_{zi} ∂t^2 , − ∂p ∂x = ρ_{fi} ∂^2u_{xi} ∂t^2 + m_i ∂^2w_{xi} ∂t^2 , − ∂p ∂z = ρ_{fi} ∂^2u_{zi} ∂t^2 + m_i ∂^2w_{zi} ∂t^2 .

(1.3)

V uravneniØh (1.2) i (1.3) u_{xi}, u_{zi} – smeweniØ tverdoæ fazy, w_{xi} i w_{zi} – otnositel~nye smeweniØ ßidkoæ fazy, τ_{xxi}, τ_{zzi}, τ_{xzi} – polnye naprØßeniØ i p_i – davlenie v ßidkoæ faze. Kofffficienty v ravenstvah (1.2) ØvlØ¸tsØ modulØmi poristoæ sredy.

�FFEKTIVNA˚ MODEL^ BLOQNO` PORISTO` SREDY 143 Veliqiny ρ_i i ρ_{fi} – srednØØ plotnost~ i plotnost~ ßidkoæ fazy. Qto kasaetsØ kofffficienta m_i, to on vyraßaetsØ sootnoxeniem

m_i = ρ_{fi}α_i/ε (1.4)

qerez kofffficient izvilistosti α_i i poristost~ ε_i. Matricy H_i B_i C_i B_i H_i C_i C_i C_i M_i , ( ρ_i, ρ_{fi} ρ_{fi}, m_i ) , (1.5)

opredelØ¸wie uravneniØ (1.2) i (1.3), predpolaga¸tsØ poloßitel~no opredelennymi. �to predpoloßenie obespeqivaet poloßitel~nost~ plotnosteæ potencial~noæ i kinetiqeskoæ ffnergiæ. Na vnutrennih granicah meßdu poristymi sredami imeet mesto kontakt s proskal~zyvaniem, kotoryæ vyraßaetsØ usloviØmi u_{x1} = u_{x2}, w_{x1} = w_{x2}, τ_{xx1} = τ_{xx2}, τ_{xz1} = τ_{xz2} = 0, u_{x3} = u_{x4}, w_{x3} = w_{x4}, τ_{xx3} = τ_{xx4}, τ_{xz3} = τ_{xz4} = 0, p_1 = p_2, p_3 = p_4

(1.6)

na granicah, parallel~nyh osi z, i usloviØmi

u_{z1} = u_{z2}, w_{z1} = w_{z3}, τ_{zz1} = τ_{zz3}, τ_{xz1} = τ_{xz3} = 0, u_{z2} = u_{z4}, w_{z2} = w_{z4}, τ_{zz2} = τ_{zz4}, τ_{xz2} = τ_{xz4} = 0, p_1 = p_3, p_2 = p_4

(1.7)

v sluqae granic, parallel~nyh osi x. Na vnexnih granicah sistemy vypolnØ¸tsØ nekotorye lineænye kraevye usloviØ, no konkretnyæ vid fftih usloviæ okazyvaetsØ dlØ naxeæ zadaqi nesuwestvennym. Takße nesuwestvennym ØvlØ¸tsØ harakter i raspoloßenie lineænyh istoqnikov, vozbußda¸wih sistemu.

DlØ zadannoæ sistemy blokov postroim ffffektivnu¸ model~. S fftoæ cel~¸ v volnovom pole sistemy soverxim predel~nyæ perehod pri usloviØh n → ∞, ~n → ∞, h_1 → 0, ~h_1 → 0, h_2 → 0, ~h_2 → 0, H = const, ~H = const, ε_1 = const, ~ε_1 = const, ε_2 = const, ~ε_2 = const

(1.8)

i vyØsnim, kakim uravneniØm udovletvorØet predel~noe volnovoe pole. �ti uravneniØ opisyva¸t ffffektivnu¸ model~, uqityva¸wu¸ osrednenie bloqnoæ struktury. Osobennost~ fftogo

144 L. A. MOLOTKOV osredneniØ sostoit v tom, qto osrednenie provoditsØ odnovremenno po dvum osØm. Rezul~taty takogo osredneniØ s uqetom kontakta s proskal~zyvaniem na granicah sovpada¸t s rezul~- tatami osredneniæ sperva po odnomu iz napravleniæ, a zatem po drugomu. Osrednenie sloistyh sred vdol~ osi, perpendikulØrnoæ sloØm, bylo issledovano v rabote [2], gde predlagaetsØ i obosnovyvaetsØ uprowennyæ sposob osredneniØ. �tot sposob moßet byt~ takße ispol~zovan i v sluqae dvoænogo osredneniØ zadannoæ sistemy.

Tak kak pri n ≫ 1 i ~n ≫ 1 vnutrennie granicy stanovØtsØ dovol~no qastymi, to, soglasno ukazannomu sposobu, predpoloßim, qto graniqnye usloviØ (1.6) i (1.7) vypolnØ¸tsØ ne tol~ko na granicah, no i vo vseæ sisteme. �to predpoloßenie privodit k ravenstvam

t_{xzi} = 0, u_{x1} = u_{x2} = ~u^{(1.2)}_x , u_{x3} = u_{x4} = ~u^{(3.4)}_x , u_{z1} = u_{z3} = ~u^{(1.3)}_z , u_{z2} = u_{z4} = ~u^{(2.4)}_z , w_{x1} = w_{x2} = ~w^{(1.2)}_x , w_{z2} = w_{z4} = ~w^{(2.4)}_z , w_{x3} = w_{x4} = ~w^{(3.4)}_x , w_{z1} = w_{z3} = ~w^{(1.3)}_z , (1.9) t_{zz1} = t_{zz3} = t^{(1.3)}_{zz} , t_{xx1} = t_{xx2} = t^{(1.2)}_{xx} , t_{xx3} = t_{xx4} = t^{(3.4)}_{xx} , t_{zz2} = t_{zz4} = t^{(2.4)}_{zz} , p_1 = p_2 = p_3 = p_4 = p,

svØzyva¸wim smeweniØ i naprØßeniØ v raznyh blokah. Proizvodnye fftih veliqin opredelØ¸tsØ sootnoxeniØmi ∂~u^{(1.2)}_x ∂x = ε_1 ∂u_{x1} ∂x + ε_2 ∂u_{x2} ∂x , ∂~u^{(3.4)}_x ∂x = ε_1 ∂u_{x3} ∂x + ε_2 ∂u_{x4} ∂x , ∂~u^{(1.3)}_z ∂z = ~ε_1 ∂u_{z1} ∂z + ~ε_2 ∂u_{z3} ∂z , ∂~u^{(2.4)}_z ∂z = ~ε_1 ∂u_{z2} ∂z + ~ε_2 ∂u_{z4} ∂z , ∂ ~w^{(1.2)}_x ∂x = ε_1 ∂w_{x1} ∂x + ε_2 ∂w_{x2} ∂x , ∂ ~w^{(3.4)}_x ∂x = ε_1 ∂w_{x3} ∂x + ε_2 ∂w_{x4} ∂x , ∂ ~w^{(1.3)}_z ∂z = ~ε_1 ∂w_{z1} ∂z + ~ε_2 ∂w_{z1} ∂z , ∂ ~w^{(2.4)}_z ∂z = ~ε_1 ∂w_{z2} ∂z + ~ε_2 ∂w_{z4} ∂z , ∂τ^{(1.2)}_{xx} ∂x = ε_1 ∂τ_{xx1} ∂x + ε_2 ∂τ_{xx2} ∂x , ∂τ^{(3.4)}_{xx} ∂x = ε_1 ∂τ_{xx2} ∂x + ε_2 ∂τ_{xx4} ∂x , ∂τ^{(1.3)}zz ∂z = ~ε_1 ∂τ_{zz1} ∂z + ~ε_2 ∂τ_{zz3} ∂z , ∂τ^{(2.4)}zz ∂z = ~ε_1 ∂τ_{zz2} ∂z + ~ε_2 ∂τ_{zz4} ∂z ,

�FFEKTIVNA˚ MODEL^ BLOQNO` PORISTO` SREDY 145 ∂p ∂x = ε_1 ∂p_1 ∂x + ε_2 ∂p_2 ∂x = ε_1 ∂p_3 ∂x + ε_2 ∂p_4 ∂x , (1.10) ∂p ∂z = ~ε_1 ∂p_1 ∂z + ~ε_2 ∂p_3 ∂z = ~ε_1 ∂p_2 ∂z + ~ε_2 ∂p_4 ∂z , sootvetstvu¸wimi klassiqeskomu opredeleni¸ proizvodnyh po sokrawa¸wemusØ promeßutku.

Predel~noe volnovoe pole budet opisyvat~sØ 13 veliqinami

~u^{(1.2)}_x , ~u^{(3.4)}_x , ~u^{(1.3)}_z , ~u^{(2.4)}_z , ~w^{(1.2)}_x , ~w^{(3.4)}_x , ~w^{(1.3)}_z , ~w^{(2.4)}_z , τ^{(1.2)}_{xx} , τ^{(3.4)}_{xx} , τ^{(1.3)}_{zz} , τ^{(2.4)}_{zz} , p.

(1.11)

�ti veliqiny i ih proizvodnye vvedeny sootnoxeniØmi (1.9)– (1.10), i dlØ vyvoda opredelØ¸wih ih uravneniæ neobhodimo iz uravneniæ (1.2), (1.3), (1.9) i (1.10) iskl¸qit~ vse veliqiny, harakterizu¸wie pole smeweniæ i naprØßeniæ v otdel~nyh blokah. S fftoæ cel~¸ iz uravneniæ (1.2) vyrazim proizvodnye sme- weniæ ∂u_{xi}/∂x, ∂u_{zi}/∂z i summu proizvodnyh ∂w_{xi}/∂x + ∂w_{zi}/∂z i pridem k sootnoxeniØm ∂u_{xi} ∂x = H0_{iτxxi + B}0_{iτzzi − C}0_{ipi,} ∂u_{zi} ∂z = B0_{iτxxi + H}0_{iτzzi − C}0_{ipi,} ∂w_{xi} ∂x + ∂w_{zi} ∂z = C0_{iτxxi + C}0_{iτzzi − M} 0_{i pi, (i = 1, 2, 3, 4),} (1.12)

v kotoryh matrica H0_{i B}0_{i C}0_i B0_{i H}0_{i C}0_i C0_{i C}0_{i M} 0_i

(1.13)

ØvlØetsØ obratnoæ po otnoxeni¸ k pervoæ matrice (1.5). Matrica (1.14) takße ØvlØetsØ simmetriqnoæ i poloßitel~no opredelennoæ. Ispol~zuØ dva pervyh ravenstva (1.12) i qetyre pervyh

146 L. A. MOLOTKOV formuly (1.10), zapixem sootnoxeniØ ∂~u^{(1.2)}_x ∂x = H_{1.2}τ^{(1.2)}_{xx} + B0_1ε_1τ^{(1.3)}_{zz} + B0_2ε_2τ^{(2.4)}_{zz} − C_{1.2}p, ∂~u^{(3.4)}_x ∂x = H_{3.4}τ^{(3.4)}_{xx} + B0_3ε_1τ^{(1.3)}_{zz} + B0_4ε_2τ^{(2.4)}_{zz} − C_{3.4}p, ∂~u^{(1.3)}_z ∂z = B0_{1 ~ε1τ} (1.2)_{xx + B}0_{3 ~ε2τ} (3.4)_{xx + H1.3τ} (1.3)_{zz − C1.3p,} ∂~u^{(2.4)}_z ∂z = B0_{2 ~ε1τ} (1.2)_{xx + B}0_{4 ~ε2τ} (3.4)_{xx + H2.4τ} (2.4)_{zz − C2.4p,}

(1.14)

gde H_{1.2} = H0_1ε_1 + H0_2ε_2, H_{3.4} = H0_3ε_1 + H0_4ε_2, H_{1.3} = H0_1~ε_1 + H0_3 ~ε_2, H_{2.4} = H0_2 ~ε_1 + H0_4~ε_2, C_{1.2} = C0_1ε_1 + C0_2ε_2, C_{3.4} = C0_3ε_1 + C0_4ε_2, C_{1.3} = C0_1 ~ε_1 + C0_3 ~ε_2, C_{2.4} = C0_2 ~ε_1 + C0_4 ~ε_2,

(1.15)

Tret~e ravenstvo (1.12) osrednØetsØ po vsem qetyrem blokam odnoæ Øqeæki. V rezul~tate prihodim k uravneni¸ ~ε_1 ∂ ~w^{(1.2)}_x ∂x + ~ε_2 ∂ ~w^{(3.4)}_x ∂x + ε_1 ∂ ~w^{(1.2)}_z ∂z + ε_2 ∂ ~w^{(3.4)}_z ∂z = = C_{12}~ε_1τ^{(1.2)}_{xx} + C_{34} ~ε_2τ^{(3.4)}_{xx} + C_{13}ε_1τ^{(1.3)}_{zz} + C_{24}ε_2τ^{(2.4)}_{zz} − M p, (1.16) v kotorom M = ε_1 ~ε_1M 0_1 + ε_2 ~ε_1M 0_2 + ε_1 ~ε_2M 0_3 + ε_2 ~ε_2M 0_4. (1.17) Ravenstva (1.14) sovmestno s sootnoxeniem (1.16) obrazu¸t gruppu uravneniæ zakona Guka dlØ ffffektivnoæ modeli iz pØti ravenstv. Pomnoßim pervoe, vtoroe, tret~e i qetvertoe uravneniØ (1.14) sootvetstvenno na ~ε_1, ~ε_2, ε_1 i ε_2 i zamenim smeweniØ po formulam

~u^{(1.2)}_x = ~ε_1u^{(1.2)}_x , ~u^{(3.4)}_x = ~ε_2u^{(3.4)}_x , ~u^{(1.3)}_z = ε_1u^{(1.3)}_z , ~u^{(2.4)}_z = ε_2u^{(2.4)}_z , ~w^{(1.2)}_x = ~ε_1w^{(1.2)}_x , ~w^{(3.4)}_x = ~ε_2w^{(3.4)}_x , ~w^{(1.3)}_z = ε_1w^{(1.3)}_z , ~w^{(2.4)}_z = ε_2w^{(2.4)}_z .

(1.18)

TakaØ zamena svØzana s tem, qto posle predel~nogo perehoda smeweniØ, opredelennye v dvuh blokah, polezno raspredelit~ na

�FFEKTIVNA˚ MODEL^ BLOQNO` PORISTO` SREDY 147 vs¸ Øqeæku. V rezul~tate uravneniØ zakona Guka predstavlØ¸tsØ matriqnym ravenstvom ( ∂u^{(1.2)}x ∂x , ∂u^{(3.4)}x ∂x , ∂u^{(1.3)}z ∂z , ∂u^{(2.4)}z ∂z , ∂w^{(1.2)}x ∂x + ∂u^{(3.4)}x ∂x + ∂u^{(1.3)}z ∂z + ∂w^{(2.4)}z ∂z )— = = C ( τ^{(1.2)}_{xx} , τ^{(3.4)}_{xx} , τ^{(1.3)}_{zz} , τ^{(2.4)}_{zz} , −p )— , (1.19) gde ⊺ – simvol transponirovaniØ i

C = H_{1.2}~ε_1 0 B0_1ε_1 ~ε_1 B0_2ε_2 ~ε_1 C_{1.2}~ε_1 0 H_{3.4}~ε_2 B0_3ε_1 ~ε_2 B0_4ε_2 ~ε_2 C_{3.4}~ε_2 B0_{1ε1 ~ε1 B}0_{3ε1 ~ε2 H1.3ε1 0 C1.3ε1} B0_{2ε2 ~ε1 B}0_{4ε2 ~ε2 0 H2.4ε2 C2.4ε2} C_{1.2} ~ε_1 C_{3/4}~ε_2 C_{1.3}ε_1 C_{2.4}ε_2 M

. (1.20)

Na osnovanii poloßitel~noæ opredelennosti matric (1.13) sleduet, qto simmetriqnaØ matrica C ØvlØetsØ poloßitel~no opredelennoæ. Ispol~zuØ suwestvovanie obratnoæ matricy C�^1 = D, zapixem zakon Guka v “obyqnoæ” forme

τ^{(1.2)}_{xx} = d_{11} ∂u^{(1.2)}x ∂x +d_{12} ∂u^{(3.4)}x ∂x +d_{13} ∂u^{(1.3)}z ∂z +d_{14} ∂u^{(2.4)}z ∂z +d_{15} ~w, τ^{(3.4)}_{xx} = d_{12} ∂u^{(1.2)}_x ∂x +d_{22} ∂u^{(3.4)}_x ∂x +d_{23} ∂u^{(1.3)}_z ∂z +d_{24} ∂u^{(2.4)}_z ∂z +d_{25} ~w, τ^{(1.3)}_{zz} = d_{13} ∂u^{(1.2)}x ∂x +d_{23} ∂u^{(3.4)}x ∂x +d_{33} ∂u^{(1.3)}z ∂z +d_{34} ∂u^{(2.4)}z ∂z +d_{35} ~w, (1.21)

τ^{(2.4)}_{zz} = d_{14} ∂u^{(1.2)}_x ∂x +d_{24} ∂u^{(3.4)}_x ∂x +d_{34} ∂u^{(1.3)}_z ∂z +d_{44} ∂u^{(2.4)}_z ∂z +d_{45} ~w, −p = d_{15} ∂u^{(1.2)}x ∂x +d_{25} ∂u^{(3.4)}x ∂x +d_{35} ∂u^{(1.3)}z ∂z +d_{45} ∂u^{(2.4)}z ∂z +d_{55} ~w, pri fftom ~w = ∂w^{(1.2)}_x ∂x + ∂w^{(3.4)}_x ∂x + ∂w^{(1.3)}_z ∂z + ∂w^{(2.4)}_z ∂z , (1.22) a d_{ik} – fflementy matricy D, kotoraØ takße ØvlØetsØ simmetriqnoæ i poloßitel~no opredelennoæ. Qtoby naæti matricu D neobhodimo proæti tri fftapa: 1) Na osnovanii pervoæ matricy (1.5) naæti eæ obratnu¸ matricu (1.13). 2) Ispol~zuØ fflementy matricy (1.13) i formuly (1.15), postroit~ matricu (1.20). 3) Naæti matricu C, obratnu¸ matrice D.

148 L. A. MOLOTKOV

Bolee prostym sposobom ustanavliva¸tsØ uravneniØ sploxnoæ sredy dlØ ffffektivnoæ modeli. Na osnovanii sootnoxeniæ (1.3), a takße formul (1.10) i (1.18) prihodim k uravneniØm ∂τ^{(1.2)}xx ∂x = ρ_{12}

∂^2u^{(1.2)}x ∂t^2 + ρ_{f 12}

∂^2w^{(1.2)}x ∂t^2 , ∂τ^{(3.4)}_{xx} ∂x = ρ_{34}

∂^2u^{(3.4)}_x ∂t^2 + ρ_{f 34}

∂^2w^{(3.4)}_x ∂t^2 , ∂τ^{(1.3)}zz ∂z = ρ_{13}

∂^2u^{(1.3)}z ∂t^2 + ρ_{f 13}

∂^2w^{(1.3)}z ∂t^2 , ∂τ^{(2.4)}zz ∂z = ρ_{24}

∂^2u^{(2.4)}z ∂t^2 + ρ_{f 24}

∂^2w^{(2.4)}z ∂t^2 , − ∂p ∂x = ρ_{f 12}

∂^2u^{(1.2)}_x ∂t^2 + m_{12}

∂^2w^{(1.2)}_x ∂t^2 , − ∂p ∂x = ρ_{f 34}

∂^2u^{(3.4)}_x ∂t^2 + m_{34}

∂^2w^{(3.4)}_x ∂t^2 , − ∂p ∂z = ρ_{f 13}

∂^2u^{(1.3)}_z ∂t^2 + m_{13}

∂^2w^{(1.3)}_z ∂t^2 , − ∂p ∂z = ρ_{f 24}

∂^2u^{(2.4)}_z ∂t^2 + m_{24}

∂^2w^{(2.4)}_z ∂t^2 ,

(1.23)

v kotoryh ρ_{12} = ρ_1ε_1 + ρ_2ε_2, ρ_{34} = ρ_3ε_1 + ρ_4ε_2, ρ_{13} = ρ_1 ~ε_1 + ρ_3 ~ε_2, ρ_{24} = ρ_2 ~ε_1 + ρ_4 ~ε_2, ρ_{f 12} = ρ_{f 1} ε_1 + ρ_{f 2}ε_2, ρ_{f 34} = ρ_{f 3}ε_1 + ρ_{f 4} ε_2, (1.24) ρ_{f 13} = ρ_{f 1} ~ε_1 + ρ_{f 3} ~ε_2, ρ_{f 24} = ρ_{f 2} ~ε_1 + ρ_{f 4} ~ε_2, m_{12} = m_1ε_1 + m_2ε_2, m_{34} = m_3ε_1 + m_4ε_2, m_{13} = m_1 ~ε_1 + m_3 ~ε_2, m_{24} = m_2 ~ε_1 + m_4 ~ε_2.

Ravenstva (1.23) ØvlØ¸tsØ uravneniØmi sploxnoæ sredy i vmeste s uravneniØmi (1.21) opisyva¸t ffffektivnu¸ model~ rassmatrivaemoæ sredy. Matricy ( ρ_{ik} ρ_{fik} ρ_{fik} m_{ik} ) , (1.25)

opredelØ¸wie uravneniØ (1.23), ØvlØ¸tsØ poloßitel~no opredelennymi, i ffto utverßdenie dokazyvaetsØ na osnovanii poloßitel~noæ opredelennosti vtoryh matric (1.5).

�FFEKTIVNA˚ MODEL^ BLOQNO` PORISTO` SREDY 149 §2. �nergetiqeskie issledovaniØ ffffektivnoæ modeli DlØ vyvoda vyraßeniæ dlØ plotnosteæ kinetiqeskoæ i potencial~noæ ffnergiæ v volnovom pole ffffektivnoæ modeli pomnoßim kaßdoe iz 8 uravneniæ (1.23) sootvetstvenno na ∂u^{(1.2)}x /∂t, ∂u^{(3.4)}_x /∂t, ∂u^{(1.3)}_z /∂t, ∂u^{(2.4)}_z /∂t, ∂w^{(1.2)}_x /∂t, ∂w^{(3.4)}_x /∂t, ∂w^{(1.3)}_z /∂t i ∂w^{(2.4)}_z /∂t. Posle rØda nesloßnyh preobrazovaniæ i poqlennogo sloßeniØ poluqennyh uravneniæ prihodim k sootnoxeni¸ ffnergetiqeskogo balansa ∂p_x ∂x + ∂p_z dz = ∂W_k ∂t + ∂W_p ∂t , (2.1) gde p_x = τ^{(1.2)}_{xx} ∂u^{(1.2)}_x ∂t + τ^{(3.4)}_{xx} ∂u^{(3.4)}_x ∂t − p ∂w^{(1.2)}_x ∂t − p ∂w^{(3.4)}_x ∂t , p_z = τ^{(1.3)}_{zz} ∂u^{(1.3)}_z ∂t + τ^{(2.4)}_{zz} ∂u^{(2.4)}_z ∂t − p ∂w^{(1.3)}_z ∂t − p ∂w^{(2.4)}_z ∂t (2.2)

– potoki ffnergii vdol~ oseæ x i z,

W_k = ρ_{12} 2 ( ∂u^{(1.2)}_x ∂t )_2 + ρ_{34} 2 ( ∂u^{(3.4)}_x ∂t )_2 + + ρ_{13} 2 ( ∂u^{(1.3)}_z ∂t )_2 + ρ_{24} 2 ( ∂u^{(2.4)}_z ∂t )_2 + + m_{12} 2 ( ∂w^{(1.2)}_x ∂t )_2 + m_{34} 2 ( ∂w^{(3.4)}_x ∂t )_2 + + m_{13} 2 ( ∂w^{(1.3)}_z ∂t )_2 + m_{24} 2 ( ∂w^{(2.4)}_z ∂t )_2 + + ρ_{f 12} ∂u^{(1.2)}_x ∂t ∂w^{(1.2)}_x ∂t + ρ_{f 34} ∂u^{(3.4)}_x ∂t ∂w^{(3.4)}_x ∂t + + ρ_{f 13} ∂u^{(1.3)}_z ∂t ∂w^{(1.3)}_z ∂t + ρ_{f 24} ∂u^{(2.4)}_z ∂t ∂w^{(2.4)}_z ∂t

(2.3)

– plotnost~ kinetiqeskoæ ffnergii i ∂W_p ∂t = ∂^2u^{(1.2)}_x ∂x∂t τ^{(1.2)}_{xx} +

∂^2u^{(3.4)}_x ∂x∂t τ^{(3.4)}_{xx} + + ∂^2u^{(1.3)}z ∂z∂t τ^{(1.3)}_{zz} +

∂^2u^{(2.4)}z ∂z∂t τ^{(2.4)}_{zz} − p ∂ ~w ∂t (2.4)

150 L. A. MOLOTKOV – skorost~ izmeneniØ plotnosti potencial~noæ ffnergii. Podstavim ravenstva (1.21) v sootnoxenie (2.4) i poluqim formuly

W_p = 5∑ i,k=1 d_{ik}ζ_iζ_k, (2.5)

ζ_1 = ∂u^{(1.2)}_x ∂x , ζ_2 = ∂u^{(3.4)}_x ∂x , ζ_3 = ∂u^{(1.3)}_z ∂z , ζ_4 = ∂u^{(2.4)}_z ∂z , ζ_5 = ~w = ∂w^{(1.2)}_x ∂x + ∂w^{(3.4)}_x ∂x + ∂w^{(1.3)}_z ∂z + ∂w^{(2.4)}_z ∂z (2.6)

dlØ plotnosti potencial~noæ ffnergii. Plotnost~ kinetiqeskoæ ffnergii (2.3) ØvlØetsØ summoæ qetyreh kvadratiqnyh form, kotorye okazyva¸tsØ poloßitel~no opredelennymi formami, tak kak matricy (1.23) – poloßitel~no opredelennye. Sledovatel~- no, vyraßenie (2.3) – poloßitel~no opredelennoe. Poskol~ku matrica D – poloßitel~no opredelennaØ, to plotnost~ potencial~noæ ffnergii (2.5) ØvlØetsØ poloßitel~no opredelennoæ otnositel~no svoih argumentov (2.6). V to ße vremØ vozmoßny sluqai, kogda vse argumenty (2.6), vkl¸qaØ i ζ_5, ravny nul¸, a nekotorye smeweniØ w^{(1.2)}x , w^{(3.4)}x , w^{(1.3)}z i w^{(2.4)}z otliqny ot nulØ. Pofftomu plotnost~ potencial~noæ ffnergii ØvlØetsØ neotricatel~noæ funkcieæ smeweniæ. Takim obrazom, postroennaØ ffffektivnaØ model~ – ffnergetiqeski ustoæqivaØ. �ta model~ moßet rassmatrivat~sØ kak pØtifaznaØ i sostoØwaØ iz qetyreh uprugih faz i odnoæ ßidkoæ fazy. Tak kak u fftih faz suwestvu¸t obwie smeweniØ i naprØßeniØ, to qislo uprugih faz moßno sokratit~ do dvuh i ffti uprugie fazy uße ne budut soderßat~ obwih smeweniæ i naprØßeniæ.

OstanovimsØ teper~ na issledovanii vyraßeniæ dlØ plotnosteæ kinetiqeskoæ i potencial~noæ ffnergiæ. Plotnost~ kinetiqeskoæ ffnergii (2.3) moßet byt~ takße predstavlena sootnoxeniem W_k = 4∑ i=1 W_{ki}s_i, (2.7)

W_{ki} = ρ_i 2 [( ∂u_{xi} ∂t )_2 + ( ∂u_{zi} ∂t )_2] + mi 2 [( ∂w_{xi} ∂t )_2 + ( ∂w_{zi} ∂t )_2] + + ρ_{fi} ( ∂u_{xi} ∂t ∂w_{xi} ∂t + ∂u_{zi} ∂t ∂w_{zi} ∂t ) (2.8)

�FFEKTIVNA˚ MODEL^ BLOQNO` PORISTO` SREDY 151 – plotnost~ potencial~noæ ffnergii v bloke i, s_i – otnositel~naØ plowad~ bloka i i

s_1 = ε_1 ~ε_1, s_2 = ε_2 ~ε_1, s_3 = ε_2 ~ε_1, s_4 = ε_2 ~ε_2. (2.9)

Iz formul (2.7)–(2.9) sleduet, qto vyraßenie dlØ plotnosti kinetiqeskoæ ffnergii v ffffektivnoæ modeli sovpadaet s vyraßeniem dlØ plotnosti kinetiqeskoæ ffnergii v massive poristoæ sredy. VyraßeniØ dlØ plotnosti potencial~noæ ffnergii (2.5) i (2.6) analogiqny sootvetstvenno vyraßeniØm v sluqae ffffektivnoæ modeli uprugoæ bloqnoæ sredy [4]. V oboih sluqaØh plotnosti potencial~nyh ffnergiæ predstavlØ¸tsØ kvadratiqnymi formami, pri fftom argumenty ζ_1, ζ_2, ζ_3 i ζ_4 s uqetom oboznaqeniæ (1.18) okazyva¸tsØ odinakovymi dlØ oboih sluqaev, a kvadratiqnaØ forma (2.5) soderßit dopolnitel~no argument ζ_5 = ~w. Kofffficienty d_{ik} v formule (2.5) otliqa¸tsØ ot sootvetstvu¸wih kofffficientov v sluqae ffffektivnoæ modeli uprugoæ bloqnoæ sredy [4].

§3. Postroenie i issledovanie harakteristiqeskoæ funkcii DlØ postroeniØ harakteristiqeskoæ funkcii, opredelØ¸weæ fronty voln ot toqeqnogo istoqnika, polezno predvaritel~no podstavit~ ravenstva (1.21) v uravneniØ (1.23) i poluqit~ uravneniØ Lame ( d_{11}

∂^2 ∂x^2 − ρ_{12}

∂^2 ∂t^2 ) u^{(1.2)}_x + d_{12}

∂^2u^{(3.4)}_x ∂x^2 + d_{13}

∂^2u^{(1.3)}_z ∂x∂z + d_{14}

∂^2u^{(2.4)}_z ∂x∂z + + ( d_{15}

∂^2 ∂x^2 −ρ_{f 12} ∂^2 ∂t^2 ) w^{(1.2)}_x +d_{15}

∂^2w^{(3.4)}_x ∂x^2 +d_{15}

∂^2w^{(1.3)}_z ∂x∂z +d_{15}

∂^2w^{(2.4)}_z ∂x∂z =0,

d_{12}

∂^2u^{(1.2)}_x ∂x^2 + ( d_{22}

∂^2 ∂x^2 − ρ_{34}

∂^2 ∂t^2 ) u^{(3.4)}_x + d_{23}

∂^2u^{(1.3)}_z ∂x∂z + d_{24}

∂^2u^{(2.4)}_z ∂x∂z + d_{25}

∂^2w^{(1.2)}x ∂x^2 + ( d_{25}

∂^2 ∂x^2 −ρ_{f 34} ∂^2 ∂t^2 ) w^{(3.4)}_x +d_{25}

∂^2w^{(1.3)}z ∂x∂z +d_{25}

∂^2w^{(2.4)}z ∂x∂z = 0,

152 L. A. MOLOTKOV

d_{13}

∂^2u^{(1.2)}_x ∂x∂z + d_{23}

∂^2u^{(3.4)}_x ∂x∂z + ( d_{33}

∂^2 ∂z^2 − ρ_{13}

∂^2 ∂t^2 ) u^{(1.3)}_z + d_{34}

∂^2u^{(2.4)}_z ∂z^2 + +d_{35}

∂^2w^{(1.2)}_x ∂x∂z +d_{35}

∂^2w^{(3.4)}_x ∂x∂z + ( d_{35}

∂^2 ∂z^2 −ρ_{f 13} ∂^2 ∂t^2 ) w^{(1.3)}_z +d_{35}

∂^2w^{(3.4)}_z ∂z^2 =0,

d_{14}

∂^2u^{(1.2)}_x ∂x∂z + d_{24}

∂^2u^{(3.4)}_x ∂x∂z + d_{34}

∂^2u^{(1.3)}_z ∂z^2 + ( d_{44}

∂^2 ∂z^2 − ρ_{24}

∂^2 ∂t^2 ) u^{(2.4)}_z +

+d_{45}

∂^2w^{(1.2)}_x ∂x∂z +d_{45}

∂^2w^{(3.4)}_x ∂x∂z +d_{45}

∂^2w^{(1.3)}_z ∂z^2 + ( d_{45}

∂^2 ∂z^2 −ρ_{f 24} ∂^2 ∂t^2 ) w^{(2.4)}_z =0,

( d_{15}

∂^2 ∂x^2 − ρ_{f 12} ∂^2 ∂t^2 ) u^{(1.2)}_x + d_{25}

∂^2u^{(3.4)}_x ∂x^2 + d_{35}

∂^2u^{(1.3)}_z ∂x∂z + d_{45}

∂^2u^{(2.4)}_z ∂x∂z + + ( d_{55}

∂^2 ∂x^2 −m_{12} ∂^2 ∂t^2 ) w^{(1.2)}_x +d_{55}

∂^2w^{(3.4)}_x ∂x^2 +d_{55}

∂^2w^{(1.3)}_z ∂x∂z +d_{55}

∂^2w^{(2.4)}_z ∂x∂z =0,

d_{15}

∂^2u^{(1.2)}x ∂x^2 + d_{25} ( ∂^2 ∂x^2 − −ρ_{f 34} ∂^2 ∂t^2 ) u^{(3.4)}_x + d_{35}

∂^2u^{(1.3)}z ∂x∂z + d_{45}

∂^2u^{(2.4)}z ∂x∂z + d_{55}

∂^2w^{(1.2)}_x ∂x^2 + ( d_{55}

∂^2 ∂x^2 −m_{34} ∂^2 ∂t^2 ) w^{(3.4)}_x +d_{55}

∂^2w^{(1.3)}_z ∂x∂z +d_{55}

∂^2w^{(2.4)}_z ∂x∂z = 0,

d_{15}

∂^2u^{(1.2)}_x ∂x∂z + d_{25}

∂^2u^{(3.4)}_x ∂x∂z + ( d_{35}

∂^2 ∂z^2 − ρ_{f 13} ∂^2 ∂t^2 ) u^{(1.3)}_z + d_{45}

∂^2u^{(2.4)}_z ∂z^2 + +d_{55}

∂^2w^{(1.2)}_x ∂x∂z +d_{55}

∂^2w^{(3.4)}_x ∂x∂z + ( d_{55}

∂^2 ∂z^2 −m_{13} ∂^2 ∂t^2 ) w^{(1.3)}_z +d_{55}

∂^2w^{(3.4)}_z ∂z^2 =0,

d_{15}

∂^2u^{(1.2)}_x ∂x∂z + d_{25}

∂^2u^{(3.4)}_x ∂x∂z + d_{35}

∂^2u^{(1.3)}_z ∂z^2 + ( d_{45}

∂^2 ∂z^2 − m_{24}

∂^2 ∂t^2 ) u^{(2.4)}_z +

+d_{55}

∂^2w^{(1.2)}x ∂x∂z + d_{55}

∂^2w^{(3.4)}x ∂x∂z + d_{55}

∂^2w^{(1.3)}z ∂z^2 + (3.1) + ( d_{55}

∂^2 ∂z^2 − m_{24}

∂^2 ∂t^2 ) w^{(2.4)}_z = 0,

�FFEKTIVNA˚ MODEL^ BLOQNO` PORISTO` SREDY 153 dlØ ffffektivnoæ modeli. RexeniØ sistemy uravneniæ (3.1) mogut byt~ predstavleny, kak i v rabotah [2, 3], v vide povtornyh integralov, predstavlØ¸wih superpozici¸ ploskih voln

e^{ik(τt}�^x�^{αz)}, (3.2)

pri fftom τ = v_{ph}/ sin φ, α = ctg φ, (3.3)

v_{ph} – fazovaØ skorost~, φ – ugol meßdu normal~¸ k ploskosti fronta i os~¸ z i k – sostavlØ¸waØ volnovogo vektora vdol~ osi x. Fronty voln kak osobennosti ukazannyh integral~nyh predstavleniæ opredelØ¸tsØ funkcieæ τ (α). V sluqae toqeqnogo istoqnika, raspoloßennogo v naqale koordinat, fronty, soglasno rabote [7], vyraßa¸tsØ parametriqeskimi formulami x = t [ τ (α) − ατ 0(α) ] , z = tτ 0(α). (3.4)

DlØ opredeleniØ funkcii τ (α) neobhodimo vse smeweniØ predstavit~ v vide proizvedeniæ nekotoryh kofffficientov i vyraßeniØ (3.2) podstavit~ v uravneniØ (3.1). �ta podstanovka okazyvaetsØ ravnosil~noæ zamene operaciæ differencirovaniØ po formulam

∂^2 ∂t^2 ∼ τ^2,

∂^2 ∂x^2 ∼ 1, ∂^2 ∂z^2 ∼ α^2, ∂^2 ∂x∂z ∼ α. (3.5)

V rezul~tate uravneniØ (3.1) zamenØ¸tsØ sistemoæ algebraiqeskih uravneniæ. Uslovie suwestvovaniØ nenulevogo rexeniØ fftoæ sistemy svoditsØ k ravenstvu nul¸ ee opredelitelØ i vyraßaetsØ uravneniem

det(D − τ^2B) = 0, (3.6) gde D = (3.7)

= d_{11} d_{12} d_{13}α d_{14}α d_{15} d_{15} d_{15}α d_{15}α d_{12} d_{22} d_{23}α d_{24}α d_{25} d_{25} d_{25}α d_{25}α d_{13}α d_{23}α d_{33}α^2 d_{34}α^2 d_{35}α d_{35}α d_{35}α^2 d_{35}α^2 d_{14}α d_{24}α d_{34}α^2 d_{44}α^2 d_{45}α d_{45} d_{45}α^2 d_{45}α^2 d_{15} d_{25} d_{35}α d_{45}α d_{55} d_{55} d_{55}α d_{55}α d_{15} d_{25} d_{35}α d_{45}α d_{55} d_{55} d_{55}α d_{55}α d_{15}α d_{25}α d_{35}α^2 d_{45}α^2 d_{55}α d_{55}α d_{55}α^2 d_{55}α^2 d_{15}α d_{25}α d_{35}α^2 d_{45}α^2 d_{55}α d_{55} d_{55}α^2 d_{55}α^2

154 L. A. MOLOTKOV – simmetriqnaØ i neotricatel~no opredelennaØ pri vewestvennyh α matrica, a

B = ρ_{12} 0 0 0 ρ_{f 12} 0 0 0 0 ρ_{34} 0 0 0 ρ_{f 34} 0 0 0 0 ρ_{13} 0 0 0 ρ_{f 13} 0 0 0 0 ρ_{24} 0 0 0 ρ_{f 24} ρ_{f 12} 0 0 0 m_{12} 0 0 0 0 ρ_{f 34} 0 0 0 m_{34} 0 0 0 0 ρ_{f 13} 0 0 0 m_{13} 0 0 0 0 ρ_{f 24} 0 0 0 a_{24}

(3.8)

– simmetriqnaØ i poloßitel~no opredelennaØ matrica. Sootnoxenie (3.6) moßno rassmatrivat~ kak uravnenie dlØ opredeleniØ harakteristiqeskih qisel τ^2 v sluqae odnovremennogo privedeniØ k diagonal~nomu vidu matric D i B. Soglasno teoreme [8], ffti harakteristiqeskie qisla ØvlØ¸tsØ vewestvennymi, esli obe matricy simmetriqnye, a matrica B ØvlØetsØ takße i poloßitel~no opredelennoæ. ObobxaØ ukazannu¸ teoremu na sluqaæ, kogda, krome vypolneniØ ukazannyh usloviæ, ewe D – neotricatel~no opredelennaØ matrica, prihodim k vyvodu, qto pri vseh vewestvennyh α uravnenie (3.6) imeet tol~ko neotricatel~nye rexeniØ τ^2, a harakteristiqeskie funkcii τ (α) ØvlØ- ¸tsØ vewestvennymi pri vseh vewestvennyh α.

DlØ issledovaniØ uravneniØ (3.6) polezno tret~¸, qetvertu¸, sed~mu¸ i vos~mu¸ stroki opredelitelØ pomnoßit~ na α, a fflementy stolbcov s temi ße nomerami razdelit~ na α. V rezul~tate uravnenie (3.6) zamenitsØ na ravnosil~noe uravnenie

det(D0 − τ^2B) = 0, (3.9) gde D0_= (3.10)

= d_{11} d_{12} d_{13}α d_{14} d_{15} d_{15} d_{15} d_{15} d_{12} d_{22} d_{23} d_{24}α d_{25} d_{25} d_{25} d_{25} d_{13}α^2 d_{23}α^2 d_{33}α^2 d_{34}α^2 d_{35}α^2 d_{35}α^2 d_{35}α^2 d_{35}α^2 d_{14}α^2 d_{24}α^2 d_{34}α^2 d_{44}α^2 d_{45}α^2 d_{45}α^2 d_{45}α^2 d_{45}α^2 d_{15} d_{25} d_{35} d_{45} d_{55} d_{55} d_{55} d_{55} d_{15} d_{25} d_{35} d_{45} d_{55} d_{55} d_{55} d_{55} d_{15}α^2 d_{25}α^2 d_{35}α^2 d_{45}α^2 d_{55}α^2 d_{55}α^2 d_{55}α^2 d_{55}α^2 d_{15}α^2 d_{25}α^2 d_{35}α^2 d_{45}α^2 d_{55}α^2 d_{55}α^2 d_{55}α^2 d_{55}α^2

.

�FFEKTIVNA˚ MODEL^ BLOQNO` PORISTO` SREDY 155 Esli v qetyreh poslednih strokah opredelitelØ iz uravneniØ (3.9) proizvodit~ vyqitaniØ fflementov odnoæ stroki iz sootvetstvu¸wih fflementov drugoæ stroki, to iz uravneniØ (3.9) vydelØetsØ mnoßitel~ τ^6 i uravneniØ (3.9) stanovitsØ uravneniem pØtogo porØdka otnositel~no τ^2. Takim obrazom, uravnenie (3.9) opredelØet neØvno 5 vewestvennyh harakteristiqeskih funkciæ τ_1(α), τ_2(α), τ_3(α), τ_4(α) i τ_5(α).

Pri α = 0 opredelitel~ v uravnenii (3.9) stanovitsØ kvazidiagonal~nym i predstavlØetsØ proizvedeniem dvuh opredeliteleæ qetvertogo porØdka. Odin iz nih s toqnost~¸ do posto- Ønnogo mnoßitelØ raven τ^8. V drugom opredelitele polezno iz fflementov qetvertoæ stroki vyqest~ fflementy tret~eæ stroki i vydelit~ mnoßitel~ τ^2. Posle analogiqnoæ operacii s tret~im i qetvertym stolbcami prihodim k uravneni¸ | | | | | | d_{11} −ρ_{12}τ^2 d_{12} d_{15} −ρ_{f 12} τ^2 ρ_{f 12}τ^2

d_{12} d_{22} −ρ_{34}τ^2 d_{25} −ρ_{f 34}τ^2 d_{15} −ρ_{f 12}τ^2 d_{25} d_{55} − m_{f 12}τ^2 m_{12}τ^2

ρ_{f 12} −ρ_{f 34} m_{12} −m_{12} −m_{34}

| | | | | | = 0, (3.11)

ime¸wemu tretiæ porØdok otnositel~no τ^2. Uravnenie (3.11), soglasno obobweni¸ privedennoæ teoremy, imeet 3 neotricatel~nyh kornØ τ = v_1, τ = v_2 i τ = v_3, a u ishodnogo uravneniØ (3.9) (posle iskl¸qeniØ iz nego mnoßitelØ τ^6) suwestvu¸t ewe dva nulevyh kornØ pri α = 0. Takim obrazom, naqal~nye znaqeniØ harakteristiqeskih funkciæ da¸tsØ ravenstvami

τ_1(0) = v_1, τ_2(0) = v_2, τ_3(0) = v_3, τ_4(0) = 0, τ_5(0) = 0, (3.12)

pri fftom v_1, v_2 i v_3 – korni uravneniØ (3.11).

V sluqae α ≫ 1 polezno v opredelitele, vhodØwem v uravnenie (3.9), vyqest~ iz vos~moæ stroki sed~mu¸ stroku i vydelit~ mnoßitel~ τ^2. Posle fftoæ operacii tol~ko tret~Ø, qetvertaØ i sed~maØ stroki rassmatrivaemogo opredelitelØ soderßat veliqinu α^2 i legko zametit~, qto uravnenie (3.9) ØvlØetsØ bikubiqeskim otnositel~no α. Qtoby poluqit~ vyraßenie dlØ kofffficienta pri α^6, vydelim iz levoæ qasti uravneniØ (3.9) mnoßitel~ α^6 i sohranim v tret~eæ, qetvertoæ i sed~moæ strokah tol~ko mnoßiteli pri α^2. Dalee iz pØtoæ i xestoæ strok vyqtem poluqennu¸ sed~mu¸ stroku, zatem vyqtem sed~moæ stolbec iz pØtogo, xestogo i vos~mogo stolbcov i vydelim mnoßitel~ −(m_{13} + m_{24})τ^2. Posle ukazannyh operaciæ uravnenie (3.9)

156 L. A. MOLOTKOV v oblasti α ≫ 1 pereædet v bikvadratnoe uravnenie | | | | | | | | | | | | d_{11} −ρ_{12}τ^2 d_{12} d_{13} d_{14} −ρ_{f 12}τ^2 0 d_{15} d_{12} d_{22} −ρ_{34}τ^2 d_{23} d_{24} 0 −ρ_{f 34}τ^2 d_{25} d_{13} d_{23} d_{33} d_{34} 0 0 d_{35} d_{14} d_{24} d_{34} d_{44} 0 0 d_{45} ρ_{f 12} 0 0 0 m_{12} 0 0 0 ρ_{f 34} 0 0 0 m_{34} 0 d_{15} d_{25} d_{35} d_{45} 0 0 d_{55}

| | | | | | | | | | | | =

= 0 (3.13)

otnositel~no τ^2. Uravnenie (3.13), soglasno obobweni¸ privedennoæ teoremy, imeet dva neotricatel~nyh kornØ

τ = v_4, τ = v_5, (3.14)

i ravenstva (3.14) opredelØ¸t dve gorizontal~nye asimptoty, k kotorym priblißa¸tsØ dva grafika funkciæ τ_i(α) pri α → ∞. Grafiki ostal~nyh treh funkciæ τ_i(α) podhodØt k naklonnym asimtotam τ = v_6α, τ = v_7α, τ = v_8α. (3.15)

Qtoby naæti kofffficienty v_6, v_7 i v_8, razdelim vse fflementy opredelitelØ v ravenstve (3.9) na α i vvedem novye veliqiny β = 1/α, σ = τ /α. (3.16) Uravnenie (3.9) pri fftom zamenitsØ na uravnenie

det(D00 − σ^2B) = 0, (3.17) gde D00_= (3.18)

= d_{11}β^2 d_{12}β^2 d_{13}β^2 d_{14}β^2 d_{15}β^2 d_{15}β^2 d_{15}β^2 d_{15}β^2 d_{12}β^2 d_{22}β^2 d_{23}β^2 d_{24}β^2 d_{25}β^2 d_{25}β^2 d_{25}β^2 d_{25}β^2 d_{13}2 d_{23} d_{33} d_{34} d_{35} d_{35} d_{35} d_{35} d_{14} d_{24} d_{34} d_{44} d_{45} d_{45} d_{45} d_{45} d_{15}β^2 d_{25}β^2 d_{35}β^2 d_{45}β^2 d_{55}β^2 d_{55}β^2 d_{55}β^2 d_{55}β^2 d_{15}β^2 d_{25}β^2 d_{35}β^2 d_{45}β^2 d_{55}β^2 d_{55}β^2 d_{55}β^2 d_{55}β^2 d_{15} d_{25} d_{35} d_{45} d_{55} d_{55} d_{55} d_{55} d_{15} d_{25} d_{35} d_{45} d_{55} d_{55} d_{55} d_{55}

.

�FFEKTIVNA˚ MODEL^ BLOQNO` PORISTO` SREDY 157 Uravnenie (3.18) analogiqno uravneni¸ (3.9) i pri β = 0 levaØ qast~ uravneniØ (3.18) predstavlØetsØ v vide proizvedeniØ dvuh opredeliteleæ qetvertogo porØdka, odin iz kotoryh proporcionalen σ^8. V drugom opredelitele vyqtem iz qetvertoæ stroki tret~¸ stroku, a iz qetvertogo stolbca tretiæ stolbec. V rezul~tate posle vydeleniØ mnoßitelØ σ^{10} uravnenie (3.17) pri β = 0 zamenØetsØ uravneniem | | | | | | d_{33} −ρ_{13} σ^2 d_{34} d_{35} −ρ_{f 13} σ^2 ρ_{f 13} d_{34} d_{44} −ρ_{24}σ^2 d_{45} −ρ_{f 24} d_{35} −ρ_{f 13}σ^2 d_{45} d_{55} −m_{13} σ^2 m_{13}

ρ_{f 13} −ρ_{f 24} m_{13} −m_{13} −m_{24}

| | | | | | = 0 (3.19)

tret~ego porØdka otnositel~no σ^2. Uravnenie (3.19) imeet tri neotricatel~nyh kornØ σ = v_6, σ = v_7 i σ = v_8, opredelØ¸wie asimptoty (3.15).

Qtoby zaverxit~ issledovanie harakteristiqeskih funkciæ v okrestnosti kraænih toqek, obratimsØ k funkciØm τ_4(α) i τ_5(α), ustanovim ih priblißennye vyraßeniØ

τ_4(α) = v_9α, τ_5(α) = v_{10}α (3.20)

pri α ≫ 1 i dlØ vhodØwih v ravenstva (3.20) kofffficientov v_9 i v_{10} vyvedem opredelØ¸wee ih uravnenie. S fftoæ cel~¸ pereædem ot veliqin τ , α k veliqinam (3.16). Posle fftogo perehoda kofffficienty v_9 i v_{10} opredelØetsØ iz usloviæ

σ(β) = v_9, σ(β) = v_{10} (3.21)

pri β = ∞. Tak kak uravnenie (3.17) pri β ≫ 1 issleduetsØ temi ße priemami, kak i uravnenie (3.5) pri α ≫ 1, to ograniqimsØ privedeniem lix~ rezul~tatov issledovaniæ. Uravnenie (3.17) pri bol~xih β perehodit v uravnenie | | | | | | | | | | | | d_{11} d_{12} d_{13} d_{14} d_{15} 0 0 d_{12} d_{22} d_{23} d_{24} d_{25} 0 0 d_{13} d_{23} d_{33} −ρ_{13}σ^2 d_{34} d_{35} −ρ_{f 13} σ^2 0 d_{14} d_{24} d_{34} d_{44} −ρ_{24}σ^2 d_{45} 0 −ρ_{f 24}σ^2 d_{15} d_{25} d_{35} d_{45} d_{55} 0 0 0 0 −ρ_{f 13} 0 0 −m_{13} 0 0 0 0 −ρ_{f 24} 0 0 −m_{24}

| | | | | | | | | | | | =

= 0, (3.22)

158 L. A. MOLOTKOV kotoroe ØvlØetsØ bikvadratnym uravneniem otnositel~no σ i opredelØet dva neotricatel~nyh kornØ v_9 i v_{10}.

Takim obrazom, desØt~ veliqin v_1, v_2, . . . , v_{10} opredelØ¸t naqal~nye i koneqnye toqki grafikov pØti harakteristiqeskih funkciæ τ (α). Otmetim, qto ffti ße veliqiny takße mogut byt~ opredeleny v sluqae, kogda ploskie volny, iz kotoryh sostoit volnovoe pole, predstavlØ¸tsØ vmesto (3.2) vyraßeniem

e^{il(σt}�^{βx}�^{z)} . (3.23)

Posle podstanovki (3.23) v uravneniØ Lame (3.1) pridem k uravneni¸ (3.17), opredelØ¸wemu neØvno pØt~ harakteristiqeskih funkciæ σ(β). �ti funkcii takße mogut byt~ issledovany pri malyh i bol~xih β i v rezul~tate poluqim

σ_1(0) = v_6, σ_2(0) = v_7, σ_3(0) = v_8;

σ_4(β) = v_4β, σ_5(β) = v_5β pri β ≪ 1;

σ(β) = v_1β, σ(β) = v_2β, σ(β) = v_3β pri β ≪ 1;

σ(∞) = v_9, σ(∞) = v_{10}.

(3.24)

SvØz~ meßdu harakteristiqeskimi funkciØmi τ (α) i σ(β) daetsØ sootnoxeniØmi τ (α) = ασ(1/α), σ(β) = βτ (1/β), (3.25)

kotorye ime¸t odinakovyæ vid, i fftot fakt sootvetstvuet tomu, qto ploskie volny s odinakovym koneqnym rezul~tatom mogut predstavlØt~sØ kak vyraßeniem (3.2), tak i (3.23).

Preßde qem, soedinit~ kraænie toqki vetveæ grafika mnogoznaqnoæ funkcii τ (α) liniØmi, issleduem vozmoßnye obwie toqki vetveæ fftogo grafika vne naqala koordinat. Tak kak harakteristiqeskoe uravnenie (3.9) ØvlØetsØ kubiqeskim otnositel~no α^2, to v obweæ toqke dvuh vetveæ ffto kubiqeskoe uravnenie imeet poloßitel~nyæ koren~ vtoroæ kratnosti. Issledovanie kubiqeskih uravneniæ s ispol~zovaniem formul Kardano pokazyvaet, qto v takoæ toqke diskriminant uravneniØ raven nul¸, a proizvodnaØ ego kvadratnogo kornØ obrawaetsØ v beskoneqnost~. Ots¸da sleduet, qto dlØ obeih vetveæ v ih obweæ toqke vypolnØetsØ ravenstvo dτ /dα = 0, (3.26)

�FFEKTIVNA˚ MODEL^ BLOQNO` PORISTO` SREDY 159 vetvi kasa¸tsØ v obweæ toqke i ih obwaØ kasatel~naØ parallel~na osi α (ris. 2). Takim obrazom, vetvi grafika mogut kasat~sØ, no ne mogut peresekat~sØ, poskol~ku v maloæ okrestnosti toqki kasaniØ obe krivye raspoloßeny po raznye storony ot obweæ kasatel~noæ.

DlØ postroeniØ primernogo grafika funkcii τ (α) soedinim pØt~¸ plavnymi krivymi naqal~nye i koneqnye toqki (ris. 3). Tri vetvi grafika naqina¸tsØ pri α = 0 v toqkah τ = v_1, τ = v_2, τ = v_3 i priblißa¸tsØ pri bol~xih α k naklonnym asimptotam (3.15). Ostal~nye dve vetvi vyhodØt iz naqala koordinat i podhodØt k gorizontal~nym asimptotam (3.14). DlØ prostoty predpolagaetsØ, kaßdaØ vetv~, izobraßennaØ na ris. 3, imeet kriviznu odnogo znaka i na fftih vetvØh otsutstvu¸t toqki peregiba, toqki kasaniØ vetveæ i drugie osobennosti.

Ris. 2 Ris. 3.

Sluqai, kogda na vetvØh grafika ime¸t mesto osobennosti, budut rassmatrivat~sØ v sledu¸wem paragrafe.

§4. Volnovye fronty ot toqeqnogo istoqnika

Volnovye fronty ot toqeqnogo istoqnika, raspoloßennogo v naqale koordinat, stroØtsØ po formulam (3.4). Pri postroenii frontov polezno ispol~zovat~ takße sootnoxenie

ctg (n^,z) = α, (4.1)

160 L. A. MOLOTKOV v kotorom ugol meßdu normal~¸ k frontu i os~¸ z vyraßaetsØ qerez veliqinu α, i ravenstvo

d^2x dz^2 = − 1 tτ 00_{(α)}^, (4.2)

opredelØ¸wee znak krivizny fronta. Oba sootnoxeniØ vyvodØtsØ na osnovanii formuly (3.4). Postroennyæ primernyæ grafik mnogoznaqnoæ funkcii τ (α) opredelØet pØt~ volnovyh frontov. V sootvetstvii s ravenstvami (4.1) i (4.2), tri fronta ØvlØ¸tsØ vypuklymi i pereseka¸t osi pod prØmym uglom. Ih skorosti vdol~ osi x ravny v_1, v_2, v_3 i vdol~ osi z – v_6, v_7 i v_8. Dva drugih fronta okazyva¸tsØ vognutymi i kasa¸tsØ koordinatnyh oseæ. Toqki kasaniØ fftih frontov dviga¸tsØ vdol~ osi x so skorostØmi v_4, v_5, a vdol~ osi z so skorostØmi v_9 i v_{10} (ris. 4)

Ris. 4.

Raspoloßenie frontov opredelØetsØ sootnoxeniØmi meßdu skorostØmi vdol~ obeih oseæ. Naibol~ximi skorostØmi ØvlØ- ¸tsØ skorost~ v_1 vdol~ osi x i skorost~ v_6 vdol~ osi z. Po predpoloßeni¸ otnositel~no korneæ uravneniæ (3.11), (3.13), (3.19) i (3.22), vypolnØetsØ neravenstvo

v_2 ⩾ v_3, v_4 ⩾ v_5, v_7 ⩾ v_8, v_9 ⩾ v_{10}. (4.3)

Esli ne nakladyvat~ drugih usloviæ na skorosti vdol~ kaßdoæ

�FFEKTIVNA˚ MODEL^ BLOQNO` PORISTO` SREDY 161 iz oseæ, to skorosti udovletvorØ¸t dvum gruppam neravenstv 1) v_1 > v_2 ⩾ v_3 ⩾ v_4 ⩾ v_5, a) v_6 > v_7 ⩾ v_8 ⩾ v_9 ⩾ v_{10},

2) v_1 > v_2 ⩾ v_4 ⩾ v_3 ⩾ v_5, b) v_6 > v_7 ⩾ v_9 ⩾ v_8 ⩾ v_{10},

3) v_1 > v_2 ⩾ v_4 ⩾ v_5 ⩾ v_3, c) v_6 > v_7 ⩾ v_9 ⩾ v_{10} ⩾ v_8,

4) v_1 > v_4 ⩾ v_2 ⩾ v_3 ⩾ v_5, d) v_6 > v_9 ⩾ v_7 ⩾ v_8 ⩾ v_{10},

5) v_1 > v_4 ⩾ v_2 ⩾ v_5 ⩾ v_3, e) v_6 > v_9 ⩾ v_7 ⩾ v_{10} ⩾ v_8,

6) v_1 > v_4 ⩾ v_5 ⩾ v_2 ⩾ v_3, f) v_6 > v_9 ⩾ v_{10} ⩾ v_7 ⩾ v_8,

(4.4)

Iz fftih neravenstv sleduet iskl¸qit~ sluqaæ 6, tak kak v fftom sluqae qetyre krivyh grafika τ (α) pereseka¸t polosu v_2 ⩽ τ ⩽ v_5, qto nevozmoßno, poskol~ku ffti krivye udovletvorØ¸t bikubiqeskomu uravneni¸ (3.9). Po analogiqnoæ priqine otbrasyvaetsØ i sluqaæ f. Qislo sluqaev s razliqnymi sootnoxeniØmi meßdu skorostØmi ravno 25. Ris. 3 i 4 sootvetstvu¸t sluqa¸ 1,a. Postroenie grafika i frontov bez uqeta osobennosteæ v drugih sluqaØh ne svØzano s bol~ximi trudnostØmi. V fftih sluqaØh fronty mogut peresekat~sØ.

OstanovimsØ teper~ na vozmoßnyh osobennostØh frontov i grafika harakteristiqeskoæ funkcii τ (α). Osoboæ toqkoæ grafika ØvlØetsØ toqka peregiba, gde τ 00_{(α) = 0.} (4.5)

�toæ toqke sootvetstvuet na fronte uglovaØ toqka, v kotoroæ, kak pravilo, krivizna fronta menØet znak. Esli na odnom fronte raspoloßeny dve toqki peregiba, to fftot front imeet petl¸. V drugih osobyh toqkah grafika vypolnØetsØ neobhodimoe uslo- vie τ 0_{(α) = 0} (4.6)

dlØ ffkstremuma. �tim toqkam, soglasno formulam (3.4), sootvetstvu¸t dopolnitel~nye toqki pereseqeniØ fronta s os~¸ x. Toqkam grafika, gde τ 0(α) < 0, otveqaet uqastok fronta, raspoloßennyæ v kvadrante x > 0, z < 0. Vsledstvie simmetrii grafika otnositel~no osi α i simmetrii fronta otnositel~no osi x v rassmatrivaemom kvadrante x > 0, z > 0 vsegda budet suwestvovat~ simmetriqnoe otobraßenie ukazannogo uqastka fronta pri x > 0, z < 0. Analogiqnye toqki dopolnitel~nogo pereseqeniØ frontov s os~¸ z opredelØ¸tsØ usloviem

τ (α) − ατ 0(α) = 0, (4.7)

162 L. A. MOLOTKOV kotoroe vyraßaet sovpadenie v odnoæ toqke grafika napravleniæ radiusa-vektora i kasatel~noæ k frontu. V toqkah frontov, gde vypolnØetsØ ravenstvo (4.6) ili (4.7), ugly meßdu normalØmi k frontu i osØmi opredelØ¸tsØ veliqinoæ α. Takim obrazom, razliqie meßdu obyqnymi i dopolnitel~nymi pereseqeniØmi frontov s osØmi sostoit v tom, qto obyqnoe pereseqenie osuwestvlØetsØ pod uglami 0 ili π/2 (ris. 4), v to vremØ kak dopolnitel~nye pereseqeniØ mogut prohodit~ pod proizvol~nymi uglami. Pri issledovanii funkcii τ (α) mogut byt~ obnarußeny oblasti, gde τ (α) − ατ 0(α) < 0. �tim oblastØm sootvetstvu¸t uqastki frontov v kvadrante x < 0, z > 0. Vsledstvie simmetrii frontov otnositel~no osi z ukazannomu uqastku sootvetstvuet simmetriqnyæ otnositel~no osi z = 0 uqastok v rassmatrivaemom kvadrante x > 0, z > 0. Uglovye toqki, petli, dopolnitel~nye pereseqeniØ s osØmi i vystupy v sosednie kvadranty frontov podrobno issledovalis~ v rabote [3].

Usloßnenie grafika i frontov ograniqeno. Qtoby sformulirovat~ ffti ograniqeniØ, otmetim, qto mnogoznaqnu¸ funkci¸ τ (α), udovletvorØ¸wu¸ uravneni¸ (3.9), polezno rassmatrivat~ na vseæ ploskosti −∞ < τ < ∞ i −∞ < α < ∞ i v fftoæ oblasti grafik obladaet simmetrieæ otnositel~no oseæ α i τ (ris. 5). L¸baØ prØmaØ na ploskosti α, τ ne moßet pereseq~ vetvi grafika mnogoznaqnoæ funkcii τ (α) bolee 10 raz. V samom dele, proizvol~naØ prØmaØ τ = aα + b pereseqet vetvi grafika funkcii τ (α) v toqkah, koordinaty kotoryh udovletvorØ¸t sisteme uravneniæ (3.9) i (4.8). Tak kak ffta sistema ffkvivalentna uravneniØm desØtogo porØdka, to qislo rassmatrivaemyh toqek pereseqeniØ ne moßet prevyxat~ 10. Drugoe ograniqenie sostoit v tom, qto l¸baØ prØmaØ, parallel~naØ osi α, peresekaet vetvi grafika funkcii τ (α) ne bolee qem 6 raz. �to utverßdenie sleduet iz togo, qto uravnenie (3.9) ØvlØetsØ bikubiqeskim uravneniem otnositel~no α. Na osnovanii fftogo utverßdeniØ byli iskl¸qeny sluqai 6 i f v neravenstvah (4.4).

Ispol~zuØ ukazannye ograniqeniØ dlØ usloßneniØ grafikov, pokaßem, qto peredniæ front ne moßet imet~ petel~. Qtoby ffto dokazat~, predpoloßim, qto takaØ petlØ suwestvuet na perednem fronte. Togda na verhneæ vetvi grafika τ (α) suwestvu¸t dve

�FFEKTIVNA˚ MODEL^ BLOQNO` PORISTO` SREDY 163

Ris. 5.

toqki peregiba. PrØmaØ, provedennaØ qerez ffti toqki, pereseqet v 4 toqkah verhn¸¸ vetv~ i v 8 toqkah ostal~nye vetvi grafika τ (α). Suwestvovanie takoæ prØmoæ, v sootvetstvii s ukazannymi ograniqeniØmi, okazyvaetsØ nevozmoßnym. Ots¸da sleduet, qto petli na perednem fronte vsegda otsutstvu¸t.

Literatura 1. L. A. Molotkov, A. V. Bakulin, �ffektivnye modeli sloistyh sred, so-

derßawih poristye sloi Bio. — Zap. nauqn. semin. POMI 239 (1997),

140–163.

2. L. A. Molotkov, O metodah vyvoda uravneniæ, opisyva¸wih ffffektiv-

nye modeli sloistyh sred. — Zap. nauqn. semin. POMI 250 (1998),

219–243.

3. L. A. Molotkov, Ob ffffektivnoæ modeli poristoæ sloistoæ sredy so

skol~zØwim kontaktom meßdu sloØmi. — Zap. nauqn. semin. POMI 257 (1998), 184–206.

4. L. A. Molotkov, Ob ffffektivnoæ modeli uprugoæ bloqnoæ sredy s pro-

skal~zyvaniem na granicah. — Zap. nauqn. semin. POMI 218 (1994),

98–117.

164 L. A. MOLOTKOV

5. M. A. Biot, Theory of propagation of elastic waves in fluid-saturated porous solid.

I Low-frequency range. — J. Acoust. Soc. Am. 28, No. 2 (1956), 168–178. 6. M. A. Biot, Mechanics of deformation and elastic propagation in porous media.

— J. Appl. Phys. 67, No. 11 (1962), 4427–4440.

7. L. A. Molotkov, A. E. Hilo, Issledovanie odnofaznyh i mnogofaznyh

ffffektivnyh modeleæ, opisyva¸wih periodiqeskie sredy. — Zap. nauqn.

semin. LOMI 140 (1984), 105–122. 8. F. R. Gantmaher, TeoriØ matric. M. (1967).

Molotkov L. A. The effective model of porous block medium with slide contact on interfaces.

The medium under consideration consists of equal rectangle cells. The every cell contains four rectangle porous blocks with slide contact on interfaces between blocks. For this medium the effective model is established. This effective model is described by thirteen equations, is fivephase, and consists of four elastic phases and one fluid phase. In this model five waves propagate. The fronts of three waves are convex but two waves have concave fronts. The velocities of the waves along the axes are roots of equations which are derived in the paper.

Postupilo 20 ØnvarØ 2001 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN