Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 275, 2001 g.

L. A. Molotkov �FFEKTIVNA˚ MODEL^ SLOISTO` SREDY, V KOTORO` QEREDUıTS˚ PORISTYE I UPRUGIE SLOI, NAHOD˚WIES˚ V KONTAKTE S PROSKAL^ZYVANIEM

PosvØwaetsØ ¸bile¸ VasiliØ Mihaæloviqa Babiqa

V nastoØwee vremØ nabl¸daetsØ bol~xoæ interes k trewinovatym i poristym sredam, nasywennym ßidkost~¸. Teoretiqeskie issledovaniØ rasprostraneniØ voln v takih sredah provodØtsØ na osnove ffffektivnyh modeleæ. Sredi fftih modeleæ zametnoe mesto zanima¸t model~ poristoæ sredy Bio [1, 2] i ffffektivnye modeli sloistyh periodiqeskih sred. Poslednie modeli ustanavliva¸tsØ metodom matriqnogo osredneniØ, kotoryæ obobwaet podhod Beækusa [3], nahoditsØ v polnom sootvetstvii s metodami Bahvalova [4] i Sanqes–Palensia [5] i pozvolØet rassmatrivat~ sloi raznoæ prirody i razliqnye lineænye kontakty meßdu sloØmi.

Metod matriqnogo osredneniØ byl predloßen v stat~e [6] i obosnovan v rabote [7]. �tim metodom, v qastnosti, byli postroeny ffffektivnye modeli v sluqaØh, kogda poristye sloi qeredu¸tsØ ili s drugimi poristymi sloØmi, ili s uprugimi sloØmi, ili s ßidkimi sloØmi [8]. Poluqennye pri fftom ffffektivnye modeli byli obobweny na sluqai, kogda uqityva¸tsØ dissipaciØ i anizotropiØ poristyh sloev [9].

V nastoØweæ rabote s pomow~¸ metoda matriqnogo osredneniØ stroitsØ i issleduetsØ ffffektivnaØ model~ dlØ sredy, v kotoroæ qeredu¸tsØ poristye i uprugie sloi i na granicah meßdu nimi vypolnØ¸tsØ usloviØ kontakta s proskal~zyvaniem. �ffektivnaØ model~ takoæ sredy okazyvaetsØ trehfaznoæ. Ee otliqitel~nymi osobennostØmi ØvlØ¸tsØ otsutstvie vtoroæ (me-

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (RFFI), grant No. 99-05-65537. 165

166 L. A. MOLOTKOV dlennoæ) prodol~noæ volny i naliqie dvuh “treugol~nyh frontov”. Otmetim, qto v ffffektivnyh modelØh, opisyva¸wih sredy, v kotoryh qeredu¸tsØ ili dva poristyh sloØ s proskal~zyvaniem na granicah [10], ili poristyæ i uprugiæ sloi s ßestkim kontaktom [11], volnovye polØ soderßat, naoborot, dve prodol~- nye volny i odnu volnu s “treugol~nym frontom”. V qastnom sluqae, kogda uprugie sloi okazyva¸tsØ oqen~ tonkimi, no osta- ¸tsØ pregradami dlØ ßidkih qastic iz poristyh sloev, rassmatrivaemaØ ffffektivnaØ model~ stanovitsØ dvuhfaznoæ i osobym qastnym sluqaem transversal~no-izotropnoæ sredy Bio. V volnovom pole fftoæ modeli takße otsutstvuet vtoraØ prodol~naØ volna, a qislo “treugol~nyh frontov” sokrawaetsØ do odnogo.

§1. UravneniØ ffffektivnoæ modeli

Pust~ v dekartovoæ sisteme koordinat x, y, z zadana sloistaØ periodiqeskaØ sreda 0 6 z 6 H_n = H, sostoØwaØ iz n periodov. Kaßdyæ period imeet tolwinu h = H/n i soderßit dva sloØ: poristyæ sloæ Bio 1 s tolwinoæ h_1 = θ_1h i uprugiæ sloæ 2 s tolwinoæ h_2 = θ_2h (θ_1 + θ_2 = 1) (ris. 1). Sreda vozbußdaetsØ nekotorym istoqnikom, kotoryæ sozdaet pole smeweniæ, ne soderßawee sostavlØ¸weæ vektora smeweniæ u_y i ne zavisØwee ot koordinaty y. Vse sloi predpolaga¸tsØ odnorodnymi i izotropnymi.

Poristye sloi Bio opisyva¸tsØ uravneniØmi

τ_{xx1} = H ∂u_{x1} ∂x + B ∂u_{z1} ∂z + C ( ∂w_{x1} ∂x + ∂w_{z1} ∂z ) , τ_{zz1} = B ∂u_{x1} ∂x + H ∂u_{z1} ∂z + C ( ∂w_{x1} ∂x + ∂w_{z1} ∂z ) , −p = C ( ∂u_{x1} ∂x + ∂u_{z1} ∂z ) + M ( ∂w_{x1} ∂x + ∂w_{z1} ∂z ) , τ_{xz1} = L ( ∂u_{x1} ∂z + ∂u_{z1} ∂x ) ;

(1.1)

�FFEKTIVNA˚ MODEL^ SLOISTO` SREDY 167

Ris. 1. ∂τ_{xx1} ∂x + ∂τ_{xz1} ∂z = ρ_1

∂^2u_{x1} ∂t^2 + ρ_f ∂^2w_{x1} ∂t^2 , ∂τ_{xz1} ∂x + ∂τ_{zz1} ∂z = ρ_1

∂^2u_{z1} ∂t^2 + ρ_f ∂^2w_{z1} ∂t^2 , − ∂p ∂x = ρ_f ∂^2u_{x1} ∂t^2 + m ∂^2w_{x1} ∂t^2 , − ∂p ∂z = ρ_f ∂^2u_{z1} ∂t^2 + m ∂^2w_{z1} ∂t^2 ,

(1.2)

v kotoryh u_{x1}, u_{z1} – smeweniØ v uprugoæ faze, w_{x1}, w_{z1} – otnositel~nye smeweniØ ßidkoæ fazy, τ_{xx1}, τ_{zz1}, τ_{xz1} – polnye naprØßeniØ, p – davlenie, ρ_1 – srednØØ plotnost~ poristoæ sredy, ρ_f – plotnost~ ßidkoæ fazy, H, M , B, C, L – moduli poristoæ sredy i m = ρ_f α/ε, (1.3) gde ε – poristost~ i α – kofffficient izvilistosti por. Uprugie sloi opisyva¸tsØ uravneniØmi

t_{xx2} = (λ + 2μ) ∂u_{x2} ∂x + λ ∂u_{z2} ∂z , t_{zz2} = λ ∂u_{x2} ∂x + (λ + 2μ) ∂u_{z2} ∂z ,

168 L. A. MOLOTKOV t_{xz2} = μ ( ∂u_{x2} ∂z + ∂u_{z2} ∂x ) , (1.5) ∂t_{xx2} ∂x + ∂t_{xz2} ∂z = ρ_2

∂^2u_{x2} ∂t^2 , ∂t_{xz2} ∂x + ∂t_{zz2} ∂z = ρ_2

∂^2u_{z2} ∂t^2 , v kotoryh u_{x2}, u_{z2} – smeweniØ, t_{xx}, t_{zz}, t_{xz} – naprØßeniØ, λ, μ – kofffficienty Lame i ρ_2 – plotnost~. Otnositel~no kofffficientov v uravneniØh (1.1), (1.2), (1.4) i (1.5) dela¸tsØ predpoloßeniØ, qto matrica H, B, C B, H, C C, C, M , (1.6)

obrazovannaØ fftimi kofffficientami, ØvlØetsØ poloßitel~no opredelennoæ i qto vypolnØ¸tsØ neravenstva

L > 0, m > 0, ρ_1m > ρ^2_f , λ + μ > 0, μ > 0. (1.7)

�ti predpoloßeniØ obespeqiva¸t poloßitel~nu¸ opredelennost~ plotnosteæ kinetiqeskoæ i potencial~noæ ffnergiæ v poristyh i uprugih sloØh. Na granicah meßdu sloØmi vypolnØ¸tsØ usloviØ

u_{z1} = u_{z2}, τ_{zz1} = t_{zz2}, w_{z1} = 0, τ_{xz1} = t_{xz2} = 0, (1.8)

vyraßa¸wie kontakt s proskal~zyvaniem.

V obrazu¸wemsØ volnovom pole soverxim predel~nyæ perehod pri usloviØh n → ∞, h_1 → 0, h_2 → 0, H = const, θ_1 = const, θ_2 = const (1.9) i opredelim uravneniØ, kotorym udovletvorØet predel~noe volnovoe pole. Sredu, opisyvaemu¸ fftimi uravneniØmi, budem nazyvat~ ffffektivnoæ model~¸ zadannoæ sredy. Vyvod uravneniæ ffffektivnoæ modeli budet provodit~sØ metodom matriqnogo osredneniØ, izloßennym i obosnovannym v rabotah [6, 7]. Soglasno fftomu metodu, sleduet predpoloßit~, qto tret~e, qetvertoe i pØtoe usloviØ (1.8) vypolnØ¸tsØ ne tol~ko na granicah,

�FFEKTIVNA˚ MODEL^ SLOISTO` SREDY 169 no i vo vseæ srede. Odnovremenno sleduet otbrosit~ qetvertoe uravnenie (1.1) i tret~e uravnenie (1.4) kak uravneniØ, soderßawie proizvodnye po z ot funkciæ, ispytyva¸wih skaqki na granicah. Takße iskl¸qaetsØ i qetvertoe uravnenie (1.2), tak kak v ffto uravnenie vhodit proizvodnaØ po z ot davleniØ p, ne ime¸wego analoga v uprugih sloØh. V rezul~tate fftih preobrazovaniæ qislo neizvestnyh i qislo uravneniæ sokrawa¸tsØ s 13 do 10.

Pri provedenii predel~nogo perehoda pri usloviØh (1.9) vvodØtsØ nepreryvnye funkcii u_z i τ_{zz}, kotorye v poristyh i uprugih sloØh sootvetstvenno ravny u_{z1}, τ_{zz1} i u_{z2}, t_{zz2}. Proizvodnye fftih funkciæ po z, soglasno ispol~zuemomu metodu, osrednØ¸tsØ po formulam ∂u_z ∂z = ∂u_{z1} ∂z θ_1 + ∂u_{z2} ∂z θ_2, ∂τ_{zz} ∂z = ∂τ_{zz1} ∂z θ_1 + ∂t_{zz2} ∂z θ_2.

(1.10)

Iz ostavxihsØ uravneniæ (1.1), (1.2), (1.4) i iz ravenstv (1.5) i (1.8) iskl¸qa¸tsØ veliqiny ∂u_{z1}/∂z, ∂u_{z2}/∂z, ∂τ_{zz1}/∂z i ∂t_{zz2}/∂z. V rezul~tate prihodim k uravneniØm

θ_1τ_{xx1} = H0_{11} ∂u_{x1} ∂x + H0_{12}^{∂u}x2_{∂x + B}00_1^{∂u}z_{∂z + C}0_1^{∂w}x_{∂x ,}

θ_2τ_{xx2} = H0_{12} ∂u_{x1} ∂x + H0_{22}^{∂u}x2_{∂x + B}00_2^{∂u}z_{∂z + C}0_2^{∂w}x_{∂x ,}

τ_{zz} = B00_1 ∂u_{x1} ∂x + B00_2^{∂u}x2_{∂x + H}00^{∂u}z_{∂z + C}00^{∂w}x_{∂x ,}

−θ_1p = C0_1 ∂u_{x1} ∂x + C0_2^{∂u}x2_{∂x + C}00^{∂u}z_{∂z + M} 0^{∂w}x_{∂x ;}

(1.11)

∂τ_{xx1} ∂x = ρ_1

∂^2u_{x1} ∂t^2 + ρ_f ∂^2w_x ∂t^2 , ∂τ_{xx2} ∂x = ρ_2

∂^2u_{x2} ∂t^2 , ∂τ_{zz} ∂z = ρ ∂^2u_z ∂t^2 , − ∂p ∂x = ρ_f ∂^2u_{x1} ∂t^2 + m ∂^2w_x ∂t^2 ,

(1.12)

v kotoryh

H0_{11 = θ1χ}^[_{H(λ + 2μ)θ1 + (H}2_{− B}2_{)θ2}^]_{, H}0_{12 = λBθ1θ2χ,}

170 L. A. MOLOTKOV

H0_{22 = θ2χ}^[_{4μ(λ + μ)θ1 + H(λ + 2μ)θ2}^]_{, H}00_{= B(λ + 2μ)χθ1,} B00_{1 = Bχ(λ + 2μ)θ1, B}00_{2 = λHχθ2,} (1.13) C0_{1 = θ1Cχ}^[_{(λ + 2μ)θ1 + (H − B)θ2}^]_{, C}0_{2 = Cλχθ1θ2,} C00_{= C(λ + 2μ)χθ1, M} 0_{= χθ1}^[_{M (λ + 2μ)θ1 + (M H − C}2_{)θ2}^]_, χ = [ θ_1(λ + 2μ) + θ_2H ]�1_{, ρ = θ1ρ1 + θ2ρ2, wx1 = wx.} Poluqennye uravneniØ, kak i v sluqaØh uprugoæ i poristoæ sred, takße sostoØt iz uravneniæ zakona Guka (1.11) i uravneniæ sploxnoæ sredy (1.12). �ffektivnaØ model~ ØvlØetsØ trehfaznoæ i soderßit: 1) uprugo-poristu¸ fazu, opisyvaemu¸ smeweniØmi u_{x1}, u_{z1} i naprØßeniØmi τ_{xx1}, τ_{zz}, 2) uprugu¸ fazu, harakterizuemu¸ smeweniØmi u_{x2}, u_z i naprØßeniØmi τ_{xx2} = t_{xx2}, τ_{zz} , i 3) ßidku¸ fazu, opredelØemu¸ otnositel~nym smeweniem w_x i davleniem p. Uprugie sredy, soderßawiesØ v sloØh 1 i 2, ne osrednØ¸tsØ, kak i v sluqae poristyh sloev, nahodØwihsØ v kontakte s proskal~zyvaniem [10]. Esli ße meßdu poristymi sloØmi ili meßdu poristym i uprugim sloØmi imeet mesto ßestkiæ kontakt, to ffffektivnye modeli v fftih sluqaØh soderßat tol~ko odnu uprugu¸ fazu [12].

Ustanovim teper~ vyraßeniØ dlØ plotnosteæ kinetiqeskoæ i potencial~noæ ffnergiæ volnovogo polØ v ffffektivnoæ modeli. S fftoæ cel~¸ pomnoßim pervoe, vtoroe, tret~e i qetvertoe uravneniØ (1.12) sootvetstvenno na

θ_1 ∂u_{x1} ∂t , θ_2 ∂u_{x2} ∂t , ∂u_z ∂z , θ_1 ∂w_x ∂x i sloßim poqlenno poluqennye uravneniØ. Posle rØda standartnyh preobrazovaniæ prihodim k uravneni¸ ffnergetiqeskogo balansa ∂p_x ∂x + ∂p_z ∂z = ∂W_k ∂t + ∂W_p ∂t , (1.14)

v kotoryh

p_x = θ_1τ_{xx1} ∂u_{x1} ∂x + θ_2τ_{xx2} ∂u_{x2} ∂x − θ_1p ∂w_x ∂t , p_z = τ_{zz} ∂u_z ∂z (1.15)

�FFEKTIVNA˚ MODEL^ SLOISTO` SREDY 171 – potoki ffnergii qerez ediniqnye plowadki vdol~ oseæ x i z,

W_k = ρ_1θ_1 2 ( ∂u_{x1} ∂t )_2 + ρ_2θ_2 2 ( ∂u_{x2} ∂t )_2 + ρ 2 ( ∂u_z ∂t )_2 + + mθ_1 2 ( ∂w_x ∂t )_2

+ ρ_f θ_1 ∂w_x ∂t ∂u_{x1} ∂t (1.16)

– plotnost~ kinetiqeskoæ ffnergii i ∂W_p ∂t = τ_{xx1}θ_1

∂^2u_{x1} ∂x∂t + τ_{xx2}θ_2

∂^2u_{x2} ∂x∂t − pθ_1 ∂^2w_x ∂x∂t + τ_{zz} ∂^2u_z ∂z∂t . (1.17)

Posle podstanovki ravenstv (1.11) v formulu (1.17) poluqaem sootnoxenie

W_p =

H0_{11} 2 ( ∂u_{x1} ∂x )_2

+ H0_{12}^{∂u}x1_{∂x}^{∂u}x2_{∂x + B}00_1^{∂u}x1_{∂x}^{∂u}z_{∂z +}

+C0_1^{∂u}x1_{∂x}^{∂w}x_{∂x +}^H022_2^{( ∂u}x2_{∂x}^{)2}_{+ B}00_2^{∂u}x2_{∂x}^{∂u}z_{∂z +}

+C0_2^{∂u}x2_{∂x}^{∂w}x_{∂x +}^H00_2^{(∂u}z_{∂z}^{)2}_{+ C}00^{∂u}z_{∂z}^{∂w}x_{∂x +}^M 0_2^{( ∂w}x_{∂x}^{)2}

(1.18)

dlØ plotnosti potencial~noæ ffnergii. Kvadratiqnye formy (1.16) i (1.18), opredelØ¸wie plotnosti oboih vidov ffnergii, ØvlØ¸tsØ poloßitel~no opredelennymi, tak kak vypolnØ¸tsØ usloviØ (1.7), a matrica H0_{11 H}0_{12 B}00_{1 C}0_1 H0_{12 H}0_{22 B}00_{2 C}0_2 B00_{1 B}00_{2 H}00_C00 C0_{1 C}0_{2 C}00_M 0

(1.19)

okazyvaetsØ poloßitel~no opredelennoæ. Poslednee utverßdenie dokazyvaetsØ na osnovanii poloßitel~noæ opredelennosti matricy (1.6).

DlØ postroeniØ frontov v srede, opisyvaemoæ uravneniØmi (1.11) i (1.12), polezno iskl¸qit~ iz fftih uravneniæ naprØßeniØ τ_{xx1}, τ_{xx2}, τ_{zz} i davlenie p. S fftoæ cel~¸ podstavim uravneniØ (1.11) v (1.12) i poluqim uravneniØ Lame ( H0_{11}^{∂2}_{∂x2 − ρ1}^{∂2}_{∂t2}^)_{ux1+}

172 L. A. MOLOTKOV

+H0_{12}^{∂2u}x2_{∂x2 + B}00_1^{∂2u}z_{∂x∂z +}^(_C0^{∂2}_{∂x2 − ρf}^{∂2}_{∂t2}^)_{wx = 0,}

H0_{12}^{∂2u}x1_{∂x2 +}^(_H0_{22}^{∂2}_{∂x2 − ρ2}^{∂2}_{∂t2}^)_{ux2 + B}00_2^{∂2u}z_{∂x∂z + C}0_2^{∂2w}x_{∂x2 = 0,} (1.20)

B00_1^{∂2u}x1_{∂x∂z + B}00_2^{∂2u}x2_{∂x∂z +}^(_H00^{∂2}_{∂z2 − ρ}^{∂2}_{∂t2}^)_{uz + C}00^{∂2w}x_{∂x∂z = 0,} ( C0_1^{∂2}_{∂x2 − ρf}^{∂2}_{∂t2}^)_{ux1+C}0_2^{∂2u}x2_{∂x2 +C}00^{∂2u}z_{∂x∂z +}^(_M 0^{∂2}_{∂x2 − m}^{∂2}_{∂t2}^)_{wx = 0}

dlØ rassmatrivaemoæ ffffektivnoæ modeli.

§2. Opredelenie i issledovanie harakteristiqeskoæ funkcii α(τ ) RexeniØ uravneniæ (1.20) mogut byt~ vyraßeny dvukratnymi integralami, kotorye predstavlØ¸t soboæ superpozici¸ ploskih voln e^{ik(τt}�^x�^{αz)}, (2.1)

pri fftom τ = v_{ph}/ sin φ, α = ctg φ, (2.2)

v_{ph} – fazovaØ skorost~, φ – ugol meßdu normal~¸ k ploskosti fronta i os~¸ z i k – sostavlØ¸waØ volnovogo vektora vdol~ osi x. Fronty voln kak osobennosti ukazannyh integral~nyh predstavleniæ volnovogo polØ opredelØ¸tsØ funkcieæ α(τ ). V sluqae toqeqnogo istoqnika, raspoloßennogo v naqale koordinat, fronty, soglasno rabote [13], vyraßa¸tsØ parametriqeskimi formulami x = t[τ − α(τ )/α0(τ )], z = t/α0(τ ), (2.3) kotorye opredeleny pri poloßitel~nyh τ i vewestvennyh α.

DlØ nahoßdeniØ funkcii α(τ ) provedem v uravneniØh (1.20), v sootvetstvii s vyraßeniem (2.1), zameny ∂ ∂t ∼ τ, ∂ ∂x ∼ −1, ∂ ∂z ∼ −α (2.4)

�FFEKTIVNA˚ MODEL^ SLOISTO` SREDY 173

i zapixem uslovie sovmestnosti poluqennyh uravneniæ | | | | | | | H0_{11 − ρ1τ} 2_H0_{12 αB}00_{1 C}0_{1 − ρf τ} 2

H0_{12 H}0_{22 − ρ2τ} 2_{αB}00_{2 C}0_2 αB00_{1 αB}00_{2 H}00_α2_{− ρτ} 2_{αC}00 C0_{1 − ρf τ} 2_C0_{2 αC}00_M 0_{− mτ} 2 | | | | | | | = 0. (2.5)

Iz usloviØ (2.5) sledu¸t formuly

α^2(τ ) = ρτ^2Δ_1

Δ_0 ,

Δ_1 = | | | | | | H0_{11 − ρ1τ} 2_H0_{12 C}0_{1 − ρf τ} 2 H0_{12 H}0_{22 − ρ2τ} 2_C0_2 C0_{1 − ρf τ} 2_C0_{2 M} 0_{− mτ} 2 | | | | | | , (2.6)

Δ_0 = | | | | | | H0_{11 − ρ1τ} 2_H0_{12 B}00_{1 C}0_{1 − ρf τ} 2

H0_{12 H}0_{22 − ρ2τ} 2_B00_{2 C}0_2 B00_{1 B}00_{2 H}00_C00 C0_{1 − ρf τ} 2_C0_{2 C}00_M 0_{− mτ} 2 | | | | | | ,

opredelØ¸wie funkci¸ α(τ ). Oba opredelitelØ Δ_1 i Δ_0 ØvlØ¸tsØ kubiqeskimi qetyrehqlenami otnositel~no τ^2 i mogut byt~ predstavleny v vide ravenstv

Δ_1 = −ρ_2(ρ_1m − ρ^2_f )(τ^2 − v^2_1)(τ^2 − v^2)(τ^2 − v^2_3),

Δ_0 = −H00ρ_2(ρ_1m − ρ^2_f )(τ^2 − v^2_4)(τ^2 − v^2_5)(τ^2 − v^2_6),

(2.7)

v kotoryh v^2_1, v^2, v^2_3 – korni funkcii Δ_1, a v^2_4, v^2_5, v^2_6 – korni vyraßeniØ Δ_0.

Vse ffti korni ØvlØ¸tsØ neotricatel~nymi. V samom dele, ravenstvo Δ_1 = 0 moßno rassmatrivat~ kak uravnenie dlØ opredeleniØ harakteristiqeskih qisel τ^2 v sluqae odnovremennogo privedeniØ k diagonal~nomu vidu dvuh simmetriqnyh i poloßitel~no opredelennyh matric H0_{11 H}0_{12 C}0_1 H0_{12 H}0_{22 C}0_2 C0_{1 C}0_{2 M} 0 , ρ_1 0 ρ_f 0 ρ_2 0 ρ_f 0 m

. (2.8)

Soglasno teoreme, privedennoæ v monografii [14], i obobweni¸ fftoæ teoremy [10], korni v^2_1, v^2 i v^2_3 – neotricatel~nye. Analogiqnye rassußdeniØ moßno provesti i dlØ korneæ uravneniØ

174 L. A. MOLOTKOV

Δ_0 = 0. V fftom sluqae vmesto matric (2.8) imeem simmetriqnye matricy

H0_{11 H}0_{12 B}00_{1 C}0_1 H0_{12 H}0_{22 B}00_{2 C}0_2 B00_{1 B}00_{2 H}00_C00 C0_{1 C}0_{2 C}00_M 0 , ρ_1 0 0 ρ_f 0 ρ_2 0 0 0 0 0 0 ρ_f 0 0 m

, (2.9)

iz kotoryh odna poloßitel~no opredelennaØ, a drugaØ neotricatel~no opredelennaØ. V rezul~tate korni v^2_4, v^2_5 i v^2_6 takße okazyva¸tsØ neotricatel~nymi. DlØ opredelennosti vyberem nomera korneæ tak, qtoby udovletvorØlis~ neravenstva

v_1 > v_2 > v_3, v_4 > v_5 > v_6. (2.10)

V sootnoxeniØh (2.10) vozmoßny i ravenstva, odnako takie sluqai ne budut rassmatrivat~sØ, tak kak oni vstreqa¸tsØ oqen~ redko. Takße iskl¸qim iz rassmotreniØ sluqai, kogda sovpada- ¸t korni uravneniæ Δ_0 = 0 i Δ_1 = 0.

Iz pervogo ravenstva (2.6) sleduet formuly

α_{1,2} = ± √ ρτ^2(τ^2 − v^2_1)(τ^2 − v^2)(τ^2 − v^2_3 )

H00_{(τ} 2_{− v}2_{4)(τ} 2_{− v}2_{5)(τ} 2_{− v}2_{6 )}^. (2.11)

Pri malyh τ , kogda τ ≪ v_6, spravedlivo priblißennoe sootnoxenie α_1(τ ) = τ /v_8, (2.12) gde v^2_8 = 1 ρ | | | | | | H0_{11 H}0_{12 B}00_{1 C}0_1 H0_{12 H}0_{22 B}00_{2 C}0_2 B00_{1 B}00_{2 H}00_C00 C0_{1 C}0_{2 C}00_M 0 | | | | | | / | | | | | | H0_{11 H}0_{12 C}0_1 H0_{12 H}0_{22 C}0_2 C0_{1 C}0_{2 M} 0 | | | | | | . (2.13)

V sluqae τ ≫ 1 formula (2.11) perehodit v asimptotiqeskoe ravenstvo α_1(τ ) = τ /v_7, (2.14) gde v^2_7 = H00 / ρ. (2.15)

Veliqiny v_7 i v_8 pri vseh vozmoßnyh parametrah udovletvorØ¸t uslovi¸ v_7 > v_8. (2.16)

�FFEKTIVNA˚ MODEL^ SLOISTO` SREDY 175

Qtoby ubedit~sØ v spravedlivosti sootnoxeniØ (2.16) dokaßem

neravenstvo

a_{44} | | | | | a_{11} a_{12} a_{13}

a_{12} a_{22} a_{23}

a_{13} a_{23} a_{33}

| | | | | ¿ | | | | | | | a_{11} a_{12} a_{13} a_{14}

a_{12} a_{22} a_{23} a_{24}

a_{13} a_{23} a_{33} a_{34}

a_{14} a_{24} a_{34} a_{44}

| | | | | | | , (2.17)

vypolnØ¸weesØ dlØ l¸boæ poloßitel~no opredelennoæ matricy

4 × 4, opredelitel~ kotoroæ stoit v pravoæ qasti (2.17). Vyqi-

slØØ opredeliteli v sootnoxenii (2.17), prihodim k neraven-

stvu

a^2_{14} | | | | a_{22} a_{23}

a_{23} a_{33} | | | | − 2a^{24}a^{34} | | | | a_{12} a_{13}

a_{23} a_{33} | | | | + 2a^{14}a^{34} | | | | a_{12} a_{13}

a_{22} a_{33} | | | | +

+a^2_4 | | | | a_{11} a_{13}

a_{13} a_{33} | | | | − 2a^{24}a^{34} | | | | a_{11} a_{13}

a_{12} a_{23} | | | | + a^234 | | | | a_{11} a_{12}

a_{12} a_{22} | | | | ¿ 0. (2.18)

Vyraßenie, stoØwee v levoæ qasti neravenstva (2.18), ØvlØetsØ

kvadratiqnoæ formoæ s argumentami a_{14}, a_{24} i a_{34}. �ta kvadra-

tiqnaØ forma opredelØetsØ matriceæ

A^{23}_{23} A^{23}_{31} A^{23}_{12}

A^{31}_{23} A^{31}_{31} A^{31}_{12}

A^{12}_{23} A^{12}_{31} A^{12}_{12}

, (2.19)

sostavlennoæ iz minorov simmetriqnoæ poloßitel~no oprede-

lennoæ matricy

a_{11} a_{12} a_{13}

a_{12} a_{22} a_{23}

a_{13} a_{23} a_{33}

. (2.20)

Neposredstvennoæ proverkoæ legko ubedit~sØ, qto matrica

(2.19) takße ØvlØetsØ simmetriqnoæ i poloßitel~no opredelen-

noæ, i ffto utverßdenie dokazyvaet neravenstvo (2.16).

Razdelim toqkami τ = v_1, τ = v_2, . . . , τ = v_6 poloßitel~-

nu¸ qast~ osi τ na sem~ intervalov i pust~ pervyæ interval

naqinaetsØ pri τ = 0. Na granicah fftih intervalov veliqina

α^2(τ ) izmenØet znak. V pervom, tret~em, pØtom i sed~mom inter-

valah α^2(τ ) > 0 i funkciØ α(τ ) opredelØet fronty sootnoxeni-

Ømi (2.3). Tak kak skorost~ rasprostraneniØ voln vdol~ osi z

176 L. A. MOLOTKOV koneqna i poloßitel~na, to pri ustanovlenii frontov po formulam (2.3) sleduet ispol~zovat~ ukazannye intervaly i vybirat~ iz funkciæ α_1(τ ) i α_2(τ ) tu, u kotoroæ proizvodnaØ poloßitel~- naØ. Vo vtorom, qetvertom i xestom intervalah veliqiny α_1(τ ) i α_2(τ ) okazyva¸tsØ mnimymi i ne opredelØ¸t frontov.

V pervom promeßutke funkciØ α_1(τ ), soglasno ravenstvu (2.12), vozrastaet i obrawaetsØ v beskoneqnost~ na granice τ = v_6. V sed~mom intervale [v_1, ∞) funkciØ α_1(τ ) takße vozrastaet v sootvetstvii s asimptotiqeskoæ formuloæ (2.14). V tret~em i pØtom promeßutkah, gde vozmoßno i vozrastanie, i ubyvanie funkciæ α_{1,2}(τ ), vybor funkcii opredelØetsØ ukazannym usloviem poloßitel~nosti proizvodnoæ. V svØzi s fftim moßno ukazat~ qetyre vozmoßnyh sluqaØ sootnoxeniæ meßdu veliqinami v_1,v_2,. . . ,v_6.

1) v_1 > v_4 > v_2 > v_5 > v_3 > v_6,

2) v_1 > v_4 > v_2 > v_3 > v_5 > v_6,

3) v_1 > v_2 > v_4 > v_5 > v_3 > v_6,

4) v_1 > v_2 > v_4 > v_3 > v_5 > v_6.

(2.21)

DlØ kaßdogo iz fftih sluqaev na sootvetstvu¸wih risunkah 2.1, 2.2, 2.3 i 2.4 postroeny grafiki funkciæ α_1(τ ) i α_2(τ ), opredelØ- ¸wih fronty v kvadrante x ¿ 0, z ¿ 0. Pri postroenii grafikov iz naqal~nyh toqek τ = v_1, τ = v_2, τ = v_3 i τ = 0 provedeny plavnye linii, kotorye priblißa¸tsØ k sootvetstvu¸wim asimptotam. Vetvi, vyhodØwie iz toqek τ = v_1 i τ = 0 na ris. 2.1–2.4, ne ime¸t osobennosteæ, a na srednih vetvØh nahodØtsØ po odnoæ toqke peregiba i ffti toqki otmeqeny kak ßirnye toqki. Vozmoßnost~ suwestvovaniØ dopolnitel~nyh osobennosteæ na grafikah budet obsußdat~sØ v sledu¸wem paragrafe.

Ris. 2.1 Ris.2.2.

�FFEKTIVNA˚ MODEL^ SLOISTO` SREDY 177

Ris. 2.3 Ris. 2.4.

§3. Fronty ot toqeqnogo istoqnika

VewestvennaØ funkciØ α(τ ) opredelena v qetyreh intervalah (v_1, ∞), (min[v_2, v_4], max[v_2, v_4]), (min[v_3, v_5], max[v_3, v_5]), (0, v_6) i harakterizuetsØ qetyr~mØ vetvØmi grafika fftoæ funkcii. Na osnovanii fftih vetveæ grafika i s ispol~zovaniem formuly (2.3) i vtorogo ravenstva (2.2) postroim qetyre sootvetstvu- ¸wih fronta voln, vozbußdennyh toqeqnym istoqnikom. DlØ ustanovleniØ kraænih toqek fftih frontov v kvadrante x ¿ 0,

z ¿ 0 rassmotrim naqal~nye i koneqnye toqki grafikov i naæ-

dem otveqa¸wie im toqki na frontah. Toqkam τ = v_1, τ = v_2 i τ = v_3, v kotoryh α(τ ) = 0 i α0(τ ) = ∞, sootvetstvu¸t toqki x = v_it, z = 0 pereseqeniØ frontov s os~¸ x, i ffti pereseqeniØ osuwestvlØ¸tsØ pod prØmymi uglami. Toqki τ = v_4, τ = v_5 i τ = v_6, gde α(τ ) = ∞ i α0(τ ) = ∞, opredelØ¸t toqki, v kotoryh front kasaetsØ osi x. V okrestnosti toqki τ = ∞, α = ∞ grafik priblißaetsØ k asimptote α = τ /v_7, a v toqke τ = 0, α = 0 grafik kasaetsØ prØmoæ α = τ /v_8. �tim toqkam grafika sootvetstvu¸t obwie toqki frontov s os~¸ z, pri fftom pervoæ toqke grafika otveqaet toqka ortogonal~nogo pereseqeniØ fronta s os~¸ z, a vtoroæ – toqka kasaniØ fronta s os~¸ z.

SoedinØØ toqki (x = v_1t, z = 0) i (x = 0, z = v_7t) plavnoæ krivoæ, poluqaem pervyæ front. �to front vsegda vypuklyæ, i ffto utverßdenie budet pozdnee dokazano. Para toqek (x = v_2t, z = 0), (x = v_4t, z = 0) i para drugih toqek (x = v_3t, z = 0), (x = v_5t, z = 0) opredelØ¸t dva “treugol~nyh fronta”. Kaßdyæ iz frontov moßet byt~ orientirovan dvumØ sposobami: 1) vdol~ osi x vperedi rasprostranØetsØ toqka kasaniØ fronta s os~¸ x, a pozadi – toqka pereseqeniØ fronta s os~¸ x i 2) vdol~ osi

178 L. A. MOLOTKOV

x ukazannye toqki dviga¸tsØ v obratnom porØdke. Pervyæ vid “treugol~nogo fronta” opisyvaetsØ vetv~¸ grafika, raspoloßennoæ pri α_1(τ ) ¿ 0, a vtoroæ vid – vetv~¸, nahodØweæsØ v oblasti α_2(τ ) 6 0. U obeih vidov “treugol~nyh frontov” suwestvuet po odnoæ uglovoæ toqke, sootvetstvu¸weæ toqke peregiba na grafikah, gde α00(τ ) = 0, i razdelØ¸weæ “treugol~nyæ front” na dve qasti (vognutu¸ i vypuklu¸). VognutaØ qast~ dlØ oboih vidov fronta rasprostranØetsØ vperedi vypukloæ. Posledniæ qetvertyæ front, soedinØ¸wiæ toqki (x = v_6t, z = 0) i (x = 0, z = v_8t), ØvlØetsØ vognutym. Vse ukazannye qetyre fronta izobraßeny na risunkah 3.1, 3.2, 3.3 i 3.4, sootvetstvu¸wih grafikam 2.1, 2.2, 2.3 i 2.4. Na fftih frontah vo vseh qetyreh sluqaØh ime¸t mesto dve uglovye toqki, xest~ obwih toqek s os~¸ x i dve obwie toqki s os~¸ z. Budem nazyvat~ ffti toqki osobymi i pokaßem, qto drugih takih osobyh toqek v rassmatrivaemoæ ffffektivnoæ modeli ne suwestvuet.

Ris. 3.1 Ris. 3.2.

Ris. 3.3 Ris. 3.4.

�FFEKTIVNA˚ MODEL^ SLOISTO` SREDY 179 S fftoæ cel~¸ otmetim, qto uglovym toqkam na fronte sootvetstvu¸t toqki peregiba na grafike, gde α00_{(τ ) = 0,} (3.1)

qto obweæ toqke fronta i osi x otveqaet toqka grafika, v kotoroæ α0_{(τ ) = ∞,} (3.2)

a obweæ toqke fronta i osi z sootvetstvuet toqka, gde τ α0_{(τ ) = α(τ ).} (3.3)

Geometriqeski uslovie (3.2) oznaqaet, qto kasatel~naØ k grafiku perpendikulØrna osi τ , a uslovie (3.3) sostoit v tom, qto kasatel~naØ k grafiku dolßna prohodit~ qerez naqalo koordinat.

Ris. 4.

DlØ dokazatel~stva otsutstviØ dopolnitel~nyh osobyh toqek postroim, kak i v rabotah [10, 11], grafik vewestvennoæ dvuznaqnoæ funkcii α(τ ) v oblasti −∞ < τ < ∞, −∞ < α < ∞ (ris. 4). Tak kak uravnenie dlØ funkcii α(τ ) (2.13) imeet vos~moæ porØdok otnositel~no τ , to l¸baØ prØmaØ na ploskosti τ, α moßet pereseq~ vse vetvi grafika ne bolee, qem v 8 toqkah. Drugoe ograniqenie vozmoßnyh usloßneniæ grafika α(τ ) sostoit v tom,

180 L. A. MOLOTKOV qto prØmaØ, parallel~naØ osi α, moßet pereseq~ grafik tol~- ko v dvuh toqkah. Iz poslednego ograniqeniØ sleduet, qto, esli v toqkah grafika vypolnØ¸tsØ usloviØ α0(τ ) = ∞ i α(τ ) ≠ 0, to takaØ toqka ØvlØetsØ takße i toqkoæ peregiba. PoØvlenie ße dopolnitel~nyh toqek peregiba na grafike okazyvaetsØ nevozmoßnym, tak kak v fftom sluqae moßno ukazat~ taku¸ prØmu¸, kotoraØ pereseqet vse vetvi grafika v 10 toqkah, qto ØvlØetsØ nevozmoßnym. Ne mogut suwestvovat~ na grafikah takße i toqki, v kotoryh kasatel~naØ prohodit qerez naqalo koordinat. Esli by takaØ toqka okazalas~ na grafike, to posle dostatoqno malogo povorota kasatel~noæ otnositel~no naqala koordinat v storonu osi τ poØvilas~ by prØmaØ, pereseka¸waØ vetvi grafika 10 raz. Takim obrazom, dokazano otsutstvie dopolnitel~nyh osobyh toqek na fronte. Ots¸da sleduet, qto ris. 3.1, 3.2, 3.3 i 3.4 pravil~no kaqestvenno harakterizu¸t fronty voln ot toqeqnogo istoqnika, raspoloßennogo v naqale koordinat.

OstanovimsØ teper~ na osobennostØh volnovogo polØ v rassmatrivaemoæ ffffektivnoæ modeli. HarakternaØ osobennost~ fftogo polØ sostoit v otsutstvii vtoroæ prodol~noæ volny. TakaØ volna, v qastnosti, rasprostranØetsØ v ffffektivnyh modelØh, opisyva¸wih sredy, v kotoryh qeredu¸tsØ ili dva poristyh sloØ Bio s proskal~zyvaniem na granicah, ili poristyæ i uprugiæ sloi s ßestkim kontaktam na granicah. V issleduemoæ modeli rasprostranØ¸tsØ dve volny s “treugol~nymi frontami”, v to vremØ kak v obeih upomØnutyh ffffektivnyh modelØh voznikaet tol~ko odna volna s “treugol~nym frontom”. Takim obrazom, dopolnitel~nyæ “treugol~nyæ front” v rassmatrivaemoæ modeli “zamenØet” front vtoroæ prodol~noæ volny.

Po raspoloßeni¸ frontov issleduemaØ model~ imeet shodstvo s ffffektivnoæ model~¸ periodiqeskoæ sloistoæ uprugoæ sredy, v kotoroæ period sostoit iz treh sloev i meßdu slo- Ømi ustanovlen kontakt s proskal~zyvaniem [12, 13]. VyraßeniØ dlØ harakteristiqeskih funkciæ (2.11) i (7.6) raboty [12] ime¸t odinakovu¸ strukturu i vsledstvie fftogo v obeih modelØh obrazu¸tsØ odinakovye volny s perednim frontom, s dvumØ “treugol~nymi frontami” i s vognutym frontom. �ti fronty, soglasno ris. 3.1 i ris. 5 raboty [12], odinakovo orientirovany v sluqae udovletvoreniØ pervogo sootnoxeniØ (2.21). Esli ße vypolnØ¸tsØ drugie neravenstva (2.21), to orientaciØ

�FFEKTIVNA˚ MODEL^ SLOISTO` SREDY 181 “treugol~nyh frontov” v rassmatrivaemoæ modeli okazyvaetsØ drugoæ po sravneni¸ s raspoloßeniem “treugol~nyh frontov” v sluqae ffffektivnoæ modeli upomØnutoæ sloistoæ uprugoæ sre- dy. §4. �ffektivnaØ model~ v sluqae tonkih uprugih sloev Issleduem teper~ qastnyæ sluqaæ rassmatrivaemoæ sredy, kogda otnositel~naØ tolwina uprugih sloev θ_2 oqen~ mala, no tonkie uprugie sloi osta¸tsØ pregradoæ dlØ ßidkih qastic. V fftom sluqae, soglasno formulam (1.13), kofffficienty v uravneniØh (1.11) i (1.12) vyraßa¸tsØ sootnoxeniØmi

H0_{11 = H, H}0_{12 = 0, H}0_{22 = 0, B}00_{1 = B, B}00_{2 = 0, C}0_{1 = C,} C0_{2 = 0, H}00_{= H, C}00_{= C, M} 0_{= M, ρ = ρ, ρ1 = ρ} (4.1) qerez parametry poristyh sloev Bio, a iz uravneniæ ffffektivnoæ modeli sleduet iskl¸qit~ vtorye uravneniØ (1.11) i (1.12). V rezul~tate ffffektivnaØ model~ v rassmatrivaemom sluqae opisyvaetsØ uravneniØmi τ_{xx} = H ∂u_x ∂x + B ∂u_z ∂z + C ∂w_x ∂x , τ_{zz} = B ∂u_x ∂x + H ∂u_z ∂z + C ∂w_x ∂x , −p = C ( ∂u_x ∂x + ∂u_z ∂z ) + M ∂w_x ∂x ; (4.2)

∂τ_{xx} ∂x = ρ ∂^2u_x ∂t^2 + ρ_f ∂^2w_x ∂t^2 , ∂τ_{zz} ∂z = ρ ∂^2u_z ∂t^2 , − ∂p ∂x = ρ_f ∂^2u_x ∂t^2 + m ∂^2w_x ∂t^2 , (4.3)

v kotoryh u veliqin τ_{xx1} i u_{x1} iskl¸qen indeks 1. �ffektivnaØ model~, soglasno uravneniØm (4.2) i (4.3), ØvlØetsØ qastnym sluqaem poristoæ sredy Bio, u kotoroæ modul~ sdviga i kofffficient izvilistosti por okazyva¸tsØ raznymi vdol~ oseæ x i z, pri fftom L = 0 i m_z = ∞. �ti usloviØ privodØt k sootnoxeniØm τ_{xz} = 0, w_z = 0

182 L. A. MOLOTKOV i pri perehode ot uravneniæ (1.1) i (1.2) k ravenstvam (4.2) i (4.3) sleduet iskl¸qit~ qetvertye uravneniØ (1.1) i (1.2). Posle podstanovki uravneniæ zakona Guka (4.2) v uravneniØ sploxnoæ sredy poluqaem uravneniØ Lame ( H ∂^2 ∂x^2 − ρ ∂^2 ∂t^2 ) u_x + B

∂^2u_z ∂x∂z + ( C ∂^2 ∂x^2 − ρ_f ∂^2 ∂t^2 ) w_x = 0, B ∂^2u_z ∂x∂z + ( H ∂^2 ∂z^2 − ρ ∂^2 ∂t^2 ) u_z + C

∂^2w_x ∂x∂z = 0, ( C ∂^2 ∂x^2 − ρ_f ∂^2 ∂t^2 ) u_x + C

∂^2u_z ∂x∂z + ( M ∂^2 ∂x^2 − m ∂^2 ∂t^2 ) w_x = 0

(4.4)

dlØ ffffektivnoæ modeli.

Qtoby vyvesti vyraßenie dlØ harakteristiqeskoæ funkcii α(τ ), proizvedem, kak i v §2, zamenu operaciæ differencirovaniØ qislami (2.4) i pridem k uravneni¸ | | | | | | H − ρτ^2 B C − ρ_f τ^2 Bα^2 Hα^2 − ρτ^2 Cα^2 C − ρ_f τ^2 C M − mτ^2

| | | | | | = 0, (4.5)

rexenie kotorogo vyraßaetsØ ravenstvami α^2 = ρτ^2Δ_1/Δ_0, Δ_1 = (ρm − ρ^2_f )τ^4 − (Hm + M ρ − 2Cρ_f )τ^2 + HM − C^2 Δ_0 = H(ρm − ρ^2_f )τ^4 − Dτ^2 + (H − B)[(H + B)M − 2C^2].

(4.6)

D = ρ(HM − C^2) + m(H^2 − B^2) − 2ρ_f C(H − B).

Formuly (4.6) analogiqny sootnoxeniØm (2.6), kotorye pri usloviØh (4.1) perehodØt v (4.6). Pri fftom perehode v drobi Δ_1/Δ_0 provoditsØ sokrawenie na mnoßitel~ ρ_2τ^2 i porØdok polinomov Δ_1 i Δ_0 otnositel~no τ^2 umen~xaetsØ s 3 do 2. DlØ postroeniØ grafika funkcii α(τ ) polezno pervoe sootnoxenie (4.6) zamenit~ ravenstvom

α_{1,2} = ± √ ρτ^2(τ^2 − v^2_1)(τ^2 − v^2) H(τ^2 − v^2_4)(τ^2 − v^2_5 )

, (4.7)

v kotorom veliqiny

v^2_{1,2} = [ Hm + M ρ + 2Cρ_f ±

�FFEKTIVNA˚ MODEL^ SLOISTO` SREDY 183 ± √ (Hm + M ρ − 2Cρ_f )^2 − 4(HM − C^2)(ρm − ρ^2_f ) ]/ [2(ρm − ρ^2_f )],

v^2_{4,5} = [ 2H(ρm − ρ^2_f )]�^1[D± (4.8)

± √ D^2 − 4H(H − B)(ρm − ρ^2_f )[(H + B)M − 2C^2] ]

ØvlØ¸tsØ neotricatel~nymi, soglasno issledovaniØm v §2. Poluos~ τ ¿ 0 razdelim toqkami τ = v_1, τ = v_2, τ = v_4 i τ = v_5 na 5 intervalov, na granicah kotoryh funkciØ α^2(τ ) izmenØet znak. V pervom, tret~em i pØtom intervalah α^2(τ ) > 0 i funkciØ α(τ ) opredelØet volnovye fronty po formulam (2.3). Vtoroæ i qetvertyæ promeßutki ne predstavlØ¸t interesa pri postroenii frontov, tak kak v nih α^2(τ ) < 0. V pervom intervale [0, v_5) funkciØ α_1(τ ) vozrastaet ot 0 do ∞ i pri malyh τ predstavlØetsØ ravenstvom (2.12), gde

v^2_8 = 1 ρ | | | | | H B C B H C C C M

| | | | | / | | | H C C M | | | | . (4.9)

V pØtom promeßutke [v_1, ∞) funkciØ α_1(τ ) takße vozrastaet ot 0 do ∞ i pri bol~xih τ priblißaetsØ k asimptotike (2.14), pri fftom v^2_7 = H/ρ. (4.10)

DlØ veliqin v_7 i v_8 po-preßnemu vypolnØetsØ neravenstvo (2.16). V tret~em promeßutke funkciØ α_1(τ ) moßet kak vozrastat~, tak i ubyvat~. Harakter izmeneniØ funkciæ α_{1,2}(τ ) v fftom intervale opredelØetsØ dvumØ vozmoßnymi sootnoxeniØmi meßdu veliqinami v_1, v_2, v_4 i v_5:

1) v_1 > v_4 > v_2 > v_5,

2) v_1 > v_2 > v_4 > v_5.

(4.11)

V sluqae udovletvoreniØ pervyh usloviæ (4.11) funkciØ α_1(τ ) vozrastaet ot 0 do ∞, pri vypolnenii vtoryh usloviæ (4.11) funkciØ α_1(τ ) ubyvaet i dlØ postroeniØ frontov v kvadrante x > 0, z > 0 sleduet ispol~zovat~ vozrasta¸wu¸ funkci¸ α_2(τ ). PrimenØØ te ße priemy, kak i v §2, postroim grafiki na ris. 5.1

184 L. A. MOLOTKOV

Ris. 5.1.

Ris. 5.2.

Ris. 6.1 Ris. 6.2.

i 5.2, otnosØwiesØ sootvetstvenno k sluqaØm 1) i 2) neravenstv (4.11)

Vsledstvie bol~xogo shodstva grafikov funkciæ α(τ ) v obwem sluqae i v sluqae malyh tolwin uprugih sloev postroenie frontov v rassmatrivaemom qastnom sluqae ne predstavlØet trudnosteæ. Fronty izobraßeny na ris. 6.1 i 6.2, sootvetstvu¸wih neravenstvam 1) i 2) (4.11). V volnovom pole ot toqeqnogo istoqnika soderßatsØ tri fronta: peredniæ, “treugol~nyæ” i vo-

�FFEKTIVNA˚ MODEL^ SLOISTO` SREDY 185 gnutyæ, pri fftom “treugol~nyæ front” moßet imet~ dve razliqnye orientacii. Qtoby ubedit~sØ v otsutstvii dopolnitel~nyh osobennosteæ, dostatoqno postroit~ polnyæ grafik dvuznaqnoæ vewestvennoæ funkcii α(τ ) na ploskosti τ, α. Ni odna prØmaØ ne dolßna peresekat~ fftot grafik bolee qetyreh raz. V sluqae ße poØvleniØ dopolnitel~nyh osobennosteæ takih pereseqeniæ okazyvaetsØ bol~xe qetyreh. Veliqiny v_1, v_2, v_4, v_5, v_7 i v_8 – skorosti rasprostraneniØ voln vdol~ oseæ x i z. Po sravneni¸ s frontami v obwem sluqae (ris. 3.1–3.4) v rassmatrivaemom qastnom sluqae isqezaet odin iz dvuh “treugol~nyh frontov”. V fftom qastnom sluqae raspoloßenie frontov sovpadaet s raspoloßeniem frontov v ffffektivnoæ modeli, opisyva¸weæ sredu, v kotoroæ qeredu¸tsØ dva uprugih sloØ s proskal~zyvaniem na granicah.

Literatura

1. M. A. Biot, Theory of elastic waves in fluid-saturated porous solid. I. Low frequency range. J. Acoust. Soc. Am., 28 (1956), 168–178.

2. M. A. Biot, Mechanics of deformation and elastic propagation in porous media.

J. Appl. Phys., 33, No. 4 (1962), 1482–1498.

3. G. Backus, Long-wave elastic anisotropy produced by horizontal layering. J.

Geoph. Res., 67, No. 11 (1962), 4427–4440.

4. N. S. Bahvalov, G. P. Panasenko, Osrednenie processov v neodnorodnyh sredah. Matematiqeskie zadaqi kompozicionnyh materialov. M. 1984, 352 s.

5. E. Sanches–Palencia, Non-homogeneous media and vibration theory. Lect. Notes Phys. Berlin, 127 (1980), 398 p.

6. L. A. Molotkov, Ob ffkvivalentnosti sloisto-periodiqeskih i transversal~no-izotropnyh sred. Zapiski nauqn. semin. LOMI, 89 (1979), 219–233.

7. L. A. Molotkov, O metodah vyvoda uravneniæ, opisyva¸wih ffffektivnye modeli sloistyh sred. Zapiski nauqn. semin. POMI, 250 (1998), 219–243.

8. L. A. Molotkov, �ffektivnye modeli sloistyh sred, soderßawie poristye sloi Bio. Zapiski nauqn. semin. POMI, 239 (1997), 140–163.

9. L. A. Molotkov, A. V. Bakulin, O zatuhanii v sloistyh poristyh sredah Bio i ih ffkvivalentnyh modelØh. Zapiski nauqn. semin. POMI, 250 (1998), 244–262.

10. L. A. Molotkov, Ob ffffektivnoæ modeli poristoæ sloistoæ sredy so skol~zØwim kontaktom meßdu sloØmi. Zapiski nauqn. semin. POMI, 257 (1999), 184–206.

11. L. A. Molotkov, A. V. Bakulin, �ffektivnaØ model~ sloistoæ uprugoporistoæ sredy. Dokl. Akad. Nauk, 372, No. 1 (2000), 108–112.

186 L. A. MOLOTKOV 12. L. A. Molotkov, Ob ffffektivnoæ modeli, opisyva¸weæ sloistu¸ periodiqesku¸ uprugu¸ sredu s kontaktom proskal~zyvaniØ na granicah. Zapiski nauqn. semin. POMI, 210 (1994), 192–212.

13. L. A. Molotkov, A. E. Hilo, Issledovanie odnofaznyh i mnogofaznyh ffffektivnyh modeleæ, opisyva¸wih periodiqeskie sredy. Zapiski nauqn. semin. LOMI, 140 (1984), 105–122.

14. F. R. Gantmaher, TeoriØ matric. M. (1967), 575 s.

Molotkov L. A. The effective model of the layered medium in which porous and elastic layers being in slide contact alternate.

For the medium in which porous and elastic layers alternate with each other and there is slide contact on the interfaces, the effective model is established. This model is three-phase and contains two elastic phases and one fluid phase. The peculiarities of this effective model are that in it two waves with “triangular fronts” propagate and second (slow) longitudinal wave is absent. In partial case when thickness of elastic layers is very small but they remain as barries for fluid particles from the porous layers, the effective model becomes two-phase and one of “triangular fronts” disappears.

Postupilo 23 noØbrØ 2000 g.

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN