Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 275, 2001 g.

M. V. Perel~, I. V. Fialkovskiæ

�KSPONENCIAL^NO LOKALIZOVANNYE REXENI˚ URAVNENI˚ KLE`NA–GORDONA

PosvØwaetsØ ¸bile¸ VasiliØ Mihaæloviqa Babiqa Vvedenie. Postroeni¸ razliqnyh sil~no lokalizovannyh re-

xeniæ volnovogo uravneniØ ϕ_{tt} − ϕ_{xx} − ϕ_{yy} − ϕ_{zz} = 0 (1) posvØweny obxirnye issledovaniØ [1–8]. V qastnosti, v [6] bylo postroeno rexenie, ffksponencial~no lokalizovannoe vblizi toqki, beguweæ po prØmoæ so skorost~¸ sveta. V nastoØweæ rabote my obobwaem rezul~tat [6], postroiv semeæstvo rexeniæ volnovogo uravneniØ, oblada¸wih takim ße svoæstvom lokalizacii i soderßawih rexenie [6] kak qastnyæ sluqaæ.

Zatem, opiraØs~ na poluqennye rezul~taty dlØ volnovogo uravneniØ, my stroim semeæstvo qasticepodobnyh rexeniæ uravneniØ Kleæna–Gordona

h^2 (u_{tt} − u_{xx} − u_{yy} ) + u = 0, h = const. (2)

�ti rexeniØ ime¸t koneqnu¸ ffnergi¸ i opisyva¸t volnovye pakety central~noæ qastoty ω i volnovogo qisla k, ω^2 =

k^2 + 1/h^2, amplituda kotoryh gaussovski spadaet s udaleniem ot

toqki, beguweæ po prØmoæ s gruppovoæ skorost~¸ v = dω/dk. My nazyvaem ffti rexeniØ, po analogii s lokalizovannymi rexeni- Ømi volnovogo uravneniØ, gaussovymi volnovymi paketami.

Vse rexeniØ uravneniØ Kleæna–Gordona iz postroennogo nami semeæstva mogut byt~ zapisany v vide u = A f(iS/h), Rabota podderßana grantom RFFI No. 00-01-00485. 187

188 M. V. PEREL^, I. V. FIALKOVSKI` gde funkciØ S udovletvorØet uravneni¸ ffækonala (Gamil~tona– ˚kobi)

S^2_t − S^2_x − S^2_y = 1, (3)

a A – amplitudnyæ mnoßitel~, zavisØwiæ ot koordinat, S, A ne zavisØt ot h, funkciØ f vyraßaetsØ qerez funkci¸ HankelØ.

Sravnenie naxih rezul~taty s ime¸wimisØ v literature rexeniØmi pokazyvaet, qto odno iz rexeniæ postroennogo nami semeæstva dlØ trehmernogo uravneniØ Kleæna–Gordona sovpadaet s naædennym v [7]. My takße rassmotreli drugoe interesnoe rexenie naædennogo nami semeæstva, kotoroe zavisit tol~ko ot odnoæ peremennoæ S, predstavlØ¸weæ soboæ odno iz toqnyh kompleksnyh rexeniæ uravneniØ ffækonala. Okazalos~, qto esli iskat~ rexenie nelineænogo uravneniØ Kleæna–Gordona, zavisØwee tol~ko ot S, to uravnenie svoditsØ k obyknovennomu differencial~nomu. Skazannoe spravedlivo dlØ nelineænogo uravneniæ Kleæna–Gordona s proizvol~nym qislom prostranstvennyh koordinat.

Pri postroenii obobweniØ qasticepodobnyh rexeniæ volnovogo uravneniØ my sledovali idee ȷiolkovskogo [3] i iskali takie rexeniØ v vide superpozicii gaussovskih puqkov – rexeniæ, sosredotoqennyh vblizi luqa, kotorye byli naædeny vpervye v rabotah Brittinghama [1] i Kiseleva [2] i prinadleßat klassu “otnositel~no neiskaßa¸wihsØ voln” Kuranta i Gil~- berta [10].

Postroenie rexeniæ uravneniØ Kleæna–Gordona osnovano na prostom fakte: vzØv preobrazovanie Fur~e po odnoæ iz peremennyh, naprimer, z u(x, y, t) = 1_∫ �1^{dz ϕ(x, y, z, t) e} iz/h (4) ot rexeniØ volnovogo uravneniØ (1), poluqim rexenie uravneniØ Kleæna–Gordona (2).

Obobwennye gaussovskie pakety volnovogo uravneniØ. Bu-

dem ishodit~ iz rexeniØ volnovogo uravneniØ (1), naædennogo v [1, 2], i opredelØ¸wegosØ formuloæ ϕ_b(x, y, z, t, q) = exp {iqΘ_1} (β − iε_1 )^{1/2}(β − iε_2)^{1/2}

, (5)

�KSPONENCIAL^NO LOKALIZOVANNYE REXENI˚ 189 v kotoroæ vvedeny oboznaqeniØ

Θ_1 = x − t + y^2 β − iε_1 + z^2 β − iε_2 , β = x + t. (6)

FunkciØ ϕ_b udovletvorØet (1) pri l¸byh znaqeniØh parametrov q, ε_1 i ε_2 i predstavlØet soboæ gaussovskiæ puqok (gaussovski lokalizovana vblizi osi ox), esli ε_1 > 0, ε_2 > 0, q > 0.

My iwem qasticepodobnye rexeniØ uravneniØ (1) v vide razloßeniØ po gaussovskim puqkam ϕ^{(ν)}_p (x, y, z, t) = 1_∫ 0 dq F^{(ν)}(q) ϕ_b(x, y, z, t, q), (7) gde F^{(ν)}(q) – special~no podobrannaØ funkciØ, zavisØwaØ ot parametra ν. My poloßim

F^{(ν)}(q) ≡ a q�^ν�^1 e�^ε(^{q+σ2 /q}), (8)

gde ν, σ, ε proizvol~nye postoØnnye σ > 0, ε > 0, a =

(4εσ^2)^ν /(2 √ π). Netrudno pokazat~, qto (7) svoditsØ k integral~- nomu predstavleni¸ funkcii HankelØ pervogo roda H^{(1)}ν [12] ϕ^{(ν)}_p (x, y, z, t) = C s^ν H^{(1)}_ν (s) √ (β − iε_1)(β − iε_2) , s = 2iσε ( 1 − iΘ_1 ε )_{1/2} , (9)

gde C = i 2^ν�^1 √ π, priqem s udovletvorØet uravneni¸ Gamil~tona-˚kobi dlØ volnovogo uravneniØ s^2_t = s^2_x + s^2_y + s^2_z .

Otmetim, qto pri ν = 1/2 formula (9) daet rexenie volnovogo uravneniØ, poluqennoe v [6], ϕ^{(1/2)}_p (x, y, z, t) = exp { −2σε √ 1 − iΘ_1 /ε } √ (β − iε_1)(β − iε_2)

. (10)

�to rexenie zavisit ot qetyreh proizvol~nyh parametrov ε,

ε_1, ε_2, σ. Kak pokazano v [6], ono gaussovski lokalizovano okolo

toqki, beguweæ po osi ox so skorost~¸ sveta (c = 1), esli ffti parametry poloßitel~ny.

Asimptotika rexeniØ (9) pri bol~xih znaqeniØh argumenta funkcii HankelØ imeet takoæ ße ffksponencial~nyæ mnoßitel~, kak (10). Analogiqnye privedennym v [6] rassußdeniØ dokazyva¸t lokalizaci¸ (9). Pofftomu rexenie (9) ØvlØetsØ obobweniem (10).

190 M. V. PEREL^, I. V. FIALKOVSKI`

Gaussovskie puqki dlØ uravneniØ Kleæna–Gordona. Prive-

dem zdes~ rexenie u_b uravneniØ Kleæna–Gordona, gaussovski lokalizovannoe vblizi luqa, kotoroe budet ispol~zovat~sØ dlØ postroeniØ qasticepodobnyh rexeniæ uravneniØ Kleæna–Gordona.

Rexenie u_b poluqim, vyqislØØ preobrazovanie Fur~e po z (4) ot (5), u_b(x, y, t; q) = √ π e^{iπ/4}�^{ε2/(4qh2)} √q · exp { iΘq − iβ/(4qh^2) } √ β − iε_1 , (11) gde Θ = x − t + y^2 β − iε_1 . (12)

�to rexenie bylo naædeno v [8]. Budem nazyvat~ takie rexeniØ gaussovskimi puqkami, po analogii s gaussovski lokalizovannymi vblizi luqa rexeniØmi volnovogo uravneniØ.

Gaussovskie pakety dlØ uravneniØ Kleæna–Gordona. VzØv

preobrazovanie Fur~e (4) po z ot obeih qasteæ ravenstva (7), poluqim rexeniØ uravneniØ Kleæna–Gordona v vide razloßeniØ po gaussovskim puqkam u_b (11) fftogo uravneniØ u^{(ν)}_p (x, y, t) = 1_∫ 0 dq F^{(ν)}(q) u_b(x, y, t; q). (13) PodstavlØØ vyraßenie u_b (11) i funkci¸ F^{(ν)}(q) (8) v (13), naæ- dem u^{(ν)}_p (x, y, t) = C_1 S^{ν+1/2} p H^{(1)}_{ν+1/2}(S_p /h)

(β − iε_1)^{1/2}(β − 4iεσ^2h^2 − iε_2 )^{ν+1/2}

, (14) gde S_p = i [ (Θ + iε)(β − 4iεσ^2h^2 − iε_2) ]_{1/2} . (15)

FunkciØ S_p ne zavisØt ot ν. Formula (14) daet semeæstvo toqnyh rexeniæ uravneniØ Kleæna–Gordona, kotorye, kak my uvidim niße, qasticepodobny. �to semeæstvo zavisit ot qetyreh proizvol~nyh parametrov ν, ε, ε_1 i σ. PostoØnnyæ mnoßitel~ v (14) opredelØetsØ formuloæ C_1 = π(8εσ^2h^2 +2ε_2)^ν�^{1/2}h^{ν+3/2} e^{iπ(ν+1)}/ √ 2. V dal~neæxem my budem iz soobraßeniæ udobstva ispol~zovat~ drugie parametry, qto uprostit zapis~ (14).

�KSPONENCIAL^NO LOKALIZOVANNYE REXENI˚ 191

LuqevaØ interpretaciØ gaussovskih puqkov i gaussovskih volnovyh paketov. Vvedenie novogo proizvol~nogo parametra

κ po formule κ = qh, pozvolØet zapisat~ (11) v vide luqevogo razloßeniØ, sostoØwego lix~ iz odnogo qlena

u_b = c_b exp {iS_b /h} (β − iε_1)^{1/2} c_b = const, (16)

S_b = κΘ − β 4κ . (17)

KompleksnaØ “faza” S_b ne zavisit ot h i udovletvorØet uravneni¸ ffækonala (3).

Otmetim takße, qto rexenie u_b ØvlØetsØ fftalonnym dlØ asimptotiqeskih konstrukciæ Maslova [11].

RexeniØ u^{(ν)}p udobno zapisyva¸tsØ, esli vmesto proizvol~nyh parametrov σ i ε_2 vvesti proizvol~nyæ parametr γ = 4εσ^2h^2 +ε_2, a vmesto ν ispol~zovat~ μ = ν + 1/2. Togda

u^{(μ}�^{1/2)} p = C_1

S^μ_p H^{(1)}μ (S_p /h) (β − iε_1 )^{1/2}(β − iγ)^μ

. (18)

KompleksnaØ faza

S_p = i [(Θ + iε)(β − iγ)]^{1/2} (19)

ne zavisit ot h i udovletvorØet uravneni¸ ffækonala (3), takße kak i S_b iz (17).

V qastnyh sluqaØh polucelyh μ funkcii HankelØ vyraßa¸tsØ qerez fflementarnye funkcii. Privedem zdes~ rexeniØ pri

μ = 1/2, μ = −1/2:

u^{(0)}_p = C_2 exp {iS_p/h} (β − iε_1)^{1/2}(β − iγ)^{1/2} ,

u^(�^{1)}_p = C_3 exp {iS_p /h} S_p √ β − iγ β − iε_1 , (20)

C_2, C_3 postoØnnye. �ti rexeniØ, kak i (16), ime¸t vid luqevyh

razloßeniæ, sostoØwih iz odnogo glavnogo qlena.

Issledovanie rexeniæ. Preßde vsego, pokaßem, qto rexenie

u_b (16) lokalizovano vblizi osi ox. Vydeliv vewestvennu¸ i

192 M. V. PEREL^, I. V. FIALKOVSKI` mnimu¸ qasti v kompleksnoæ faze S_b (17), i vvedØ oboznaqeniØ ~k = ( κ − 1 4κ ) , ~ω = √ ~k2 + 1, Δ_y = √ 2 ε^2_1 + β^2 ε_1(~k + ~ω) , (21)

poluqim iS_b = i(~kx − ~ωt) − y^2 Δ^2_y + i y^2 Δ^2_y · β ε_1

. (22)

Esli |β| ≪ ε_1, to rexenie u_b predstavlØet soboæ rasprostranØ¸wu¸sØ vdol~ osi ox volnu qastoty ω = ~ω/h, s volnovym qislom k = ~k/h, gaussovski spada¸wu¸ s udaleniem ot osi ox. Stepen~ lokalizacii vblizi osi ox opredelØetsØ parametrom √ hΔ_y .

Pri l¸byh koneqnyh β volna gaussovski lokalizovana vblizi osi ox, odnako stepen~ lokalizacii umen~xaetsØ s rostom β.

Naædem teper~ asimptotiqeskoe povedenie rexeniæ u^{(μ}�^{1/2)}p . Vse funkcii S_p, kak uße upominalos~, ne zavisØt ot μ. Pri bol~xih znaqeniØh |S_p|/h asimptotiki funkciæ HankelØ razliqa¸tsØ lix~ fazovym mnoßitelem, i asimptotika vseh rexeniæ semeæstva imeet vid

u^{(μ}�^{1/2)} p (x, y, t) ∼ C_3 S^μ�^{1/2} p exp {iS_p /h} (β − iε_1 )^{1/2}(β − iγ)^μ

, (23)

C_3 = C_1 √ 2/πe�^{iπμ/2}�^{iπ/4}. VyØsnim teper~, kak menØetsØ S_p pri izmenenii prostranstvennyh koordinat i vremeni.

Vydelim deæstvitel~nu¸ i mnimu¸ qast~ v podkorennom vyraßenii (19) iS_p = − [ γε + x^2 − t^2 + y^2 β^2 + γε_1 β^2 + ε^2_1 + + 2i ( √ γε(~ωt − ~kx) + y^2 β(ε_1 − γ) β^2 + ε^2_1 )]_{1/2} , (24)

zdes~ ~k, ~ω opredelØ¸tsØ formulami (21) esli sqitat~, qto κ = √ γ/4ε. Dokaßem teper~ grubu¸ ocenku, spravedlivu¸ pri l¸bom fiksirovannom t i pokazyva¸wu¸, s uqetom asimptotiki (23), qto l¸boe rexenie iz semeæstva (14) imeet koneqnu¸ ffnergi¸.

�KSPONENCIAL^NO LOKALIZOVANNYE REXENI˚ 193 Otmetim preßde vsego tot prostoæ fakt, qto esli a_1, a_2 vewe-

stvenny, to Re √ a_1 + ia_2 = ( (a_1 + √ a^2_1 + a^2 )/2 )_{1/2} . Ots¸da, Re √ a_1 + ia_2 ¿ √ a_1, esli a_1 ¿ 0

i, sledovatel~no,

| Re(iS_p )| ¿ [ γε + x^2 − t^2 + y^2 β^2 + γε_1 β^2 + ε^2_1 ]_{1/2} . (25)

Ocenka (25) pokazyvaet, qto pri dostatoqno bol~xih znaqeniØh prostranstvennyh koordinat i pri fiksirovannom vremeni primenima asimptotika funkcii HankelØ, i povedenie rexeniæ (18) opisyvaetsØ formuloæ (23). Pofftomu modul~ l¸bogo rexeniØ |u^{(μ}�^{1/2)}p | ffksponencial~no ubyvaet s rostom koordinat i, sledovatel~no, vsem fftim rexeniØm sootvetstvuet koneqnaØ ffnergiØ. Esli |t| 6 √γε, to ocenka verna pri l¸byh znaqeniØh prostranstvennyh koordinat.

Pokaßem teper~, qto pri nekotoryh ograniqeniØh na znaqeniØ x, y, t i nekotoryh sootnoxeniØh parametrov rexeniØ u^{(μ}�^{1/2)}p opisyva¸t gaussovski lokalizovannye pakety. Razloßim iS_p v rØd, sqitaØ, qto vse slagaemye pod kornem, soderßawie peremennye x, y, t, maly po sravneni¸ s εγ. OgraniqivaØs~ kvadratiqnymi qlenami po x, y, t, naædem iS_p ∼ i(~kx − ~ωt) − √ γε − (x − vt)^2 Δ^2_x − y^2 Δ^2_y

, (26)

gde v – gruppovaØ skorost~ v = d~ω/d~k = ~k/~ω, a

Δ_x = √ 2κε ~ω , Δ_y = √ ε_1 κ . (27)

Napomnim, qto κ = √γ/4ε.

Uslovie √γε = 2κε ≫ h pozvolØet pol~zovat~sØ asimptotikoæ funkcii HankelØ v (18) vne zavisimosti ot znaqeniæ x, y i t. Oblast~ primenimosti formuly (26), odnako, ograniqena ne oqen~ bol~ximi znaqeniØmi x, y, t, no pri nekotoryh znaqeniØh parametrov κ, ε, ε_1 ffta oblast~ moßet byt~ bol~xe, qem “xiriny” paketa √ hΔ_x, √ hΔ_y . Pri fftom vse rexeniØ semeæstva

194 M. V. PEREL^, I. V. FIALKOVSKI`

u^{(μ}�^{1/2)}

p gaussovski lokalizovany vblizi toqki, beguweæ vdol~ osi ox s gruppovoæ skorost~¸ v.

Podobnoe povedenie rexeniæ vozmoßno pri opredelennom sootnoxenii vseh parametrov zadaqi, kotoroe my ne budem vypisyvat~ v obwem sluqae, qtoby ne zagromoßdat~ izloßenie, a privedem pozße, kogda budem obsußdat~ naibolee interesnyæ qastnyæ sluqaæ.

Na ris. 1 predstavlena vewestvennaØ qast~ u^{(0)}p (20) v uslovnyh edinicah pri t = 0 a) i pri t = 10 b) dlØ sluqaØ h = 0.3,

ε = 10 i κ = 1.

Ris. 1a.

Ris. 1b.

�KSPONENCIAL^NO LOKALIZOVANNYE REXENI˚ 195

Prostoæ primer gaussovskogo paketa. Interesnoe rexenie

uravneniØ Kleæna–Gordona (2) moßet byt~ poluqeno iz (1) pri

ε_1 = γ ≡ 4κ^2ε. Togda rexenie u^(�^{1)}_p okazyvaetsØ zavisØwim liw~

ot odnoæ peremennoæ S_p , i s toqnost~¸ do postoØnnogo mnoßitelØ imeem

u^(�^{1)}_p = C_p e^{iSp /h} S_p . (28)

Faza S_p v fftom sluqae vyraßaetsØ sledu¸weæ formuloæ

S_p = i √ b^2 + x^2 + y^2 − t^2 + 2ib(~ωt − ~kx) = = i √ (x − ib~k)^2 + y^2 − (t − ib~ω)^2, (29)

gde b = √γε ≡ 2κε, ~k vyraßaetsØ qerez κ, kak pokazano v (21), no udobnee sqitat~ nezavisimymi sami parametry ~k i b, ~ω = √ ~k2 + 1.

Formula (26) daet asimptotiku S_p , priqem Δ_x = √ b/~ω, Δ_y = √ 2b. Privedem zdes~ usloviØ ee primenimosti. Razloßenie (29) v rØd vozmoßno, esli x ≪ b, y ≪ b, t ≪ b, t ≪ b/~ω,

x ≪ b/~k. Poskol~ku ~ω ¿ 1, bolee ßestkimi ØvlØ¸tsØ usloviØ t ≪ b/~ω, x ≪ min(b, b/~k). Vyraßenie (29) pozvolØet utverßdat~,

qto rexenie gaussovski sosredotoqeno okolo beguweæ s gruppovoæ skorost~¸ toqki, esli prodol~nyæ i popereqnyæ “razmery” √ hΔ_x, √ hΔ_y, a takße vremennoæ “razmer” paketa √ hΔ_x/v mno-

go men~xe, qem oblast~ primenimosti vyraßeniØ (29), a imenno √ hb ~ω ≪ min(b, b/~k), √ 2hb ≪ b, √ hb/~k ≪ b/~ω. Naibolee ßestkoe iz poluqennyh usloviæ imeet vid h ≪ b ~k2 ~ω^2 . (30)

Sluqaæ treh prostranstvennyh izmereniæ. Vse vyxeizlo-

ßennoe moßno obobwit~ na sluqaæ treh i bolee prostranstvennyh peremennyh. My privedem zdes~ rezul~taty dlØ treh prostranstvennyh peremennyh i sravnim poluqennye rexeniØ s rexeniØmi, naædennymi v [7]. ObratimsØ k uravneni¸

h^2 (u_{tt} − u_{xx} − u_{yy} − u_{zz} ) + u = 0, h = const. (31)

196 M. V. PEREL^, I. V. FIALKOVSKI` Pri postroenii lokalizovannyh rexeniæ budem opirat~sØ na lokalizovannye rexeniØ qetyrehmernogo volnovogo uravneniØ ϕ_{tt} − ϕ_{xx} − ϕ_{yy} − ϕ_{zz} − ϕ_{z1z1} = 0. (32) Osesimmetriqnye gaussovskie puqki dlØ fftogo uravneniØ opisyva¸tsØ vyraßeniem ϕ_b(x, y, z, z_1, t, q) = exp {iqΘ_1} (β − iε_1)(β − iε_2)^{1/2}

. (33)

V otliqie ot (6) zdes~

Θ_1 = x − t + y^2 β − iε_1 + z^2 β − iε_1 + z^2_1 β − iε_2 , β = x + t. (34)

Takße, kak ffto bylo sdelano vyxe, obobwennye gaussovskie volnovye pakety dlØ volnovogo uravneniØ (32) budem stroit~ s pomow~¸ vesovoæ funkcii (8) iz gaussovskih puqkov po formule, analogiqnoæ (7). Zatem voz~mem preobrazovanie Fur~e u(x, y, z, t) = 1_∫ �1^{dz ϕ(x, y, z, z1, t) e} iz1/h (35) ot pravoæ i levoæ qasteæ formuly analogiqnoæ (7). Pri fftom naædem rexeniØ tipa gaussovskih qastic dlØ uravneniØ Kleæna– Gordona (31)

u^{(μ}�^{1/2)} p = C_4

S^μ_p H^{(1)}μ (S_p /h) (β − iε_1)(β − iγ)^μ , (36)

C_4 = const, gde S_p opredelØetsØ formuloæ (19), v kotoroæ teper~

Θ = x − t + y^2 β − iε_1 + z^2 β − iε_1 . (37)

Gaussovskie qasticy u^{(μ}�^{1/2)}p v trehmernom sluqae otliqa¸tsØ ot sootvetstvu¸wih rexeniæ v dvumernom sluqae (18) stepen~¸ mnoßitelØ β − iε_1 v znamenatele i dopolnitel~nym slagaemym, soderßawim peremennu¸ z v (37).

Rexenie

u^(�^{1)}_p = C_5 (β − iγ)^{1/2} (β − iε_1)S_p exp {i S_p /h} = C_5 exp {i S_p /h} (β − iε_1 ) (Θ + iε)^{1/2}

, (38)

�KSPONENCIAL^NO LOKALIZOVANNYE REXENI˚ 197 C_5 = const, bylo naædeno v rabote [7]. �to rexenie est~ gaussov-

skaØ qastica (36) pri μ = −1/2.

V trehmernom sluqae, kak i v dvumernom, imeetsØ rexenie, zavisØwee tol~ko ot S_p . �to u^(�^{3/2)}p , priqem nado poloßit~ ε_1 = γ,

u^(�^{3/2)} p = C_6

H^{(1)}_1 (iS_p /h) S_p , (39)

C_6 = const.

O nelineænyh uravneniØh Kleæna–Gordona. Privedennye

vyxe rassußdeniØ moßno ispol~zovat~ dlØ rexeniØ nelineænyh uravneniæ Kleæna–Gordona v dvumernom

h^2 (u_{tt} − u_{xx} − u_{yy}) + ϕ(u) = 0 (40)

i trehmernom sluqaØh

h^2 (u_{tt} − u_{xx} − u_{yy} − u_{zz} ) + ϕ(u) = 0. (41)

Budem razyskivat~ rexeniØ v vide u = F (s), s = S_p /h, togda dlØ F poluqim nelineænoe obyknovennoe differencial~noe uravne- nie F_{ss} + 2 s F_s + ϕ(F ) = 0 (42)

v sluqae (40) i F_{ss} + 3 s F_s + ϕ(F ) = 0

v sluqae (41).

My blagodarny professoru A. P. Kiselevu za interes k rabote i stimuliru¸wee obsußdenie.

Literatura

1. J. N. Brittingham, Focus wave modes in honogeneouns Maxwell equations: transverse electric mode. — J. Appl. Phys. 54, 1179 (1983).

2. A. P. Kiselev, — Radiophys. Quantum Electron 26, 755 (1983). 3. R. W. Ziolkowski, Localised transmission of electromagnetic enegry. — Phys. Rev.

A 39, 2005–2033 (1989).

4. P. L. Overfelt, Bessel–Gauss pulses. — Phys. Rev. A 44, 3941–3947 (1991). 5. H. E. Moses and R. T. Prosser, Acoustic and eletromagnetic bullets: derivation of new exact solutions of the acoustic and Maxwell’s equation. — J. Math. Phys. 33, 86 (1992).

198 M. V. PEREL^, I. V. FIALKOVSKI`

6. A. P. Kiselev, M. V. Perel, Highly localized solutions of the wave equation. J.

Math. Phys. 41(4), 1934–1955 (2000).

7. I. M. Besieres, A. M. Shaarawi, L. P. Ligthart, A note on dimension reduction and finite enbergy localized wave solutions to the Klein–Gordon and scalar wave equations. Part I: FMW-type. — J. Electromagn. Waves Appl. 14(5), 593–610 (2000).

8. R. W. Ziolkowski, Exact solutions of the wave equation with complex source location. — J. Appl. Phys. 26, 861-863 (1985).

9. A. M. Shaarawi, I. M. Besieres, R. W. Ziolkowski, A novel approach to synthesis of non-dispersive wave packet solutions to the Klein–Gordon and Dirak equations. — J. Appl. Phys. 31, 2510–2519 (1990).

10. R. Courant and D. Hilbert, Methods of Mathematical Physics. Vol. 2, Interscience, New York (1962).

11. V. P. Maslov, Kompleksnyæ metod VKB v nelineænyh uravneniØh. Nauka, Moskva (1977).

12. A. F. Nikiforov, V. B. Uvarov, Special~nye funkcii matematiqekskoæ

fiziki. Nauka, M. (1962).

Perel M. V., Fialkovsky I. V. Exponentially localized solutions to the Klein–Gordon equation.

Explicit exponentially localized packet-like solutions to the Klein– Gordon equation are presented for the cases of two and three spacial variables. The approach is based on complex ray theory. The nonlinear Klein–Gordon equation is reduced to simple ordinary differential equation of complex solution of the eikonal equation.

Postupilo 20 aprelØ 2000 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet