Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 275, 2001 g.

M. M. Popov

ASIMPTOTIKA VOLNOVOGO POL˚ V OKRESTNOSTI OSI SIMMETRII TRANSVERSAL^NO IZOTROPNO` ODNORODNO` SREDY

PosvØwaetsØ ¸bile¸ VasiliØ Mihaæloviqa Babiqa Vvedenie

NastoØwaØ stat~Ø ØvlØetsØ prodolßeniem raboty [1] i posvØwena postroeni¸ vysokoqastotnoæ asimptotiki volnovogo polØ v okrestnosti osi simmetrii transversal~no izotropnoæ

(TI) odnorodnoæ sredy, vozbußdaemogo sosredotoqennoæ i na-

pravlennoæ perpendikulØrno fftoæ osi siloæ.

Kak izvestno, sm., naprimer, [2, 3] skorosti SV i SH voln v napravlenii osi simmetrii TI sredy sovpada¸t, a sootvetstvu- ¸wie poverhnosti medlennosti kasa¸tsØ. Luqevoæ metod v fftom sluqae stalkivaetsØ s toæ trudnost~¸, qto sobstvennye vektory (ili vektora polØrizacii SV i SH voln) terØ¸t gladkost~, hotØ sobstvennye znaqeniØ i osta¸tsØ gladkimi. Voznika¸waØ problema postroeniØ vysokoqastotnoæ asimptotiki volnovogo polØ poluqila nazvanie “kiss singularity” i rassmatrivalas~ v rØde rabot, sm. [2, 4, 5] i privedennye tam ssylki.

V stat~e [1] poluqena asimptotika SH volny v okrestnosti osi simmetrii, i dlØ polnogo opisaniØ kiss singularity ostaetsØ poluqit~ vklad, davaemyæ SV-volnoæ, kotoraØ rasprostranØetsØ vdol~ osi s toæ ße skorost~¸, qto i SH. �tomu i posvØwena dannaØ rabota.

V §1 formuliruetsØ rassmatrivaemaØ zadaqa, privoditsØ glavnyæ qlen vysokoqastotnoæ asimptotiki volnovogo polØ v okrestnosti osi, opisyva¸wiæ kiss singularity, i daetsØ ego fiziqeskaØ interpretaciØ. V §2 opisyva¸tsØ osnovnye punkty is-

Rabota podderßana grantom RFFI 99-01-00107. 199

200 M. M. POPOV

pol~zuemoæ matematiqeskoæ tehniki, kotoraØ, po suwestvu, povtorØet tehniku raboty [1].

Otmetim v zakl¸qenie, qto poluqennye nami rezul~taty ne vsegda soglasu¸tsØ s rabotoæ [4]. Naibolee blizkie k naxim rezul~taty ime¸tsØ v stat~e [5], odnako, est~ i suwestvennoe otliqie, kotoroe sostoit v sledu¸wem. V rabote Buhvalda 1959 g. [6] bylo ukazano, qto iz sistemy uravneniæ dlØ TI odnorodnoæ sredy moßet byt~ otwepleno odno skalØrnoe uravnenie (uravnenie Gel~mgol~ca), kotoromu udovletvorØet nekotoraØ kombinaciØ iz qastnyh proizvodnyh ot dvuh koordinat vektora smeweniØ. Esli dalee naædeno nußnoe rexenie fftogo skalØrnogo uravneniØ, to my prihodim k odnomu uravneni¸ v qastnyh proizvodnyh otnositel~no dvuh neizvestnyh funkciæ, a imenno, upomØnutyh vyxe dvuh koordinat vektora smeweniØ. ˚sno, qto zadaqa vosstanovleniØ fftih dvuh funkciæ po odnomu uravneni¸ ØvlØetsØ neodnoznaqnoæ i trebuet dopolnitel~nyh usloviæ. V citiruemoæ rabote [5] predlagaetsØ i ispol~zuetsØ nekotoryæ sposob vosstanovleniØ koordinat vektora smeweniØ, no ostaetsØ neØsnym naskol~ko on pravilen.

Ispol~zuemyæ nami podhod opiraetsØ na klassiqeskiæ metod Fur~e dlØ sistem uravneniæ s postoØnnymi kofffficientami i ne soderßit ukazannyh vyxe neodnoznaqnyh priemov.

§1. Formulirovka zadaqi i osnovnoæ rezul~tat

Rassmotrim odnorodnu¸, transversal~no izotropnu¸ sredu s os~¸ simmetrii, sovpada¸weæ s os~¸ x_3 dekartovoæ sistemy koordinat x_1, x_2, x_3. Vremennu¸ zavisimost~ volnovogo polØ vydelim v vide exp(−iωt), a sootvetstvu¸wiæ stacionarnyæ vektor smeweniØ oboznaqim qerez ⃗U (⃗x; ω) = (U_1, U_2, U_3). UravneniØ uprugosti dlØ ⃗U (⃗x; ω) pri naliqii sosredotoqennoæ sily, napravlennoæ vdol~ osi x_1, priobreta¸t vid ρ(−iω)^2U_m − c_{mjkl} ∂^2U_k ∂x_j∂x_l = 1 2π δ_{m1}δ(⃗x), m = 1, 2, 3, (1.1)

gde ρ – plotnost~, c_{mjkl} – uprugie postoØnnye, δ_{m1} – simvol Kronekera i δ(⃗x) = δ(x_1)δ(x_2)δ(x_3) – trehmernaØ δ-funkciØ. K uravneniØm (1.1) sleduet dobavit~ usloviØ izluqeniØ, obespeqiva- ¸wie otsutstvie voln, prihodØwih iz beskoneqnosti.

ASIMPTOTIKA VOLNOVOGO POL˚ 201

V dal~neæxem rexenie uravneniØ (1.1) stroitsØ v vide integrala Fur~e ⃗U (⃗x; ω) = +∞ ∫ ∫ ∫ −∞ dα_1 dα_2 dα_3 · ⃗u(⃗α; ω) exp(ix_kα_k), (1.2)

gde α_1, α_2, α_3 – dvoæstvennye peremennye k x_1, x_2, x_3, sootvetstvenno. Vektor-funkciØ ⃗u(⃗α; ω) ØvlØetsØ rexeniem lineænoæ algebraiqeskoæ sistemy M_{mk}u_k ≡ ( A_{mk} − ρω^2δ_{mk} ) u_k = ( 1 2π )_4 δ_{m1}, m = 1, 2, 3, (1.3)

v kotoroæ simmetriqnaØ, poloßitel~no opredelennaØ matrica A imeet vid A_{mk} = c_{mjkl}α_jα_l, m, k = 1, 2, 3. (1.4) NahoditsØ vektor ⃗u(⃗α; ω) iz sistemy uravneniæ (1.3) obraweniem simmetriqnoæ matricy M = A − ρω^2E, gde E – ediniqnaØ matrica 3 × 3.

DlØ sluqaØ rassmatrivaemoæ nami transversal~no izotropnoæ sredy s os~¸ simmetrii, napravlennoæ vdol~ osi x_3, fflementy matrica A imeet vid^1

A_{11} = c_{11}α^2_1 + c_{66}α^2 + c_{44}α^2_3

A_{22} = c_{66}α^2_1 + c_{11}α^2 + c_{44}α^2_3

A_{33} = c_{44}(α^2_1 + α^2) + c_{33}α^2_3

A_{12} = 1 2 (c_{11} + c_{12})α_1α_2

A_{13} = (c_{13} + c_{44})α_1α_3

A_{23} = (c_{13} + c_{44})α_2α_3,

(1.5)

gde c_{ik} uprugie postoØnnye, harakterizu¸wie TI sredu. Zdes~ ispol~zovany tradicionnye oboznaqeniØ, sm. [3, 4].

My budem rassmatrivat~ dalee volnovoe pole v okrestnosti osi simmetrii, rasprostranØ¸weesØ v poloßitel~nom napravlenii osi x_3. DlØ opisaniØ osnovnogo rezul~tata nam potrebu¸tsØ privodimye niße dopolnitel~nye oboznaqeniØ i vspomogatel~nye rezul~taty.

1K soßaleni¸, v rabote [1] v fftih formulah ime¸tsØ opeqatki.

202 M. M. POPOV

Oboznaqim qerez λ_j, ⃗ξ_j , j = 1, 2, 3, sootvetstvenno sobstvennye znaqeniØ i sobstvennye vektora matricy M . Opredelim poverhnosti medlennosti v prostranstve α_1, α_2, α_3 uravneniØmi

λ_j (α_1, α_2, α_3; ω) = 0, j = 1, 2, 3. (1.6)

UslovimsØ sqitat~, qto λ_1 sootvetstvuet kvazi P volne, kotoru¸ my dalee rassmatrivat~ ne budem, λ_2 sootvetstvuet SV volne, a

λ_3 – SH volne. S cel~¸ iskl¸qit~ krugovu¸ qastotu ω iz urav-

neniæ (1.6) i uqityvaØ simmetri¸ poverhnosteæ medlennosti, poloßim

α_1 = ωp cos χ, 0 6 χ 6 2π,

α_2 = ωp sin χ, 0 6 p < +∞, (1.7)

α_3 = ω^α_3.

Podstavim dalee (1.7) v uravneniØ (1.6) i rexim poslednie otnositel~no ^α_{3j} = ^α_{3j}(p^2) pri malyh p, t.e. v vide razloßeniØ po stepenØm p. V rezul~tate poluqim

^α_{3j}(p^2) = ^α_{3j}(0) + 1 2 β_j p^2 + O(p^4), (1.8)

gde veliqina β_j imeet smysl krivizny poverhnosti medlennosti, kotoraØ est~ poverhnost~ vraweniØ vokrug osi α_3, v toqke

α_1 = α_2 = 0. Ispol~zuØ izvestnye, sm., naprimer, [3, 4], formuly

dlØ sobstvennyh znaqeniæ matricy A ili M , nahodim, qto dlØ sluqaØ SH voln (j = 3)

^α_{33}(0) = √ ρ c_{44}

; β_3 = − c_{66} √ ρ c_{44}

. (1.9)

DlØ sluqaØ SV voln (j = 2) poluqaem

^α_{32}(0) = √ ρ c_{44}

; β_2 =

(c_{13} + c_{44})^2 − c_{11}(c_{33} − c_{44}) √ ρ c_{44} (c_{33} − c_{44})

. (1.10)

Takim obrazom, poverhnosti medlennosti dlØ SH i SV voln kasa- ¸tsØ na osi α_3, no ime¸t raznye krivizny kak po veliqine, tak, voobwe govorØ, i po znaku. Imenno veliqiny (1.9) i (1.10) vhodØt v glavnyæ qlen asimptotiki volnovogo polØ, opisyva¸wiæ

kiss singularity.

ASIMPTOTIKA VOLNOVOGO POL˚ 203

Dalee, toqku nabl¸deniØ budem opisyvat~ sferiqeskimi koordinatami s, ϑ, φ

x_1 = s sin ϑ cos φ, 0 6 s < +∞,

x_2 = s sin ϑ sin φ, 0 6 ϑ 6 π, (1.11)

x_3 = s cos ϑ, 0 6 φ 6 2π.

Podqerknem, qto vektor smeweniØ popreßnemu ostaetsØ zadannym v bazise ishodnoæ dekartovoæ sistemy koordinat x_1, x_2, x_3, no pri fftom koordinaty vektora smeweniØ budut rassmatrivat~- sØ kak funkcii sferiqeskih koordinat s, ϑ, φ.

Asimptotika volnovogo polØ v okrestnosti osi ϑ = 0 nahoditsØ na bol~xih rasstoØniØh ot istoqnika s = 0 v terminah qisla dlin voln, t.e. ωs → ∞, i pri uslovii qto θ ≡ √ ωs sin ϑ = O(1) pri ωs → ∞. (1.12)

�to uslovie dopuskaet, oqevidno, obrawenie ϑ v nul~ i vydelØet nekotoru¸ okrestnost~ osi simmetrii rassmatrivaemoæ TI sredy. Kak okazyvaetsØ, vne fftoæ okrestnosti moßno ispol~zovat~ klassiqeskie luqevye formuly, po kraæneæ mere dlØ SH volny.

Niße my privodim glavnyæ qlen asimptotiki vektora smeweniØ ⃗U (⃗x; ω) v okrestnosti osi simmetrii x_3, opredelØemoæ usloviem (1.12) i opisyva¸weæ kiss singularity. Pri fftom my budem dlØ opredelennosti sqitat~, qto β_3 < 0, a β_2 > 0 v formulah (1.9) i (1.10), odnako, ffto predpoloßenie ne ØvlØetsØ suwestvennym dlØ vyvoda okonqatel~nyh formul.

Vektor smeweniØ ⃗U (⃗x; ω) ≡ ⃗U (s, ϑ, φ; ω) predstavlØetsØ v vide dvuh slagaemyh ⃗U (s, ϑ, φ; ω) = ⃗U^{(SV)}(s, ϑ, φ; ω) + ⃗U^{(SH)}(s, ϑ, φ; ω), (1.13) iz kotoryh pervoe opisyvaet vklad ot SV volny, a vtoroe – ot SH volny. Glavnyæ qlen asimptotiki SV voln imeet vid

⃗U^{(SV)} ≃ cos^2 φ 1 2 sin 2φ 0 exp { i [ T (ω, s, ϑ) +^1_{2−β2} θ^2 ]} 8π^2 √ ρc_{44} − β_2s +

+ cos 2φ sin 2φ 0 i exp { iT (ω, s, ϑ) } 8π^2 √ ρc_{44} θ^2s [ exp ( i 1 2 − β_2 θ^2 ) − 1 ] . (1.14)

204 M. M. POPOV

Glavnyæ qlen asimptotiki SH volny opisyvaetsØ sledu¸wim vyraßeniem

⃗U^{(SH)} ≃ sin^2 φ −^1_2 sin 2φ 0 exp { i [ T (ω, s, ϑ) −^1_{2β3} θ^2 ]} 8π^2c_{66} · s −

− cos 2φ sin 2φ 0 i exp { iT (ω, s, ϑ) } 8π^2 √ ρc_{44} θ^2s [ exp ( −i 1 2β_3 θ^2 ) −1 ] . (1.15)

V fftih formulah dopolnitel~no oboznaqeno T (ω, s, ϑ) = ( ωs − 1 2 θ^2 )√ ρ c_{44}

. (1.16)

ObratimsØ dalee k analizu poluqennyh formul.

1. Podqerknem preßde vsego, qto oba slagaemyh vektora v ka-

ßdom iz vyraßeniæ (1.14) i (1.15) ØvlØ¸tsØ veliqinami odnogo porØdka v rassmatrivaemoæ okrestnosti (1.12) osi simmetrii. V toqnosti na osi ϑ = 0 oni da¸t

⃗U^{(SV)} ≃ exp ( iωx_3 √_ρ c44 ) 16π^2 √ ρc_{44} − β_2x_3 1 0 0 ;

⃗U^{(SH)} ≃ exp ( iωx_3 √_ρ c44 ) 16π^2c_{66} x_3 1 0 0 (1.17)

i tem samym oba ⃗U^{(SV)} i ⃗U^{(SH)} ne ime¸t tam singulØrnosteæ.

2. Kaßdyæ iz fftih slagaemyh vektorov v (1.14) i (1.15), ras-

smotrennyæ v otdel~nosti, ne ØvlØetsØ gladkoæ funkcieæ na osi

ϑ = 0. Deæstvitel~no, vozvrawaØs~ ot sferiqeskih koordinat

(1.11) k dekartovym, poluqaem, naprimer,

cos φ = x_1 √ x^2_1 + x^2

, sin φ = x_2 √ x^2_1 + x^2 , t.e. ffti funkcii, kak funkcii dvuh peremennyh x_1, x_2, ne ØvlØ¸tsØ nepreryvnymi na osi x_1 = x_2 = 0. Takim obrazom, koordinaty vektorov polØrizacii ne differenciruemy pri x_1 = x_2 = 0. Odnako, v celom, kak vyraßenie (1.14) tak i (1.15) ØvlØetsØ uße

ASIMPTOTIKA VOLNOVOGO POL˚ 205

gladkoæ funkcieæ na osi simmetrii TI sredy. Qtoby ubedit~- sØ v fftom dostatoqno, sqitaØ θ malym, razloßit~ ffksponenty

po stepenØm θ^2 i uqest~, qto sin^2 ϑ = x^{21} + x^2

x^2_1 + x^2 + x^2_3

. Vektor sme-

weniØ ⃗U (s, ϑ, φ; ω), opisyvaemyæ formulami (1.13)–(1.16), takim obrazom, ØvlØetsØ gladkoæ funkcieæ na osi simmetrii za iskl¸qeniem, razumeetsØ, naqala koordinat s = 0, (napomnim, qto asimptotika poluqena pri ωs → ∞).

3. Obratim vnimanie, qto vtoroe slagaemoe v (1.14) i (1.15), so-

derßawee θ^2 v znamenatele, ne imeet singulØrnosti na osi ϑ = 0 za sqet prisutstviØ v fftih formulah “volny” s ploskim volnovym frontom, rasprostranØ¸weæsØ v poloßitel~nom napravlenii osi x_3. Deæstvitel~no, vozvrawaØs~ v ravenstve (1.16) dlØ T k dekartovym koordinatam, poluqaem T = ω √ ρ c_{44} x_3 [ 1 + O ( (x^2_1 + x^2) x^4_3 )]

i, sledovatel~no, v okrestnosti osi exp ( iT (ω, s, ϑ) ) ≃ exp ( iω √ ρ c_{44} x_3 ) . Slagaemoe, soderßawee tol~ko fftu ffksponentu, opisyvaet “volnu” s ploskim volnovym frontom, beguwu¸ vdol~ x_3. Odnako, pri malyh θ ee nel~zØ rassmatrivat~ izolirovanno v formulah (1.14) i (1.15).

4. Predpoloßim teper~, qto θ ¿ const > 0 i naqinaet rasti.

V fftom sluqae fftu “volnu” moßno rassmatrivat~ otdel~no. Poskol~ku ona vhodit v formuly (1.14) i (1.15) s raznymi znakami, to v summarnom pole (1.13) ona isqezaet, i na fftom osnovanii ee moßno nazvat~ fiktivnoæ. Zametim, qto prisutstvie takoæ izolirovannoæ volny s ploskim frontom v summarnom volnovom pole protivoreqilo by principu priqinnosti. Dalee, v rassmatrivaemom sluqae moßno prosledit~, qto pervoe slagaemoe v (1.14) i (1.15) sxivaetsØ s glavnym qlenom luqevogo rØda dlØ SV i SH voln, a ostavxeesØ vtoroe slagaemoe so vtorym qlenom luqevogo rØda. Naibolee prosto ffto nabl¸dat~ v sluqae SH voln, sm. dlØ fftogo luqevye formuly dlØ SH voln, privedennye v rabotah [7, 1].

206 M. M. POPOV

§2. O matematiqeskoæ tehnike rexeniØ zadaqi

Kak uße otmeqalos~, tehnika rexeniØ rassmatrivaemoæ zadaqi osnovyvaetsØ na klassiqeskom metode Fur~e i moßet byt~ uslovno razdelena na neskol~ko fftapov.

Vnaqale iskomoe rexenie stroitsØ v vide integrala Fur~e (1.2), v kotorom koordinaty vektora ⃗u(⃗α; ω) ØvlØ¸tsØ racional~- nymi drobØmi po peremennym α_1, α_2, α_3 i ime¸t tol~ko prostye pol¸sa. Zdes~ my predpolagaem, qto v rassmatrivaemoæ TI srede skorosti kvazi P i SV voln vsegda razliqny. Zatem vnutrenniæ integral po α_3 vyqislØetsØ s pomow~¸ teoremy o vyqetah, a voznika¸wie dvukratnye integraly udaetsØ neskol~- ko uprostit~, pol~zuØs~ simmetrieæ TI sredy. Zatem nahoditsØ asimptotika fftih dvoænyh integralov, kogda toqka nabl¸deniØ nahoditsØ vblizi ot osi simmetrii na bol~xom rasstoØnii (v terminah qisla dlin voln) ot istoqnika, t.e. pri uslovii (1.12). Na zakl¸qitel~nom fftape pokazyvaetsØ, qto voznika¸wie sperva pri vyqislenii asimptotiki special~nye funkcii vyraßa- ¸tsØ v deæstvitel~nosti qerez fflementarnye funkcii, qto privodit k formulam (1.13)–(1.16). Na nekotoryh fftapah vyqisleniØ okazyva¸tsØ dovol~no gromozdkimi, i my ih opustim, a dlØ kontrolØ privedem lix~ osnovnye rezul~taty.

1. Matricu M^{−1}, obratnu¸ k osnovnoæ matrice M sistemy

(1.3), predstavim spektral~nym razloßeniem

M^{−1}⃗h = 3∑ j=1 (⃗ ξ_j,⃗h ) λ_j | | ⃗ξ_j | |^2

⃗ξ_j , (2.1)

gde, kak obyqno, (⃗ ξ_j ,⃗h ) oznaqaet skalØrnoe proizvedenie, a pod vektorom ⃗h budem ponimat~ stolbec svobodnyh qlenov v (1.3). Oqevidno, qto slagaemoe v (2.1), sootvetstvu¸wee SH volne, ØvlØetsØ racional~noæ drob~¸ po peremennym α_1, α_2, α_3. Odnako, ffto uße ne tak v otnoxenii dvuh drugih slagaemyh, poskol~ku i sobstvennye znaqeniØ i sobstvennye vektory soderßat radikaly, sm., naprimer, [3]. Tem ne menee ih summa obØzana byt~ racional~noæ drob~¸, poskol~ku fflementy M^{−1} est~ drobno racional~nye funkcii. Opredelim vektor ⃗u(⃗α; ω) v integrale

ASIMPTOTIKA VOLNOVOGO POL˚ 207

Fur~e (1.2) ravenstvom ⃗u(⃗α; ω) = M^{−1}⃗h − (⃗ ξ_3,⃗h ) λ_3 | | ⃗ξ_3 | |^2

⃗ξ_3 =^2 ∑ j=1 (⃗ ξ_j,⃗h ) λ_j | | ⃗ξ_j | |^2

⃗ξ_j . (2.2)

˚sno, qto pri fftom vektor smeweniØ ⃗U (⃗x; ω) soderßit kak SV tak i kvazi P volny.

Koordinaty vektora ⃗u(⃗α; ω) ime¸t vid

u_1 = 1 (2π)^4 c_{44}(α^2_1 + α^2) + c_{33}α^2_3 − ρω^2 Λ α^2_1 α^2_1 + α^2 , u_2 = 1 (2π)^4 c_{44}(α^2_1 + α^2) + c_{33}α^2_3 − ρω^2 Λ α_1α_2 α^2_1 + α^2 , u_3 = −1 (2π)^4 c_{13} + c_{44} Λ α_1α_2

(2.3)

v kotoryh Λ opredelØetsØ sledu¸wim ravenstvom Λ = [ c_{11}(α^2_1 + α^2) + c_{44}α^2_3 − ρω^2 ][ c_{44}(α^2_1 + α^2) + c_{33}α^2_3 − ρω^2 ] − − ( c_{13} + c_{44}

)_2

α^2_3 ( α^2_1 + α^2 ) . (2.4)

2. Vnutrenniæ integral po α3 v (1.2) vyqislØem s pomow~¸ te-

oremy o vyqetah. My rassmatrivaem volnovoe pole, rasprostranØ¸weesØ vdol~ poloßitel~nogo napravleniØ osi x_3, togda kontur integrirovaniØ zamykaetsØ v verhneæ poluploskosti

Im α_3 > 0. Vklad v integral da¸t dva prostyh pol¸sa v toqkah α^+_{31} i α^+_{32}, kotorye pri slegka kompleksnyh ω nahodØtsØ v verh-

neæ poluploskosti Im α_3 > 0, podrobnee sm. [1]. �ti dva pol¸sa otveqa¸t sootvetstvenno kvazi P i SV volnam. Dalee my rassmatrivaem tol~ko SV volnu i opisyva¸wiæ ee vektor smeweniØ oboznaqaem ⃗U^{(SV)}. V poluqivxihsØ dvoænyh integralah po α_1 i

α_2 perehodim k polØrnym koordinatam (1.7) i vmesto dekarto-

vyh koordinat x_1, x_2, x_3 vvodim sferiqeskie s, ϑ, φ (1.11). Posle fftogo integraly udaetsØ neskol~ko uprostit~, iskl¸qiv uglovu¸ koordinatu φ iz pod znaka integrala. Prodemonstriruem ffto na sledu¸wem primere.

Koordinata U^{(SV)}_1 vektora smeweniØ ⃗U^{(SV)} soderßit integral I = ∫_{2π} 0 cos^2 χ exp [ iωs sin ϑp cos(φ − χ) ] dχ. Posle zameny peremennoæ integrirovaniØ φ − χ = y, oqevidnyh trigonometriqeskih

208 M. M. POPOV

preobrazovaniæ i integrirovaniØ po qastØm poluqaem

I = cos^2 φ 2π∫ 0 exp(μ cos y)dy + sin^2 φ − cos^2 φ μ 2π∫ 0 exp(μ cos y) · cos y dy,

gde oboznaqeno μ = iωs sin ϑ · p.

3. S toqki zreniØ poluqeniØ asimptotiki pri uslovii (1.12)

vse voznikxie integraly ime¸t shoßu¸ strukturu, analogiqnu¸ integralu I_2 iz stat~i [1]. Ih moßno opisat~ v vide ∞∫ 0 dp 2π∫ 0 dχR(p, χ) exp { iωs [ p sin ϑ cos χ + cos ϑ^α^+_{32}(p^2) ]} , (2.5)

gde medlenno menØ¸waØsØ funkciØ R(p, χ) okazyvaetsØ raznoæ dlØ raznyh koordinat vektora smeweniØ ⃗U^{(SV)}, a bystro oscilliru¸waØ ffksponenta odna i ta ße. Napomnim, qto ^α^+_{32}(p^2) v (2.5) est~ koren~ znamenatelØ Λ = 0 v ravenstvah (2.3), sootvetstvu- ¸wiæ SV volne.

Pri uslovii (1.12) tol~ko integral po p v (2.5) sohranØet bystro oscilliru¸wu¸ ffksponentu, i imenno on vyqislØetsØ po metodu stacionarnoæ fazy. Iz ravenstv (1.8), (1.10) vytekaet,

qto ∂∂p ^α^+_{32}(p^2) = 0 pri p = 0, no vtoraØ proizvodnaØ po p pri fftom

otliqna ot nulØ. �to znaqit, qto rassmatrivaemyæ integral imeet nevyroßdennu¸ stacionarnu¸ toqku p = 0 i suwestvennaØ oblast~ integrirovaniØ opredelØetsØ usloviem √ ωs p = O(1). Tak kak stacionarnaØ toqka leßit na konce promeßutka integrirovaniØ, ffto vedet k poØvleni¸ integralov FrenelØ v asimptotike integrala po p v (2.5).

Dalee v sootvetstvii s metodom stacionarnoæ fazy, sm., naprimer, [8], podintegral~nye funkcii v (2.5) dolßny byt~ razloßeny po stepenØm p. DlØ kontrolØ vyqisleniæ privedem razloßenie dlØ fazovoæ funkcii Φ(p, χ; ϑ) ≡ p sin ϑ cos χ+cos ϑ^α^+_{32}(p^2): ωsΦ(p, χ; ϑ) = ωs^α^+_{32}(0) − 1 2 θ^2 ^α^+_{32}(0) + √ ωs pθ cos χ+ +ωsp^2 1 2 β_2 + ωsO(p^4) + O(p^2).

(2.6)

ASIMPTOTIKA VOLNOVOGO POL˚ 209

Sootvetstvenno dlØ koordinat vektora ⃗u^{(SV)}(⃗α; ω) poluqaem

u^{(SV)}_1 = 1 (2π)^4 iπ ω [ 1 √ ρ c_{44}

+ O(p^2) ] cos^2 χ,

u^{(SV)}_2 = 1 (2π)^4 iπ ω [ 1 √ ρ c_{44}

+ O(p^2) ] cos χ sin χ,

u^{(SV)}_3 = 1 (2π)^4 − iπ ω [ c_{13} + c_{44} c_{33} − c_{44} ( c_{44} ρ^3 )_{1/2} p^2 + O(p^4) ] cos χ sin χ.

(2.7)

4. Integraly FrenelØ, poØvlØ¸wiesØ v asimptotike integra-

lov po p, integriru¸tsØ zatem po peremennoæ χ, sm. (2.5), i rØd iz nih do konca vyqislØetsØ v fflementarnyh funkciØh. K nim otnosØtsØ te, kotorye ne soderßat mnoßitelem cos χ pered ffksponentoæ. Te ße iz nih, kotorye soderßat mnoßitel~ cos χ, privodØt k sledu¸weæ funkcii ot parametra θ

P (θ) = 2π∫ 0 dχ cos χ e^{ζ2} 0∫ −ζ e^{−ξ2} dξ; ζ = ie^{i ß4} θ cos χ √ 2β_2

, (2.8)

sm. takße (2.16), (2.17) iz raboty [1].

Pokaßem, qto P (θ) v (2.8) vyraßaetsØ qerez fflementarnye funkcii. DlØ fftogo vvedem v rassmotrenie sledu¸wu¸ funkci¸ ψ(y) = 2π∫ 0 dχ cos χ e^{y2 cos2 χ} y cos χ∫

0 e^{−ξ2} dξ. (2.9) Oqevidno, qto pri y = ie^{i ß}4^θ√_{2β2} ona sovpadaet s P (θ) v (2.8).

Lemma. DlØ funkcii ψ(y), opredelennoæ formuloæ (2.9), spraved-

livo sledu¸wee ravenstvo ψ(y) = π y ( e^{y2} − 1 ) . (2.10)

Dokazatel~stvo. Prodifferencirovav (2.9) po y, poluqim dψ dy = π + 2y 2π∫ 0 dχ cos^3 χ e^{y2 cos2 χ} y cos χ∫

0 e^{−ξ2} dξ.

210 M. M. POPOV

S drugoæ storony, prointegriruem po qastØm v (2.9), integriruØ cos χ i differenciruØ ostavxu¸sØ funkci¸. Poluqaem posledovatel~no:

ψ(y) = πy + 2y^2 2π∫ 0 dχ cos χ sin^2 χ exp ( y^2 cos^2 χ

)^{y cos χ}∫ 0 exp ( − ξ^2 ) dξ =

= πy + 2y^2 2π∫ 0 dχ cos χ ( 1 − cos^2 χ ) exp ( y^2 cos^2 χ

)^{y cos χ}∫ 0 exp ( − ξ^2 ) dξ =

= πy + 2y^2ψ(y) − 2y^2 2π∫ 0 dχ cos^3 χ exp ( y^2 cos^2 χ

)^{y cos χ}∫ 0 exp ( − ξ^2 ) dξ. SravnivaØ oba vyraßeniØ, poluqaem sledu¸wee differencial~noe uravnenie dlØ ψ(y)

yψ^′(y) + ψ(y)(1 − 2y^2) = 2πy,

obwee rexenie ψ_{ob} kotorogo imeet vid ψ_{ob} =^{const}_y e^{y2} −^π_y . Iz (2.9) imeem ψ_{(0)} = 0, t.e. ψ(y) est~ regulØrnoe v nule rexenie fftogo uravneniØ, no edinstvennoe regulØrnoe rexenie ego suwestvuet pri const = π. Sledovatel~no, imeet mesto ravenstvo (2.10).

Zakl¸qenie

Poluqennye v rabote formuly dlØ volnovogo polØ v okrestnosti osi simmetrii transversal~no izotropnoæ sredy, opisyva¸wie tak nazyvaemu¸ kiss singularity, ne soderßat special~- nyh funkciæ i okazyva¸tsØ dovol~no prostymi s analitiqeskoæ toqki zreniØ. Tem ne menee, oni ne predstavlØ¸t soboæ luqevogo razloßeniØ, po kraæneæ mere v tradicionnom ponimanii, sm. po fftomu povodu takße [4]. Granicy primenimosti fftih formul estestvenno poluqat~, sm. [9], putem sravneniØ pervogo, t.e. glavnogo qlena, so vtorym qlenom asimptotiqeskogo razloßeniØ.

Rezul~taty fftoæ raboty dokladyvalis~ na meßdunarodnoæ konferencii Day on Diffraction’2000, sm. [10].

Avtor gluboko blagodaren I. N. Witovu za mnogoqislennye konstruktivnye obsußdeniØ i I. I. Dzerßinskomu za okazannoe sodeæstvie v dokazatel~stve lemmy.

ASIMPTOTIKA VOLNOVOGO POL˚ 211

Literatura

1. M. M. Popov, Volny SH v odnorodnoæ transversal~no izotropnoæ srede, vozbußdaemye sosredotoqennoæ siloæ. — Zap. nauqn. semin. POMI 264 (2000), 285–298.

2. R. G. Payton, Elastic Wave Propagation in Transversely Isotropic Media. Martinus Nijhoff, The Hague (1983).

3. V. C̆erveny, I. A. Molotkov, I. Ps̆enc̆ik, Ray method in seismology. Universita Karlova, Praha (1977).

4. V. Vavryc̆uk, Properties of S waves near a kiss singularity: comparison of exact and ray solutions. — GJI 138 (1999), 581–589.

5. D. Gridin, Far-field asymptotics of the Green’s tensor for a transversely isotropic solid. — Proc. R. Soc. Lond. A 456 (2000), 571–591.

6. U. T. Buchwald, Elastic waves in anisotropic media. — Proc. R. Soc. Lond. A

253 (1959), 563–580.

7. V. Vavryc̆uk, K. Yomogida, SH-wave Green tensor for homogeneous transversely isotropic media by higher-order approximations in asymptotic ray theory. — Wave Motion 23 (1996), 83–93.

8. M. V. Fedor¸k, Metod perevala. Nauka, M. (1977).

9. M. M. Popov, C. Camerlynck, Second term of the ray series and validity of the ray theory. — JGR 101, No. B1 (1996), 817–826.

10. M. M. Popov, I. N. Stchitov, On the Green tersor for a transversely isotropic homogeneous medium. Day on Diffraction’2000, St-Petersburg 200, Programme and Abstract, p. 69.

Popov M. M. Asymptotics of the wave field in a vicinity of the axis of symmetry of a transversely isotropic homogeneous medium.

The asymptotic formulae for the wave field which describe the kiss singularity in a homogeneous transversely isotropic medium are obtained. Physical interpretation of the results is presented.

Postupilo 12 fevralØ 2001 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN