Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 275, 2001 g.

X. Sahaev OB ODNOM ANALOGE FORMULY GRINA I O EE PRILOȷENI˚H V �LEKTRODINAMIKE

PosvØwaetsØ ¸bile¸ VasiliØ Mihaæloviqa Babiqa

§1. Ob osnovnoæ formule teorii polØ

UravneniØ teorii polØ

rot ⃗u(x) = ⃗v(x), div ⃗u(x) = f(x) (1)

tesno svØzany s problemoæ obraweniØ operatorov, soderßawih v kaqestve odnogo iz slagaemyh laplasian. V svØzi s fftim predstavlØet interes poluqenie formuly tipa Grina, opredelØ¸- weæ vektor ⃗u(x) qerez f(x) i ⃗v(x) i graniqnye znaqeniØ fftogo vektora ⃗u(x).

Pust~ f(x), ⃗v(x) ∈ C^1(Ω), gde Ω ⊂ R^3 – ograniqennaØ oblast~ s gladkoæ graniceæ.

Teorema 1. Uslovie, neobhodimoe i dostatoqnoe dlØ togo, qtoby

vypolnØlis~ uravneniØ (1), sostoit v tom, qtoby vektor polØ predstavlØlsØ po formule

4π⃗u(x) = grad_x F (x) − rot_x⃗Φ(x), (2) gde F (x) = ∫ ∂Ω (⃗n, ⃗u ) |x − y| dS_y − ∫ Ω f(y) |x − y| dy,

⃗Φ(x) = ∫ ∂Ω [⃗n × ⃗u] |x − y| dS_y − ∫ Ω ⃗v(y) |x − y| dy ; (3)

zdes~ |x − y|^2 =^3 ∑ k=1 (x_k − y_k)^2. 212

OB ODNO` FORMULE TIPA FORMULY GRINA 213

Dokazatel~stvo. Neobhodimost~. Tak kak ⃗u(x) ∈ C^1(Ω), to spra-

vedlivo Δ ∫ Ω ⃗u(y) |x − y| dy = −4π⃗u(x). (4) Predstavim operator Laplasa v vektornoæ forme Δ = grad div −

−rot rot i Δ = div grad – v skalØrnoæ forme. I vyqislim

div_x ∫ Ω ⃗u(y) |x − y| dy = ∫ Ω div_x ⃗u(y) |x − y| dy = ∫ Ω ( ∇_x 1 |x − y| ⃗u(y) ) dy =

= − ∫ Ω ( ∇_y 1 |x − y| ⃗u(y) ) dy = − ∫ Ω div_y ⃗u(y) |x − y| dy + ∫ Ω div ⃗u(y) |x − y| dy =

= − ∫ ∂Ω (⃗n, ⃗u ) |x − y| dS_y + ∫ Ω f(y) |x − y| dy, t.e.

div_x ∫ Ω ⃗u(y) |x − y| dy = − ∫ ∂Ω (⃗n, ⃗u ) |x − y| dS_y + ∫ Ω f(y) |x − y| dy. (5) Analogiqno

rot_x ∫ Ω ⃗u(y) |x − y| dy = − ∫ ∂Ω [⃗n × ⃗u] |x − y| dS_y + ∫ Ω ⃗v(y) |x − y| dy. (6) Iz sootnoxeniæ (5), (6) legko poluqaetsØ (2), esli primenit~ operatory grad i rot , sootvetstvenno.

Dostatoqnost~. Iz predstavleniØ (2) opredelim div ⃗u. Imeem 4π div ⃗u(x) = div grad F (x) = = Δ ( ∫ ∂Ω (⃗n, ⃗u ) |x − y| dS_y − ∫ Ω f(y) |x − y| dy ) = −Δ ∫ Ω f(y) |x − y| dy = 4πf(x), t.e. div ⃗u(x) = f(x) – vtoroe uravnenie v (1) vypolneno.

Dalee

4πrot ⃗u(x) = −rot rot ⃗Φ = ( − grad div +Δ )⃗ Φ = = Δ ( ∫ ∂Ω [⃗n × ⃗u] |x − y| dS_y − ∫ Ω ⃗v(y) |x − y| dy ) − grad div ⃗Φ =

214 X. SAHAEV

= −Δ ∫ Ω ⃗v(y) |x − y| dy − grad θ = 4π⃗v(x) − grad θ, gde θ(x) = div ( ∫ ∂Ω [⃗n × ⃗u] |x − y| dS_y − ∫ Ω ⃗v(y) |x − y| dy ) =

= div ( ∫ Ω rot ⃗u − ⃗v |x − y| dy − ∫ Ω [ ∇_y 1 |x − y| , ⃗u ] dy ) =

= div ( ∫ Ω rot ⃗u − ⃗v |x − y| dy − rot ∫ Ω ⃗u(y) |x − y| dy ) = div ∫ Ω rot ⃗u − ⃗v |x − y| dy. Poloßiv rot ⃗u − ⃗v = ⃗w(y), naædem 4π ⃗w = − grad θ,

θ = div_x ∫ Ω ⃗w(y) |x − y| dy = ∫ Ω div_x ⃗w(y) |x − y| dy =

= ∫ Ω ( ∇_x 1 |x − y| , ⃗w(y) ) dy = − ∫ Ω ( ∇_y 1 |x − y| , ⃗w(y) ) dy =

= − ∫ Ω div_x ⃗w(y) |x − y| dy + ∫ Ω div ⃗w |x − y| dy. Tak kak div ⃗w = div rot ⃗u−div ⃗v = div ⃗v −div ⃗v = 0, to θ = ∫ ∂Ω (⃗n, ⃗w) |x−y| dSy. Takim obrazom, 4π ⃗w(x) = grad ∫ ∂Ω (⃗n, ⃗w) |x−y| dSy, otkuda v rezul~tate

predel~nogo perehoda pri x → η^0 ∈ ∂Ω poluqim dlØ χ = (⃗n, ⃗w) odnorodnoe integral~noe uravnenie

2πχ(η^0) = ∫ ∂Ω ∂ ∂n(η^0) 1 |η^0 − y| χ(y) dS_y . �to – integral~noe uravnenie odnorodnoæ vnexneæ zadaqi Neæmana, pofftomu χ ≡ 0, t.e. θ ≡ 0 i ots¸da sleduet, qto rot ⃗u−⃗v = 0.

Itak teorema 1 polnost~¸ dokazana.

Poluqennu¸ v rezul~tate dokazannoæ teoremy 1 formulu (2) v dal~neæxem budem nazyvat~ osnovnoæ formuloæ teorii polØ.

OB ODNO` FORMULE TIPA FORMULY GRINA 215

Zameqanie. IzuqaØ strukturu potencialov F (x) i^⃗Φ(x) po for-

mulam (3), zametim, qto moßno postavit~ dve kraevye zadaqi: pervaØ – kogda zadaetsØ [ ⃗n × ⃗u ]| ∂Ω= ⃗φ | |_{∂Ω}; vtoraØ – kogda zadaet- sØ ( ⃗n, ⃗u )| ∂Ω= g | |_{∂Ω}.

§2. Obobwenie osnovnoæ formuly teorii polØ

Formula (2) byla postroena na osnove fundamental~nogo rexeniØ uravneniØ Laplasa ε(x, y) =^1_{|x−y|} . DlØ zadaq, svØzannyh s operatorom Gel~mgol~ca (−Δ + k^2), estestvenno postroit~ formulu fftogo tipa, baziruØs~ na fundamental~nom rexenii w(x, y) =^{cos kr}_r ili w(x, y) =^e�^{kr}_r , gde r = |x − y|.

Teorema 2. Vektor polØ udovletvorØet sledu¸wemu sootnoxe-

ni¸: 4π⃗u(x) = k^2 ∫ Ω w(x, y)⃗u(y)dy + grad F − rot ⃗Φ, (7) gde F (x) = ∫ ∂Ω w(x, y)(⃗n, ⃗u ) dS_y − ∫ Ω (x, y)f(y)dy, ⃗Φ(x) = ∫ ∂Ω w(x, y) [ ⃗n × ⃗u ] dS_y − ∫ Ω w(x, y)⃗v(y)dy. (8) Dokazatel~stvo osnovano na teoreme Puassona–Bel~trami [1]: Δ ∫ Ω w(x, y)⃗u(y)dy = −4π⃗u(x) + k^2 ∫ Ω w(x, y)⃗u(y)dy i toßdestvah (5) i (6), gde v dannom sluqae vyraßenie^1_{|x−y|}

zameneno na w =^e �kjx�yj |x−y| (ili cos k|x−y| |x−y| ). §3. Priloßenie osnovnoæ formuly teorii polØ k fflektrodinamike

Pust~ v oblasti Ω ⊂ R^3 proishodit fflektromagnitnyæ process, opisyvaemyæ stacionarnoæ sistemoæ tipa uravneniæ

216 X. SAHAEV Maksvella

rot ⃗E(x) + μ_0 ⃗H = 0, div ⃗E = 0,

rot ⃗H(x) − σ_0 ⃗E(x) = 0, div ⃗H = 0, (9)

gde μ_0, σ_0 – postoØnnye, ime¸wie fiziqeskie smysly (magnitnaØ pronicaemost~ i provodimost~ sredy), ⃗E(x) i ⃗H(x) – naprØßennosti fflektiqeskih i magnitnyh poleæ, sootvetstvenno. Sistema (9) poluqaetsØ iz klassiqeskoæ sistemy uravneniæ Maksvella, esli sdelat~ preobrazovanie Laplasa po vremeni.

Primenim k vektoram ⃗E(x) i ⃗H(x) iz sistemy (9) formulu (7), togda imeem 4π ⃗E(x) = k^2 ∫ Ω w(x, y) ⃗E(y)dy + grad ∫ ∂Ω w(x, y)(⃗n, ⃗E)dS_y−

− rot ( ∫ ∂Ω w(x, y) [ ⃗n × ⃗E ] dS_y + μ_0 ∫ Ω w(x, y) ⃗H(y)dy ) , (10)

4π ⃗H(x) = k^2 ∫ Ω w(x, y) ⃗H(y)dy + grad ∫ ∂Ω w(x, y)(⃗n, ⃗H)dS_y−

− rot ( ∫ ∂Ω w(x, y) [ ⃗n × ⃗H ] dS_y + σ_0 ∫ Ω w(x, y) ⃗E(y)dy ) , (11)

Vyqislim rot ∫ Ω w(x, y) ⃗H(y)dy =

= − ∫ ∂Ω w(x, y) [ ⃗n × ⃗H ] dS_y + ∫ Ω w(x, y)rot ⃗H(y)dy =

= − ∫ ∂Ω w(x, y) [ ⃗n × ⃗H ] dS_y + σ_0 ∫ Ω w(x, y)rot ⃗E(y)dy. (12)

Analogiqno rot ∫ Ω w(x, y) ⃗E(y)dy =

= − ∫ ∂Ω w(x, y) [ ⃗n × ⃗H ] dS_y − μ_0 ∫ Ω w(x, y)rot ⃗H(y)dy. (13)

OB ODNO` FORMULE TIPA FORMULY GRINA 217 Poloßim k^2 = σ_0μ_0, sootnoxeniØ (12) i (13) podstavlØem v (10) i (11), sootvetstvenno. Togda (10) i (11) perepixutsØ v sledu¸wem vide

4π ⃗E(x) = grad ∫ ∂Ω w(x, y)(⃗n, ⃗E)dS_y−

− rot ∫ ∂Ω w(x, y) [ ⃗n × ⃗E ] dS_y + μ_0 ∫ ∂Ω w(x, y) [ ⃗n × ⃗H ] dS_y, (14)

4π ⃗H(x) = grad ∫ ∂Ω w(x, y)(⃗n, ⃗H)dS_y−

− rot ∫ ∂Ω w(x, y) [ ⃗n × ⃗H ] dS_y − σ_0 ∫ ∂Ω w(x, y) [ ⃗n × ⃗E ] dS_y. (15)

PredstavleniØ (14) i (15) pozvolØ¸t issledovat~ tri kraevye zadaqi.

Pust~ ⃗τ_1, ⃗τ_2 – ediniqnye vektory kasatel~nyh k koordinatnym liniØm graniqnoæ poverhnosti ∂Ω − S, priqem ⃗τ_1 × ⃗τ_2 = ⃗n.

V toqkah poverhnosti mogut byt~ zadany: pervaØ zadaqa: (⃗τ_j, ⃗E) = f_j , j = 1, 2, (⃗n, ⃗H) = φ;

vtoraØ zadaqa: (⃗n, ⃗E) = f, (⃗τ_j , ⃗H) = φ_j, j = 1, 2; (16)

tret~Ø zadaqa: (⃗n, ⃗E) = f, (⃗n, ⃗H) = φ.

Pust~ sistema tipa Maksvella (9) vypolnena dlØ otkrytoæ oblasti Ω ⊂ R^3. Togda my dolßny postroit~ integral~nye uravneniØ, opredelØ¸wie neizvestnye graniqnye fflementy: dlØ 1-oæ zadaqi: (⃗n, ⃗E) = χ, (⃗τ_j, ⃗H) = ψ_j , j = 1, 2;

dlØ 2-oæ zadaqi: (⃗τ_j, ⃗E) = χ_j , (⃗n, ⃗H) = ψ, j = 1, 2; (17)

dlØ 3-eæ zadaqi: (⃗τ_j , ⃗E) = χ_j, (⃗τ_j , ⃗H) = ψ_j , j = 1, 2.

Naædem sootvetstvu¸wie sistemy integral~nyh uravneniæ. DlØ 1-oæ zadaqi. Formuly (14) i (15) da¸t

4π ⃗E(x) = ⃗E_0(x) + grad ∫ ∂Ω w · χ(y)dS_y + μ_0 ∫ ∂Ω w · | | | | ψ_1 ψ_2 ⃗τ_1 ⃗τ_2 | | | | dS^y, (18)

4π ⃗H(x) = ⃗H_0(x) − rot ∫ ∂Ω w(x, y) | | | | ψ_1 ψ_2 ⃗τ_1 ⃗τ_2 | | | | dS^y, (19)

218 X. SAHAEV gde ⃗E_0(x) = −rot ∫ ∂Ω w(x, y) | | | f^1 f^2

⃗τ_1 ⃗τ_2 | | | dS_y,

⃗H_0(x) = grad ∫ ∂Ω w · φ(y)dS_y − σ_0 ∫ ∂Ω w(x, y) | | | | f_1 f_2

⃗τ_1 ⃗τ_2 | | | | dS^y. Vypolniv predel~nyæ perehod pri x → η^0 ∈ ∂Ω v vektornoæ

forme v vyraßeniØh (18) i (19), poluqim sistemu integral~nyh

uravneniæ otnositel~no neizvestnyh χ i ψ_j, j = 1, 2 v vide

2πχ(η^0) = χ_0(η^0) + ∫ ∂Ω ∂w ∂n_0 χ(y)dS_y + μ_0 ∫ ∂Ω w · ( ⃗n_0, ⃗ψ(y) ) dS_y,

2π ⃗ψ(η^0) = ⃗ψ_0(η^0) + ∫ ∂Ω { ∂w ∂n_0 ⃗ψ(y) − (⃗n_0, ⃗ψ(y)) grad_{η0} w } dS_y. (20)

Zdes~ ⃗ψ(y) – kasatel~nyæ vektor v y ∈ ∂Ω.

DlØ 2-oæ zadaqi. Na osnove formul (14) i (15), imeem

4π ⃗E(x) = ⃗E_0(x) − rot ∫ ∂Ω w · | | | | χ_1 χ_2

⃗τ_1 ⃗τ_2 | | | | dS^y,

4π ⃗H(x) = ⃗H_0(x) + grad ∫ ∂Ω w · ⃗ψ(y)dS_y − σ_0 ∫ ∂Ω w · | | | χ_1 χ_2

⃗τ_1 ⃗τ_2 | | | dS^y, (21) gde ⃗E_0(x) = grad ∫ ∂Ω w · f(y)dS_y + μ_0 ∫ ∂Ω w · | | | | φ_1 φ_2

⃗τ_1 ⃗τ_2 | | | | dS^y, ⃗H_0(x) = −rot ∫ ∂Ω w(x, y) | | | | φ_1 φ_2

⃗τ_1 ⃗τ_2 | | | | dS^y. Posle predel~nogo perehoda (pri x → η^0 ∈ S) poluqim sistemu

integral~nyh uravneniæ dlØ opredeleniØ neizvestnyh χ_j, j =

1, 2 i ψ v vide

2π⃗χ(η^0) = ⃗χ_0(η^0) + ∫ ∂Ω { ∂w ∂n_0 ψ(y) − ( ⃗n_0, ⃗χ(y) ) grad_η0 w } dS_y,

2πψ(η^0) = ψ_0(η^0) + ∫ ∂Ω ∂w ∂n_0 ψ(y)dS_y − σ_0 ∫ ∂Ω w ( ⃗n_0, ⃗χ(y) ) dS_y. (22)

OB ODNO` FORMULE TIPA FORMULY GRINA 219

Zdes~ ⃗χ(η^0) – kasatel~nyæ vektor v η^0 ∈ S.

DlØ 3-eæ zadaqi. Iz sootnoxeniæ (14) i (15) takße imeem

4π ⃗E(x) = ⃗E_0(x) − rot ∫ ∂Ω w(x, y) | | | | χ_1 χ_2

⃗τ_1 ⃗τ_2 | | | | dS^y+ +μ_0 ∫ ∂Ω w(x, y) | | | | ψ_1 ψ_2

⃗τ_1 ⃗τ_2 | | | | dS^y,

4π ⃗H(x) = ⃗H_0(x) − rot ∫ ∂Ω w(x, y) | | | | ψ_1 ψ_2

⃗τ_1 ⃗τ_2 | | | | dS^y− −σ_0 ∫ ∂Ω w(x, y) | | | | χ_1 χ_2

⃗τ_1 ⃗τ_2 | | | | dS^y, (23)

gde ⃗E_0(x) = grad ∫ ∂Ω w(x, y)f(y)dS_y , ⃗H_0(x) = grad ∫ ∂Ω w(x, y)φ(y)dS_y . Ots¸da, kak i v predyduwih sluqaØh, poluqim sistemu inte-

gral~nyh uravneniæ (v vektornoæ forme) dlØ opredeleniØ neiz-

vestnyh tangencial~nyh vektorov ⃗χ i ⃗ψ v sledu¸wem vide:

2π⃗χ(η^0) = ⃗χ_0(η^0)+ ∫ ∂Ω { ∂w ∂n_0 ⃗χ(y) − ( ⃗n_0, ⃗χ(y) ) grad_η0 w } dS_y+

+ μ_0 ∫ ∂Ω w(η^0, y) [ ⃗n_0 × ⃗ψ ] dS_y,

2π ⃗ψ(η^0) = ⃗ψ_0(η^0)+ ∫ ∂Ω { ∂w ∂n_0 ⃗ψ(y) − (⃗n_0, ⃗ψ(y)) grad_{η0} w } dS_y−

− σ_0 ∫ ∂Ω w(η^0, y) [ ⃗n_0 × ⃗χ(y) ] dS_y. (24)

Zdes~ i vyxe ⃗n_0 = ⃗n(η^0) i v sistemah integral~nyh uravneniæ

(20), (32) i (24) χ_0, ψ_0, ⃗χ_0 i ⃗ψ_0 – izvestnye veliqiny.

220 X. SAHAEV

§4. Rexenie sistemy integral~nyh uravneniæ metodom vozmuweniæ

Srazu otmetim, qto rassmatrivaemye kraevye zadaqi (−Δ +

λ)⃗v(x) = 0, div ⃗v = 0, ⃗v | |_{∂Ω}= 0 ime¸t edinstvennye rexeniØ,

esli k^2 = k_1k_2 = σ_0μ_0 ≠ λ_n.

V dannom razdele rassmotrim integral~nye uravneniØ dlØ treh zadaq odnovremenno v sledu¸weæ forme:

2πχ(η^0) = χ_0(η^0) + ∫ ∂Ω { ∂w ∂n_0 χ(y)dS_y + μ_0 ∫ ∂Ω w(η^0, y) ( ⃗n_0, ⃗ψ(y) ) dS_y,

2π ⃗ψ(η^0) = ⃗ψ_0(η^0) + ∫ ∂Ω { ∂w ∂n_0 ⃗ψ(y) − (⃗n_0, ⃗ψ(y)) grad_{η0} w } dS_y,

2π⃗χ(η^0) = ⃗χ_0(η^0) + ∫ ∂Ω { ∂w ∂n_0 ⃗χ(y) − ( ⃗n_0, ⃗χ(y) ) grad_η0 w } dS_y, (25)

2πψ(η^0) = ψ_0(η^0) + ∫ ∂Ω ∂w ∂n_0 ψ(y)dS_y − σ_0 ∫ ∂Ω w(η^0, y) ( ⃗n_0, ⃗χ(y) ) dS_y,

2π⃗χ_0(η^0) = ⃗χ_0(η^0) + ∫ ∂Ω { ∂w ∂n_0 ⃗χ(y) − ( ⃗n_0, ⃗χ(y) ) grad_η0 w } dS_y−

−μ_0 ∫ ∂Ω w(η^0, y) [ ⃗n_0 × ⃗ψ(y) ] dS_y,

2π ⃗ψ(η^0) = ⃗ψ_0(η^0) + ∫ ∂Ω { ∂w ∂n_0 ⃗ψ(y) − (⃗n_0, ⃗ψ(y)) grad_{η0} w } dS_y−

−σ_0 ∫ ∂Ω w(η^0, y) [ ⃗n_0 × ⃗χ(y) ] dS_y. DlØ rexeniØ fftih vektornyh uravneniæ vo vseh zadaqah my primenim metod vozmuweniæ v razrabotke M. K. Gavurina [2], t.e. budem iskat~ sobstvennye znaqeniØ i sobstvennye funkcii integral~nyh uravneniæ v vide rØdov po stepenØm k, sqitaØ ih izvestnymi dlØ nevozmuwennyh uravneniæ pri k = 0 (zdes~ k – parametr vozmuweniØ).

OB ODNO` FORMULE TIPA FORMULY GRINA 221 DlØ primenimosti teorii Gavurina operatory, vhodØwie v rassmatrivaemye integral~nye uravneniØ, dolßny byt~ ograniqeny.

Opredelim pokazateli slaboæ osobennosti Øder, sootvetstvu- ¸wih integral~nym operatoram ∫ ∂Ω ∂w ∂n_0 χ(y) dS_y , ∂w ∂n_0 = e^{−k|η0−y|} |η^0 − y| (1 + k|η^0 − y|) ( ⃗n_0, −→ η^0 − y |η^0 − y| ) . Pokazatel~ slaboæ osobennosti raven nul¸, tak kak lim_{y→η0} ( ⃗n_0, ⃗r r ) = 0, ( ⃗n_0 ⊥ ⃗τ_0 = lim_{η0→y} ⃗r r , ⃗r = −→ η^0 − y )

i dlØ ∫ ∂Ω w(η^0, y)(⃗n_0, ⃗ψ(y))dS_y , gde ⃗ψ(y) = ⃗n × ⃗H i ⃗ψ(y) leßit na

kasatel~noæ ploskosti, lim_{y→η0}(⃗n_0, ⃗ψ(y)) = 0.

Analogiqnym obrazom ∫ ∂Ω (⃗n_0 ⃗ψ(y)) grad_η0 w dS_y imeet pokazatel~

slaboæ osobennosti ravnyæ edinice.

V knige S. G. Mihlina [3] dokazana polnaØ nepreryanost~ operatorov so slaboæ osobennost~¸ K(p, Q) =^{A(p,Q)}_{rα} pri 0 6 α < m, gde m – qislo izmereniæ oblasti integrirovaniØ v sluqae koneqnoæ oblasti. No vpolne nepreryvnyæ operator ograniqen. Operatory dlØ nevozmuwennyh uravneniæ, a takße sami vozmuweniØ, sootvetstvenno, toße ograniqeny.

Nevozmuwennye odnorodnye integral~nye uravneniØ dlØ vseh treh zadaq (v proekciØh na kasatel~nye ploskosti) budut imet~ vid 2π ( u_1 u_2 ) (η^0) =

= − ∫ ∂Ω 1 r^2 ∂r ∂n_0 α_{11} − 1 h^0_1 ∂r ∂q^0_1 α_1, ∂r ∂n_0 α_{12} − 1 h^0_1 ∂r ∂q^0_1 α_1 ∂r ∂n_0 α_{21} − 1 h^0_1 ∂r ∂q^0_2 α_2, ∂r ∂n_0 α_{22} − 1 h^0_2 ∂r ∂q^0_2 α_2 ( u_1 u_2 ) (y)dS,

gde α_{ij} = (⃗τ_i(η^0), ⃗τ_j (η^0)), α_i = (⃗n(η^0), ⃗τ_i(y)), i, j = 1, 2 ili 2π ( u_1 u_2 ) (η^0) = − ∫ ∂Ω 1 r^2 ×

222 X. SAHAEV (⃗r r , ⃗n_0 ) (⃗τ^0_1 , ⃗τ_1) − ( ⃗τ^0_1 , ⃗r r ) (⃗n_0, ⃗τ_1), (⃗r r , ⃗n_0 ) (⃗τ^0_1 , ⃗τ_2) − ( ⃗τ^0_1 , ⃗r r ) , (⃗n_0, ⃗τ_1) (⃗r r , ⃗n_0 ) (⃗τ^0_2 , ⃗τ_1) − ( ⃗τ^0_1 , ⃗r r ) (⃗n_0, ⃗τ_1), (⃗r r , ⃗n_0 ) (⃗τ^0_2 , ⃗τ_2) − ( ⃗τ^0_2 , ⃗r r ) , (⃗n_0, ⃗τ_1) × ( u_1

u_2 ) dS ili 2π ( u_1

u_2 ) (η^0) =

= − ∫ ∂Ω 1 r^2 { ( ⃗r, [ ⃗τ_1, [ ⃗n_0, ⃗τ^0_1 ] ]) , ( ⃗r, [ ⃗τ_2, [ ⃗n_0, ⃗τ^0_1 ] ]) ( ⃗r, [ ⃗τ_1, [ ⃗n_0, ⃗τ^0_2 ] ]) , ( ⃗r, [ ⃗τ_2, [ ⃗n_0, ⃗τ^0_2 ] ]) } ( u_1

u_2 ) (y)dS DlØ simmetriqnosti fftogo integral~nogo operatora neobhodimo vypolnenie sledu¸wih usloviæ: ( ⃗r, [ ⃗τ_1, [ ⃗n_0, ⃗τ^0_1 ] ]) = ( ⃗r^0, [ ⃗n, ⃗τ_1 ]) , ( ⃗r, [ ⃗τ_2, [ ⃗n_0, ⃗τ^0_2 ] ]) = ( ⃗r^0, [ ⃗τ^0_1 , [ ⃗n, ⃗τ_2 ] ]) , ( ⃗r, [ ⃗τ_1, [ ⃗n_0, ⃗τ^0_2 ] ]) = ( ⃗r, [ ⃗τ_2, [ ⃗n_0, ⃗τ^0_1 ] ]) = = ( ⃗r^0, [ ⃗τ^0_1 , [ ⃗n, ⃗τ_2 ] ]) = ( ⃗r^0, [ ⃗τ^0_2 , [ ⃗n, ⃗τ_1 ] ]) , gde ⃗r^0 = −⃗r =^{−→}η^0 − y.

�ti usloviØ vypolnØ¸tsØ dlØ konkretnyh poverhnosteæ, naprimer, dlØ sfery. Takim obrazom, dlØ sfery integral~nyæ operator samosoprØßen, a znaqit vypolneny ostal~nye usloviØ primenimosti teorii Gavurina (λ_0 – sobstvennoe qislo operatora A^∗_0, soprØßennogo A_0 s normirovannym sobstvennym vektorom

⃗ψ_0 i ⃗ψ_0 = ⃗φ_0, sm. [3]).

DlØ sfery my imeem integral~noe uravnenie, esli vvedeny sferiqeskie koordinaty ( u_1

u_2 ) (t, f) = −1 2 √ 2 R^2 ∫ ∂Ω [ 1 − sin t sin θ cos(f − φ) − cos t cos θ

]_− 3_2 ×

× { cos t cos θ cos(f −φ)+sin t sin θ−cos(f −φ), (cos t−cos θ) sin(f −φ)

(cos t−cos θ) sin(f −φ), cos(f −φ)−sin t sin θ−cos t cos θ cos(f −φ) }

× ( u_1

u_2 ) (θ, φ) dS.

OB ODNO` FORMULE TIPA FORMULY GRINA 223 DlØ nevozmuwennyh integral~nyh uravneniæ sobstvennye znaqeniØ i sobstvennye funkcii budem iskat~ variacionnym metodom. Togda metod vozmuweniæ budet davat~ neobhodimye popravki dlØ nahoßdeniØ sobstvennyh znaqeniæ operatora integral~nogo uravneniØ zadaqi 3.

Posle rexeniØ vektornyh integral~nyh uravneniæ v zadaqah 1 i 2 skalØrnye uravneniØ primut vid

2πχ(η^0) = χ^∗(η^0) + ∫ ∂Ω ∂w ∂n_0 χ(y) dS_y , gde χ^∗(η^0) = χ_1(η^0) + k ∫ ∂Ω w(η^0, y) ⃗ψ(y) dS_y . Teper~ pereædem k otyskani¸ sobstvennyh znaqeniæ i sobstvennyh funkciæ nevozmuwennogo integral~nogo uravneniæ v sluqae sfery ( u_1 u_2 ) (t, f) = λ ∫ ∂Ω

{ A_1(t, f; θ, φ), A_2(t, f; θ, φ) A_2(t, f; θ, φ), −A_1(t, f; θ, φ) } (θ, φ) dS, (26) gde A_1 = [ 1 − sin t sin θ cos(f − φ) − cos t cos θ

]_− 3_2 × × [ cos θ cos t cos(f − φ) + sin t sin θ − cos(f − φ) ] , A_2 = [ 1 − sin t sin θ cos(f − φ) − cos t cos θ

]_− 3_2 [( cos t − cos θ) sin(f − φ) ] . Uravnenie (26) polezno perepisat~ v vide μ⃗u(t, f) = ∫ ∂Ω

{ A_1(t, f; θ, φ), A_2(t, f; θ, φ) A_2(t, f; θ, φ), −A_1(t, f; θ, φ) } ⃗u(θ, φ) dS, (27) gde poloßeno μ =^1_λ .

Teorema 3. Esli μ ØvlØetsØ sobstvennym znaqeniem integral~-

nogo operatora (26) s sobstvennoæ vektor-funkcieæ ⃗u_μ =

{_1 u,^2u } , to −μ budet sobstvennym znaqeniem s sootvetstvu¸weæ vektor-

funkcieæ ⃗u_{−μ} = { 2 −u,^1u } . Pri fftom kvadratiqnaØ forma, sootvetstvu¸waØ integral~nomu operatoru (26) (dlØ A_0, (A⃗u, ⃗u )) budet

224 X. SAHAEV

ograniqena sverhu i snizu odnim i tem ße po absol¸tnoæ veliqine qislom.

Pust~ μ – sobstvennoe znaqenie s sootvetstvu¸weæ sobstvennoæ vektor-funkcieæ ⃗u_μ =

{_1 u,^2u } , t.e.

μ^1u = ∫ ∂Ω [ A_1(t, f; θ, φ ]_1 u + A_2(t, f; θ, φ)^2u ] dS,

μ^2u = ∫ ∂Ω [ A_2(t, f; θ, φ ]_1 u − A_1(t, f; θ, φ)^2u(θ, φ) ] dS. Rassmotrim sistemu integral~nyh uravneniæ −μ^1u(t, f) = ∫ ∂Ω [ A_1(t, f; θ, φ ]_1 u(θ, φ) + A_2(t, f; θ, φ)^2u(θ, φ) ] dS,

−μ^2u(t, f) = ∫ ∂Ω [ A_2(t, f; θ, φ ]_1 u(θ, φ) − A_1(t, f; θ, φ)^2u(θ, φ) ] dS. �ta sistema svoditsØ k predyduweæ, esli poloßit~^1u = −^2u,^2u = 1 u. Ots¸da sleduet, qto −μ toße ØvlØetsØ sobstvennym qislom integral~nogo operatora A_0 s sobstvennoæ vektor-funkcieæ ⃗u_{−μ} = {_1 u,^2u } = { −^2u,^1u } , qto i trebovalos~ dokazat~.

DlØ vpolne nepreryvnogo simmetriqnogo operatora imeet mesto teorema Gil~berta (sm. [4, s. 257]).

n-e poloßitel~noe sobstvennoe znaqenie μ^+_n ravno naibol~xemu znaqeni¸ kvadratiqnoæ formy (Af, f), priqem f podqinØetsØ usloviØm ‖f‖ = 1, (f, φ_i) = 0, i = 1, 2, . . . , n. �to naibol~xee znaqenie dostigaetsØ na sobstvennom fflemente φ^+_n , sootvetstvu¸- wem sobstvennomu znaqeni¸ μ^+_n . Analogiqno, n-e otricatel~noe sobstvennoe znaqenie μ^−_n ravno naimen~xemu znaqeni¸ (Af, f) pri usloviØh ‖f‖ = 1, (f, φ_i) = 0, i = 1, 2, . . . , n. �to naimen~xee znaqenie dostigaetsØ na φ^−_n .

Iz fftoæ teoremy i predyduwih rassußdeniæ srazu ße sleduet trebuemoe neravenstvo −m(⃗u, ⃗u ) 6 (A_0⃗u, ⃗u ) 6 +m(⃗u, ⃗u ).

OB ODNO` FORMULE TIPA FORMULY GRINA 225 Oqevidno, qto veliqiny −m i +m, vhodØwie v ffto neravenstvo ØvlØ¸tsØ sootvetstvenno naimen~ximi i naibol~ximi sobstvennymi znaqeniØmi rassmatrivaemogo operatora A_0.

Iz upomØnutoæ teoremy Gil~berta sleduet, qto otyskanie sobstvennyh qisel i sobstvennyh funkciæ operatora A_0 svoditsØ k variacionnoæ zadaqe dlØ funkcionala (A_0⃗u, ⃗u ) pri dopolnitel~nom uslovii (⃗u, ⃗u ) = 1.

Vyberem sistemu koordinatnyh funkciæ {φ^{kρ}} lineæno nezavisimu¸ i polnu¸. Budem iskat~ rexenie rassmatrivaemoæ variacionnoæ zadaqi v vide

⃗u^{(n)} = {_n∑ k=1 a_{kρ}φ^{kρ}, n∑ k=1 b_{kρ}φ^{kρ} } . Takim obrazom, nußno naæti minimum ot (po a_{kρ}, b_{kρ}, kρ = 1, 2, . . . , n) ( A⃗u^{(n)}, ⃗u^{(n)} ) = n∑ 1 a_{kρ}a_{lq} ∫ ∂Ω A_1(t, f; θ, φ)φ^{kρ}φ^{lq} dS+

+ n∑ 1 b_{kρ}a_{lq} ∫ ∂Ω A_2(t, f; θ, φ)φ^{kρ}φ^{lq} dS+

+ n∑ 1 a_{kρ}b_{lq} ∫ ∂Ω A_2(t, f; θ, φ)φ^{kρ}φ^{lq} dS−

− n∑ 1 b_{kρ}b_{lq} ∫ ∂Ω A_1(t, f; θ, φ)φ^{kρ}φ^{lq} dS pri uslovii (⃗u^{(n)}, ⃗u^{(n)}) = 1, t.e. n∑ 1 ( a_{kρ}a_{lq} + b_{kρ}b_{lq} ) ∫ ∂Ω φ^{kρ}φ^{lq} dS = 1.

Sostavim funkci¸ Lagranßa ( A⃗u^{(n)}, ⃗u^{(n)} ) = μ ( ⃗u^{(n)}, ⃗u^{(n)} ) i priravnØem nul¸ ee qastnye proizvodnye po a_{kρ}, b_{kρ}. Poluqim

226 X. SAHAEV odnorodnu¸ sistemu uravneniæ: n∑ 1 a_{lq} [ ∫ ∂Ω A_1(t, f; θ, φ)φ^{kρ}φ^{lq} dS − μ ∫ ∂Ω φ^{kρ}φ^{lq} dS ] +

+ n∑ 1 b_{lq} ∫ ∂Ω A_2(t, f; θ, φ)φ^{kρ}φ^{lq} dS = 0, n∑ 1 a_{lq} ∫ ∂Ω A_2(t, f; θ, φ)φ^{kρ}φ^{lq} dS−

− n∑ 1 b_{lq} [ ∫ ∂Ω A_1(t, f; θ, φ)φ^{kρ}φ^{lq} dS + μ ∫ ∂Ω φ^{kρ}φ^{lq} dS ] = 0.

(28)

Qtoby ffta sistema algebraiqeskih uravneniæ imela nenulevoe rexenie neobhodimo, qtoby ee opredelitel~ ravnØlsØ nul¸. �to vekovoe uravnenie stepeni 2n^2 otnositel~no μ. Ego korni i ØvlØ¸tsØ iskomymi priblißennymi sobstvennymi znaqeniØmi. NahodØ μ_i i podstavlØØ ih v sistemu (28) opredelØem a^{(i)}_{kρ} i b^{(i)}_{kρ} , a vmeste s nimi i sootvetstvu¸wie ⃗u^{(n)}_i pri uslovii normirov- ki ( ⃗u^{(n)}_i , ⃗u^{(n)}_i ) = 1.

Iz sistemy (28) opØt~ moßno uvidet~, qto esli μ sobstvennoe qislo s sobstvennoæ vektor-funkcieæ

⃗u^{(n)}_μ = {_n∑ 1 a_{kρ}φ^{kρ}, n∑ 1 b_{kρ}φ^{kρ} } ,

to −μ toße budet sobstvennym znaqeniem s sootvetstvu¸weæ sobstvennoæ vektor-funkcieæ

⃗u^{(n)}_{−μ} = { − n∑ 1 b_{kρ}φ^{kρ}, n∑ 1 a_{kρ}φ^{kρ} } .

Deæstvitel~no, zameniv v sisteme (28) μ na −μ, poluqim si-

OB ODNO` FORMULE TIPA FORMULY GRINA 227 stemu n∑ 1 a^′_{lq} [ ∫ ∂Ω A_1(t, f; θ, φ)φ^{kρ}φ^{lq} dS + μ ∫ ∂Ω φ^{kρ}φ^{lq} dS ] +

+ n∑ 1 b^′_{lq} ∫ ∂Ω A_2(t, f; θ, φ)φ^{kρ}φ^{lq} dS = 0, n∑ 1 a^′_{lq} ∫ ∂Ω A_2(t, f; θ, φ)φ^{kρ}φ^{lq} dS−

− n∑ 1 b^′_{lq} [ ∫ ∂Ω A_1(t, f; θ, φ)φ^{kρ}φ^{lq} dS − μ ∫ ∂Ω φ^{kρ}φ^{lq} dS ] = 0.

(29)

Esli sistema (28) imeet rexenie a_{lq} i b_{lq} (l, q = 1, 2, . . . , n), to sistema (29) imeet rexenie a^′_{lq} = −b_{lq} , b^′_{lq} = a_{lq} , l, q = 1, 2, . . . , n, (30) t.k. sdelav v (29) zamenu (30) my vnov~ prihodim k sisteme (28), qto i trebovalos~ pokazat~.

Peredem teper~ k shodimosti metoda. Nax operator nepoloßitel~no opredelennyæ −mI 6 A_0 6 mI. Ego moßno sdelat~ poloßitel~no opredelennym, dobaviv k nemu matricu s postoØnnymi kofffficientami vida C = { α 0 0 β } . Sistema (28) ot fftogo ne izmenit svoego vida (dobavlØ¸tsØ i vyqita¸tsØ odni i te ße postoØnnye veliqiny). A dlØ poloßitel~no opredelennogo operatora S. G. Mihlinym (sm. [5]) dokazana shodimost~ metoda Ritca v probleme sobstvennyh qisel. Pri fftom suwestvenno predpoloßenie, qto sistema koordinatnyh funkciæ {φ^{kρ}} polna po ffnergii sootvetstvu¸wego operatora A = A_0 + C, t.e. dlØ l¸boæ vektor-funkcii ⃗u^′ moßno naæti

funkci¸ ⃗u^′_N vida {^N∑ 1 α_{kρ}φ^{kρ},^N ∑ 1 β_{kρ}φ^{kρ} } tak, qto ‖⃗u^′ − u^′_N ‖ < ε, ∀ ε > 0. DlØ ocenok oxibki vospol~zuemsØ rezul~tatami I. V. Svirskogo [6]. On poluqil znaqeniØ sobstvennyh qisel s nedostatkom

228 X. SAHAEV i provodil ocenku po fftoæ metodike (metody Ritca i Bubnova– Galerkina da¸t sobstvennye qisla s izbytkom). DlØ naxego sluqaØ otricatel~nye sobstvennye qisla poluqa¸tsØ s izbytkom, a poloßitel~nye sobstvennye qisla – s nedostatkom. Pofftomu my budem primenØt~ metod Svirskogo dlØ ocenok pogrexnosti otricatel~nyh sobstvennyh qisel, no ffti ocenki v silu soverxennoæ simmetrii otricatel~noæ i poloßitel~noæ qasteæ sobstvennyh znaqeniæ A_0 budut prigodny i dlØ poloßitel~nyh sobstvennyh znaqeniæ. V ukazannoæ rabote Svirskogo poluqena ocenka q-go sobstvennogo qisla, poluqennogo variacionnym metodom (zdes~ ⃗u_i, λ_{ir} , i = 1, 2, . . . , n), priblißennye znaqeniØ kotorogo 0 6 xq 6^{(A0⃗uq, A0⃗uq) − (A0⃗u, ⃗uq)2} Λ ,

gde Λ = λ_{m+1} − m∑ i=1 2 [( A_0⃗u_i, A_0⃗u_i ) − ( A_0⃗u_i, ⃗u_i )_2]_{1/2} −

−λ_{qr} [( A_0⃗u_q, A_0⃗u_q ) − ( A_0⃗u_q − ⃗u_q )_2]_{1/2}

. (31)

Pri ispol~zovanii formuly (31) vmesto veliqiny λ_{m+1} nußno postavit~ ee priblißennye znaqeniØ s nedostatkom (poluqennye metodom sravneniæ). Krome togo, ffta formula spravedliva lix~ pri poloßitel~nosti ee znamenatelØ. V protivnom sluqae nußno obratitsØ k kvadratnomu uravneni¸ dlØ x_q (sm. [5]), predvaritel~no vyraziv ego kofffficienty tak, qtoby v nih vhodil operator A_0

x^2_q + x_q [ λ_{m+1} − 2 m∑ i=1 [( A_0⃗u_i, A_0⃗u_i ) − ( A_0⃗u_i, ⃗u_i )_2]_{1/2} −

−λ_q + [( A_0⃗u_q, A_0⃗u_q ) − ( A_0⃗u_q, ⃗u_q )_2]_{1/2} − − [( A_0⃗u_q, A_0⃗u_q ) − ( A_0⃗u_q, ⃗u_q )_2]_{1/2} ] = 0.

Ocenki pogrexnosteæ v srednem dlØ sobstvennyh funkciæ v stat~e Svirskogo net.

OB ODNO` FORMULE TIPA FORMULY GRINA 229

Pofftomu v kaqestve koordinatnyh funkciæ udobnee ispol~zovat~ sferiqeskie funkcii, t.e. my budem iskat~ rexenie v vide ⃗u_N = {_N∑ n=0 a^n_0 P_n + N∑ n=1 n∑ m=1 ( a^n_m cos mφ + b^n_m sin mφ ) P_{mn}(cos θ), N∑ n=0 α^n_0 P_n + N∑ n=1 n∑ m=1 ( α^n_m cos mφ + β^n_m sin mφ ) P_{mn}(cos θ) } . Podstavim ffto vyraßenie v funkcional (A⃗u^N , ⃗u^N )−μ(⃗u^N , ⃗u^N ) i vospol~zuemsØ simmetriqnost~¸ operatorov A_1 i A_2 i tem qto

(A_2^2u,^1u) + (A_2^1u,^2u) = 2(A_2^1u,^2u). Dalee, prodifferenirovav polu-

qennoe vyraßenie po a^n_0 , a^n_m, b^n_m, α^ν_0 , α^ν_μ, β^ν_μ i priravnØv proizvodnye k nul¸, my pridem k sisteme uravneniæ, iz kotoroæ opredelØ¸tsØ kofffficienty a^n_0 , a^n_m, b^n_m, α^ν_0, α^ν_μ, β^ν_μ: N∑ n=0 a^n_0 [( A_1P_n, P_n ) − μ ( A_n, A_n )] + N∑ n=1 n∑ m=1 a^n_m ( A_1P_{mn}(cos mφ), P_ν ) +

+ N∑ n=1 n∑ m=1 b^n_m ( A_1P_{mn}(sin mφ), P_ν ) + N∑ n=0 α^n_0 [( A_2P_n, P_ν ) +

+ N∑ n=1 n∑ m=1 α^n_m ( A_2P_{mn}(cos mφ), P_ν ) + N∑ n=1 n∑ m=1 β^n_m ( A_2P_{mn}(sin mφ), P_ν ) = 0. ν = 0, 1, 2, . . . , N. (32) PervaØ gruppa uravneniæ sistemy soderßit uravnenie s

2N (N + 2) + 2 neizvestnymi: N∑ n=0 a^n_0 ( A_1P_n, P_{νμ}(cos μf) ) + N∑ n=1 n∑ m=1 a^n_m [( A_1P_{mn}(cos mφ), P_{νμ}(cos μf) ) −

μ ( P_{mn}(cos mφ), P_{νμ}(cos μf) ] + N∑ n=1 n∑ m=1 b^n_m ( A_1P_{mn}(sin mφ), P_{νμ}(cos μf) )

+ N∑ n=0 α^n_0 ( A_2P_n, P_{νμ}(cos μf) ) + N∑ n=1 n∑ m=1 α^n_m ( A_2P_{mn}(cos mφ), P_{νμ}(cos μf) ) +

230 X. SAHAEV + N∑ n=1 n∑ m=1 β^n_m ( A_2P_{mn}(sin mφ), P_{νμ}(cos μf) ) = 0, μ = 1, 2, . . . , ν, ν = 1, 2, . . . , N. (33) VtoraØ gruppa uravneniæ soderßit^1_2 [N (N + 1)] uravneniæ s

2N (2N + 2) + 2 neizvestnymi. Qislo uravneniæ v posledu¸wih

gruppah i qislo neizvestnyh v nih povtorØ¸t znaqeniØ fftih qisel dlØ pervyh dvuh grupp: N∑ n=0 a^n_0 ( A_1P_n, P_{νμ}(sin μf) ) + N∑ n=1 n∑ m=1 a^n_m ( A_1P_{mn} ( cos mφ, P_{νμ}(sin μf) ) +

+ N∑ n=1 n∑ m=1 b^n_m [( A_1P_{mn}(sin mφ), P_{νμ}(sin μφ) ) −

−μ ( P_{mn}(sin mφ), P_{νμ}(sin μf) )] + N∑ n=0 α^n_0 ( A_2P_n, P_{νμ}(sin μf) ) +

+ N∑ n=1 n∑ m=1 α^n_m [( A_2P_{mn}(cos mφ), P_{νμ}(sin μf) ) + (34)

+ N∑ n=1 n∑ m=1 β^n_m ( A_1P_{mn}(sin mφ), P_{νμ}(sin μφ) ) = 0, μ = 1, 2, . . . , ν, ν = 1, 2, . . . , N ; N∑ n=0 a^n_0 (A_2P_n, P_ν) + N∑ n=1 n∑ m=1 a^n_m ( A_2P_{mn}(cos mφ), P_ν ) +

+ N∑ n=1 n∑ m=1 b^n_m ( A_2P_{mn}(sin mφ), P_ν ) − N∑ n=1 n∑ m=1 β^n_m ( A_1P_{mn}(sin mφ), P_ν ) −

− N∑ n=0 α^n_0 [ (A_1P_n, P_ν)+μ(P_n, P_ν) ] − N∑ n=1 n∑ m=1 α^n_m ( A_1P_{mn}(cos fm), P_ν ) = 0,

ν = 1, 2, . . . , N ; (35) N∑ n=0 a^n_0 ( A_2P_n, P_{νμ}(cos μf) ) + N∑ n=1 n∑ m=1 a^n_m ( A_2P_{mn}(cos mφ), P_{νμ}(cos μf) ) +

OB ODNO` FORMULE TIPA FORMULY GRINA 231 + N∑ n=1 n∑ m=1 b^n_m ( A_2P_{mn}(sin mφ), P_{νμ}(cos μf) ) −

− N∑ n=0 α^n_0 ( A_1P_n, P_{νμ}(cos μf) ) −

− N∑ n=1 n∑ m=1 α^n_m [( A_1P_{mn}(cos mφ), P_{νμ}(cos μf) ) + +μ ( P_{mn}(cos mφ), P_{νμ}(cos μf) )] − (36) − N∑ n=1 n∑ m=1 β^n_m ( A_1P_{mn}(sin mφ), P_{νμ}(cos μf) ) = 0, ν = 1, 2, . . . , N, μ = 1, 2, . . . , ν; N∑ n=0 a^n_0 ( A_2P_n, P_{νμ}(sin μf) ) + N∑ n=1 n∑ m=1 a^n_m ( A_2P_{mn}(cos mφ), P_{νμ}(sin μf) ) +

+ N∑ n=1 n∑ m=1 b^n_m ( A_2P_{mn}(sin mφ), P_{νμ}(sin μf) ) − N∑ n=0 α^n_0 ( A_1P_n, P_{νμ}(sin μf) ) −

− N∑ n=1 n∑ m=1 α^n_m ( A_1P_{mn}(cos mφ), P_{νμ}(sin μf) ) − (37)

− N∑ m=1 β^n_m [( A_1P_{mn}(sin mφ), P_{νμ}(sin μf) ) + +μ ( P_{mn}(sin mφ), P_{νμ}(sin μf) )] = 0, μ = 1, 2, . . . , ν, ν = 1, 2, . . . , N. Iz sistemy uravneniæ (32)–(37) vidno, qto esli μ ØvlØetsØ sobstvennym qislom s sobstvennoæ vektor-funkcieæ ⃗u_μ = {_N∑ n=0 a_0P_n + N∑ n=1 n∑ m=1 ( a^n_m cos mφ + b^n_m sin mφ ) P_{mn}(cos θ), N∑ n=0 α^n_0 P_n + N∑ n=1 n∑ m=1 ( α^n_m cos mφ + β^n_m sin mφ ) P_{mn}(cos θ) } ,

232 X. SAHAEV to −μ takße budet sobstvennym qislom s sootvetstvu¸weæ sobstvennoæ vektor-funkcieæ ⃗u_{−μ} = { − N∑ n=0 α^n_0 P_n − N∑ n=1 n∑ m=1 ( α^n_m cos mφ + β^n_m sin mφ ) P_{mn}(cos θ), N∑ n=0 a_0P_n + N∑ n=1 n∑ m=1 ( a^n_m cos mφ + b^n_m sin mφ ) P_{mn}(cos θ) } . PriravnØv nul¸ opredelitel~ fftoæ sistemy uravneniæ, poluqim vekovoe uravnenie, iz kotorogo naædutsØ sobstvennye qisla. Oqevidno, qto my budem poluqat~ ravnye po modul¸, no protivopoloßnye po znaku znaqeniØ.

Sistema uravneniæ (32)–(37) ØvlØetsØ sistemoæ [2N (N +2)+2] uravneniæ s [2N (N +2)+2] neizvestnymi. Ee opredelitel~ imeet porØdok [2N (N + 2) + 2], t.e. vekovoe uravnenie budet imet~ tu ße stepen~. Takim obrazom vyxeizloßennaØ teoriØ spravedliva.

Literatura

1. A. Vebster, G. Sege, Differencial~nye uravneniØ v qastnyh proizvodnyh matematiqeskoæ fiziki. Q. 2, ONTI, GTTI (1934).

2. M. K. Gavurin, Lekcii po metodam vozmuweniæ. M. (1971). 3. S. G. Mihlin, Lekcii po lineænym integral~nym uravneniØm. M. (1959). 4. F. Riss, B. Sekefal~vi-Nad~, Lekcii po funkcional~nomu analizu. M.

(1954).

5. S. G. Mihlin, QislennaØ realizaciØ variacionnyh metodov. M. (1966). 6. I. V. Svirskiæ, O toqnosti priblißennyh metodov opredeleniØ qastot kolebaniæ. — Izv. Kazanskogo filiala AN SSSR, Ser. Fiz.-mat. No. 3 (1953), 59–86.

Sakhaev Sh. On one analog of Green’s formula and its applications in electrodynamics.

The new formula similar to Green’s formula connected with the Helmholtz operator is obtained. This formula makes it possible to set up three boundary-value problems. They are reduced to the systems of integral equations of the second kind of the Fredholm type, which are solved by the perturbation method.

Postupilo 10 noØbrØ 2000 g.

Kazahskiæ gosudarstvennyæ nacional~nyæ universitet im. al~-Farabi