Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 275, 2001 g.

A. V. Sokolov

ZVUKOVOE POLE ISTOQNIKA, SOVERXAıWEGO V ȷIDKOM SLOE DVIȷENIE RAVNOE SUMME DOZVUKOVOGO RAVNOMERNOGO PR˚MOLINE`NOGO I PERIODIQESKOGO DVIȷENI`. TOQNYE (˚VNYE) REXENI˚

Zadaqa o zvukovom pole, poroßdaemom toqeqnym istoqnikom zvuka, dvißuwimsØ v sloe ßidkosti, rassmotrena v celom rØde rabot, naprimer, v [1–9]. Rexenie fftoæ zadaqi v ukazannyh rabotah postroeno (raznymi sposobami i pri raznyh ishodnyh predpoloßeniØh) v vide summy nestacionarnyh kvazinormal~- nyh voln i (v nekotoryh sluqaØh) bokovoæ volny. Pri fftom vyraßeniØ, poluqennye v [1–9] dlØ nestacionarnyh kvazinormal~- nyh voln, predstavlØ¸t soboæ libo pervye qleny asimptotiqeskih razloßeniæ libo integraly.

V nastoØweæ stat~e rassmatrivaetsØ zvukovoe pole, poroßdaemoe v ßidkom sloe dvißuwimsØ toqeqnym istoqnikom, vkl¸qivximsØ v beskoneqno udalennyæ v proxloe moment vremeni. Sloæ ßidkosti predpolagaetsØ ploskim i odnorodnym. Na granicah sloØ zvukovoe pole (pod kotorym ponimaetsØ zvukovoe davlenie ili potencial skorosti) udovletvorØet smexannomu kraevomu uslovi¸. V qastnosti, esli rassmatrivaetsØ zvukovoe pole v okeaniqeskom vodnom sloe s absol¸tno mØgkoæ poverhnost~¸ i absol¸tno ßestkim dnom, na odnoæ iz granic sloØ (poverhnosti okeana) pole ravno nul¸, a na drugoæ granice (dne) normal~naØ proizvodnaØ polØ ravna nul¸.

Istoqnik zvuka, rassmatrivaemyæ v stat~e, soverxaet vnutri sloØ dvißenie ravnoe summe dozvukovogo ravnomernogo prØmolineænogo (parallel~no granicam sloØ) i periodiqeskogo dvißeniæ. FunkciØ, opisyva¸waØ zavisimost~ istoqnika ot vremeni t, imeet vid e^(–^{−iω0 )t}A(t), gde – ¿ 0, ω_0 ¿ 0 i A(t) – kompleksnoznaqnaØ periodiqeskaØ funkciØ. Otricatel~nye znaqeniØ – iskl¸qeny dlØ togo, qtoby ne dopustit~ neograniqennogo rosta amplitudy istoqnika pri udalenii v proxloe, qto neobhodimo 233

234 A. V. SOKOLOV dlØ osmyslennosti zvukovogo polØ v nastoØwem. Periody A(t) i periodiqeskoæ sostavlØ¸weæ dvißeniØ istoqnika predpolaga¸tsØ odinakovymi.^1

Svoæstva sloØ i istoqnika v nastoØweæ stat~e podobrany takim obrazom, qto v nekotoroæ dvißuweæsØ sisteme koordinat moßno razdelit~ peremennye. Pri fftom, otdelØØ posledovatel~- no odnu peremennu¸ za drugoæ, rexenie rassmatrivaemoæ zadaqi moßno poluqit~ v vide troænogo rØda, qleny kotorogo budem nazyvat~ normal~nymi volnami. Sleduet otmetit~, qto takoe ispol~zovanie ponØtiØ “normal~naØ volna” ØvlØetsØ ne sovsem obyqnym, poskol~ku kak pravilo ffto ponØtie ispol~zuetsØ po otnoxeni¸ k qlenam rØda, voznika¸wego pri otdelenii tol~- ko popereqnoæ (po otnoxeni¸ k slo¸) peremennoæ. VyraßeniØ, formal~no postroennye v stat~e dlØ normal~nyh voln, ØvlØ¸tsØ ne tol~ko toqnymi (ne asimptotiqeskimi), no i vne nekotoroæ okrestnosti istoqnika Øvnymi v tom smysle, qto predstavlØ- ¸t soboæ proizvedeniØ fflementarnyh i izvestnyh special~nyh funkciæ koordinat i vremeni.

V naqale stat~i privoditsØ matematiqeskaØ postanovka zadaqi o zvukovom pole istoqnika, vkl¸qa¸wegosØ v moment vremeni t = t_0. Zatem stroitsØ rexenie postavlennoæ zadaqi i vyqislØetsØ ego predel pri t_0 → −∞. Dalee fftot predel razlagaetsØ v summu normal~nyh voln i rassmatriva¸tsØ osnovnye svoæstva postroennyh voln. V zakl¸qenie vypisyva¸tsØ vyraßeniØ dlØ poluqennyh normal~nyh voln v nekotoryh prostyh qastnyh sluqaØh.

§1. Postanovka zadaqi

V matematiqeskom otnoxenii zadaqa o zvukovom pole istoqnika, vkl¸qa¸wegosØ v moment vremeni t = t_0, sostoit v tom, qtoby v l¸boæ toqke ⃗r ≡ (x, y, z) sloØ 0 6 z 6 h v l¸boæ moment vremeni t ∈ R naæti rexenie volnovogo uravneniØ ( △ − 1 c^2

∂^2 ∂t^2 ) u(⃗r, t, t_0) = χ(t − t_0)e^(–^{−iω0 )t}A(t)δ(⃗r − ⃗vt − ⃗r_0(t)), (1.1) v kotorom – ¿ 0, ω_0 ¿ 0; ⃗v = (v, 0, 0), 0 6 v < c; funkciØ A(t) ØvlØetsØ kompleksnoznaqnoæ, kusoqno nepreryvnoæ, ogra-

1�to ograniqenie ne ØvlØetsØ suwestvennym. Ono lix~ uprowaet rassmotrenie i okonqatel~nye vyraßeniØ.

ZVUKOVOE POLE ISTOQNIKA 235 niqennoæ i periodiqeskoæ s periodom T_0 > 0; vektor-funkciØ ⃗r_0(t) ≡ (x_0(t), y_0(t), z_0(t)) prinimaet znaqeniØ v sloe 0 < z < h i ØvlØetsØ kusoqno nepreryvnoæ, ograniqennoæ i periodiqeskoæ s tem ße periodom T_0; χ(τ ) = 1, esli τ ¿ 0 i χ(τ ) = 0, esli τ < 0. Pri fftom iskomoe rexenie u(⃗r, t, t_0) dolßno udovletvorØt~ naqal~nomu uslovi¸ u(⃗r, t, t_0) | t<t0 = 0 (1.2)

i graniqnym usloviØm ( α_0u + β_0 ∂u ∂z ) | | z=0 = 0, ( α_hu + β_h ∂u ∂z ) | | z=h = 0, (1.3)

gde α_0, β_0, α_h, β_h – vewestvennye postoØnnye takie, qto α^2_0+β^2_0 ≠ 0 i α^2_h + β^2_h ≠ 0.

Pri rexenii postavlennoæ zadaqi i v posledu¸wem izloßenii budem predpolagat~, qto naimen~xee sobstvennoe qislo zadaqi Xturma–LiuvillØ

−Z^{′′}(z) = λZ(z), α_0Z(0)+β_0 Z^′(0) = 0, α_hZ(h)+β_h Z^′(h) = 0 (1.4)

udovletvorØet neravenstvu^2 λ_0 ¿ −–^2/(c^2 − v^2).

§2. Vyvod vyraßeniØ dlØ zvukovogo polØ

Rexenie u(⃗r, t, t_0) budem iskat~ v vide razloßeniØ v rØd Fur~e po polnoæ ortonormirovannoæ sisteme sobstvennyh funkciæ Z_j (z), j = 0, 1, 2, . . . zadaqi Xturma–LiuvillØ (1.4): u(⃗r, t, t_0) = ∞∑ j=0 w_j (x, y, t, t_0)Z_j (z). (2.1)

Podstaviv (2.1) v (1.1), umnoßiv obe qasti poluqivxegosØ ravenstva na Z_l(z), i, prointegrirovav ih po z ot 0 do h, poluqaem uravnenie ( ∂^2 ∂x^2 + ∂^2 ∂y^2 − λ_l − 1 c^2

∂^2 ∂t^2 ) w_l(x, y, t, t_0) = 2Dannoe neravenstvo zavedomo vypolneno, esli rassmatrivaetsØ zvukovoe pole v okeaniqeskom vodnom sloe s absol¸tno mØgkoæ poverhnost~¸ i absol¸tno ßestkim dnom, poskol~ku v fftom sluqae α0 = 0, β_h = 0 i vse sobstvennye qisla zadaqi (1.4), ime¸wie vid λ_l = π^2(l +1/2)^2/h^2, l = 0, 1, 2, . . . , poloßitel~ny.

236 A. V. SOKOLOV

χ(t − t_0)e^(–^{−iω0 )t}A(t)Z_l (z_0(t))δ(x − vt − x_0(t))δ(y − y_0(t)), (2.2) v kotorom λ_l – sootvetstvu¸wee sobstvennoe qislo zadaqi (1.4). Krome togo, v sootvetstvii s (1.2), funkciØ w_l(x, y, t, t_0), ravnaØ (kak kofffficient (2.1)) integralu ∫_h 0 u(⃗r, t, t_0)Z_l(z) dz, dolßna udovletvorØt~ naqal~nomu uslovi¸ w_l(x, y, t, t_0) | t<t0 = 0. (2.3)

Pereædem ot peremennyh (x, y, t) k peremennym (⃗ρ, t) ≡ (ξ, y, t), gde ξ = (x − vt)/ √ 1 − v^2/c^2. V novyh peremennyh uravnenie (2.2) prinimaet vid ( ∂^2 ∂ξ^2 + ∂^2 ∂y^2 + 2v c^2 √ 1 − v^2/c^2

∂^2 ∂ξ∂t − λ_l − 1 c^2

∂^2 ∂t^2 ) w_l =

χ(t − t_0)A_l(t)e^(–^{−iω0 )t}δ(⃗ρ − ⃗ρ_0(t)), gde A_l(t) = A(t)Z_l(z_0(t))/ √ 1 − v^2/c^2, ξ_0(t) = x_0(t)/ √ 1 − v^2/c^2 i ⃗ρ_0(t) = (ξ_0(t), y_0(t)). Netrudno proverit~, qto preobrazovanie Fur~e po vremeni ^w_l(ξ, y; ω, t_0) funkcii

e^−–^tw_l(vt + ξ √ 1 − v^2/c^2, y, t, t_0), udovletvorØet uravneni¸ ( ∂^2 ∂ξ^2 + ∂^2 ∂y^2 + 2v(– − iω) c^2 √ 1 − v^2/c^2 ∂ ∂ξ − λ_l − (– − iω)^2_{c2}^)_{^wl(⃗ρ; ω, t0) =} +∞∫ t0 A_l(τ )e^{i(ω−ω0)τ} δ(⃗ρ − ⃗ρ_0(τ )) dτ. Sledovatel~no, funkciØ

w̃_l(⃗ρ; ω, t_0) = exp ( v(– − iω) c^2 √ 1 − v^2/c^2 ξ ) ^w_l(⃗ρ; ω, t_0) udovletvorØet uravneni¸ ( ∂^2 ∂ξ^2 + ∂^2 ∂y^2 + μ^2_l (ω) ) w̃_l(⃗ρ; ω, t_0) =

ZVUKOVOE POLE ISTOQNIKA 237 exp ( v(– − iω) c^2 √ 1 − v^2/c^2 ξ )^{+∞}∫ t0 A_l(τ )e^{i(ω−ω0)τ} δ(⃗ρ − ⃗ρ_0(τ )) dτ, v kotorom μ^2_l (ω) = −λ_l + (ω + i–)^2/(c^2 − v^2). Rexiv ffto uravnenie metodom funkcii Grina, i, vosstanoviv po poluqennomu rexeni¸ w_l, prihodim k vyraßeni¸^3

w_l = − ie–^t 8π +∞∫ −∞ dω +∞∫ t0 dτ e^{i(ω−ω0)τ−iωt+} v(–�iω) c2 √ 1�v^2 /c^{2 (ξ0(τ)−ξ)}×

A_l(τ )H^{(1)}_0 (μ_l(ω) |⃗ρ − ⃗ρ_0(τ )|), (2.4)

gde H^{(1)}_0 – funkciØ HankelØ i vetv~ funkcii μ_l(ω) ≡ √_{(ω+i} –)^2 (c2−v2) − λl opredelena usloviem μ_l(ω) =^{ω+i}–^√_{c2−v2} + O(^1_ω ), ω → +∞ v kompleksnoæ ploskosti peremennoæ ω s razrezami, iduwimi iz toqek

−i– ±^√λl^√c^2 − v^2 vniz.

V tom, qto pravaØ qast~ (2.4) udovletvorØet uslovi¸ (2.3), moßno ubedit~sØ, pomenØv porØdok integrirovaniØ v (2.4), i, pokazav s pomow~¸ lemmy ȷordana, qto integral po ω pri l¸byh t < t_0 i τ ¿ t_0 raven nul¸. Pri fftom vozmoßnost~ ispol~zovaniØ lemmy ȷordana obespeqena tem, qto: 1) podyntegral~noe vyraßenie (2.4) kak funkciØ ω pri vybrannoæ vetvi funkcii μ_l(ω) i neravenstvah^4 – ¿ 0, λ_l ¿ λ_0 ¿ −–^2/(c^2 − v^2), golomorfno v verhneæ poluploskosti i nepreryvno vplot~ do granicy (vozmoßno lix~ za iskl¸qeniem toqek −i– ± √ λ_l √ c^2 − v^2); 2) pri ω → ∞,

0 6 arg ω 6 π, v sledstvie asimptotiki

H^{(1)}_0 (w) = √ 2 πw e^{i(w−π/4)} ( 1 + O ( 1 w )) , w → ∞, −π < arg w < 2π 3Integraly, stoØwie v pravoæ qasti (2.4), tak ße, kak i integraly, privodimye niße v (2.5), v obyqnom smysle, voobwe govorØ, ne suwestvu- ¸t. Smysl fftim integralam moßno pridat~ libo, vyqislØØ ih v obratnom porØdke, libo, rassmatrivaØ ih kak preobrazovanie Fur~e obobwennoæ funkcii. Vtoroæ ih fftih sposobov ispol~zovan pri preobrazovanii (2.5) v §3._4

�ti neravenstva obespeqiva¸t to, qto toqki vetvleniØ −i– ±^√λ_l× √ c2 − v2 funkcii μ_l(ω) leßat ne vyxe vewestvennoæ osi.

238 A. V. SOKOLOV (sm. [10], str. 98, vyr. (1)), podyntegral~noe vyraßenie (2.4) vedet sebØ kak 1 √ ω exp { iω ( τ − t + (|⃗ρ − ⃗ρ_0(τ )| + (ξ − ξ_0(τ ))v/c) √ c^2 − v^2 )} , gde τ − t + (|⃗ρ − ⃗ρ_0(τ )| + (ξ − ξ_0(τ ))v/c) √ c^2 − v^2 ¿ τ − t > 0. Takim obrazom, pravaØ qast~ (2.4) udovletvorØet uslovi¸ (2.3) i daet iskomu¸ funkci¸ w_l(x, y, t, t_0). Tem samym, postroenie iskomogo rexeniØ u(⃗r, t, t_0) zaverxeno.

Predel zvukovogo polØ u(⃗r, t, t_0) pri t_0 → −∞ (oboznaqim ego u(⃗r, t)), v sootvetstvii s (2.1) i (2.4), imeet vid

u(⃗r, t) = ∞∑ l=0 − ie–^t 8π Z_l(z) +∞∫ −∞ dω +∞∫ −∞ dτ e^{i(ω−ω0)τ−iωt}×

exp ( v(– − iω) c^2 √ 1 − v^2/c^2

(ξ_0(τ ) − ξ) ) A_l(τ )H^{(1)}_0 (μ_l(ω) |⃗ρ − ⃗ρ_0(τ )|). (2.5)

Vyqisliv znaqenie volnovogo operatora na u(⃗r, t), poluqaem vyraßenie ( △ − 1 c^2

∂^2 ∂t^2 ) u(⃗r, t) = e^(–^{−iω0)t}A(t)δ(⃗r − ⃗vt − ⃗r_0(t)). (2.6) Takim obrazom, u(⃗r, t), ØvlØØs~ rexeniem (2.6), udovletvorØØ graniqnym usloviØm (1.3) (poskol~ku kaßdoe slagaemoe (2.5) udovletvorØet (1.3)), i, buduqi predelom u(⃗r, t, t_0) pri t_0 → −∞, imeet smysl zvukovogo polØ, poroßdaemogo istoqnikom, opisyvaemym pravoæ qast~¸ (2.6), t.e. istoqnikom, vkl¸qivximsØ pri t = −∞. §3. Vyvod vyraßeniæ dlØ normal~nyh voln i osnovnye svoæstva postroennyh vyraßeniæ

3.1. Vyvod vyraßeniæ dlØ normal~nyh voln. Vospol~zovav-

xis~ periodiqnost~¸ funkciæ ξ_0(τ ), ⃗ρ_0(τ ) i A_l(τ ), razloßim podyntegral~noe vyraßenie (2.5), iskl¸qaØ mnoßitel~ exp(i(ω − ω_0)τ − iωt), v rØd Fur~e po funkciØm e^{−imΩ0τ} , gde Ω_0 = 2π/T_0 i

ZVUKOVOE POLE ISTOQNIKA 239

m ∈ Z. Podstaviv fftot rØd v (2.5), i, vyqisliv integraly po τ

i ω, poluqaem vyraßenie u(⃗r, t) = ∞∑ l=0 +∞∑ m=−∞ − i 4T_0 e^( –−iωm )t−^{v(}–�^{iωm )} c2 √ 1�v^2/c^{2 ξ}Z_l (z)× T0∫ 0 e v(–�iωm ) c2 √ 1�v^2 /c^{2 ξ0(σ)+imΩ0 σ}A_l(σ)H^{(1)}_0 (μ_{lm} |⃗ρ − ⃗ρ_0(σ)|) dσ, (3.1)

v kotorom ω_m = ω_0 + mΩ_0 i μ_{lm} = μ_l(ω_m).

DlØ preobrazovaniØ (3.1) vospol~zuemsØ teoremoæ sloßeniØ Grafa dlØ funkcii HankelØ (sm. [10], str. 117, vyr. (34)): H^{(1)}_0 (μ_{lm} |⃗ρ − ⃗ρ_0(τ )|) = +∞∑ n=−∞ H^{(1)}_n (μ_{lm}ρ_>(τ ))J_n(μ_{lm} ρ_<(τ ))e^{in(θ−θ0(τ))}, (3.1^′)

gde θ, θ_0(τ ) – polØrnye ugly v ploskosti peremennyh ξ, y toqek ⃗ρ i ⃗ρ_0(τ ) sootvetstvenno;

ρ = |⃗ρ | , ρ_0(τ ) = |⃗ρ_0(τ )| ; ρ_>(τ ) = max{ρ, ρ_0(τ )}, ρ_<(τ ) = min{ρ, ρ_0(τ )}.

Podstaviv (3.1^′) v (3.1), poluqaem iskomoe predstavlenie u(⃗r, t) v vide troænogo rØda: u(⃗r, t) = ∞∑ l=0 +∞∑ m,n=−∞ u_{lmn}(⃗r, t), qleny kotorogo u_{lmn}(⃗r, t) = − i 4T_0 e^( –−iωm )t−^{v(}–�^{iωm )} c2 √ 1�v^2 /c^{2 ξ+inθ}Z_l(z) T0∫ 0 e v(–�iωm ) c2√ 1�v^2/c^{2 ξ0(σ)}×

e^{−inθ0(σ)+imΩ0 σ}A_l(σ)H^{(1)}_n (μ_{lm}ρ_>(σ))J_n(μ_{lm}ρ_<(σ)) dσ (3.2) kak uße vyxe bylo skazano budem nazyvat~ normal~nymi volnami. Pri fftom vyraßeniØ, poluqennye dlØ normal~nyh voln,

240 A. V. SOKOLOV ØvlØ¸tsØ v oblastØh ρ ¿ ρ_+ = max_{[0,T0]} ρ_0(t) i ρ 6 ρ_− = min_{[0,T0]} ρ_0(t)

Øvnymi v tom smysle, qto mogut byt~ perepisany v vide proizvedeniæ fflementarnyh i izvestnyh special~nyh funkciæ koordinat i vremeni: u_{lmn}(⃗r, t) = − i 4T_0 e^( –−iωm )t−^{v(}–�^{iωm )} c2 √ 1�v^2 /c^{2 ξ+inθ}Z_l(z) { H^{(1)}_n (μ_{lm} ρ) J_n(μ_{lm}ρ) } × T0∫ 0 e v(–�iωm ) c2 √ 1�v^2/c^{2 ξ0 (τ)−inθ0(τ)+imΩ0 τ} ×

A_l(τ ) { J_n(μ_{lm}ρ_0(τ ))

H^{(1)}_n (μ_{lm} ρ_0(τ )) } dτ, { ρ ¿ ρ+ ρ 6 ρ− } . (3.3)

3.2. Osnovnye svoæstva normal~nyh voln.

1. Vyqisliv znaqenie volnovogo operatora na funkcii ulmn(⃗r, t),

moßno poluqit~ vyraßenie ( △ − 1 c^2

∂^2 ∂t^2 ) u_{lmn}(⃗r, t) = 1 2πT_0 e^( –−iωm )t−^{v(}–�^{iωm )} c2√ 1�v^2/c^{2 ξ+inθ}Z_l(z)× T0∫ 0 e v(–�iωm ) c2√ 1�v^2/c^{2 ξ0 (τ)−inθ0(τ)+imΩ0 τ} A_l(τ ) δ(ρ − ρ^0(τ )) ρ dτ. (3.4) Istoqnik, opisyvaemyæ pravoæ qast~¸ (3.4), oqevidno, sosredotoqen v cilindre ρ_− 6 ρ 6 ρ_+, dvißuwemsØ so skorost~¸ ⃗v otnositel~no ishodnoæ sistemy koordinat x, y, z. Voznikaet vopros: imeet li u_{lmn}(⃗r, t) kak rexenie uravneniØ (3.4) smysl zvukovogo polØ, poroßdaemogo istoqnikom iz pravoæ qasti (3.4). DlØ togo, qtoby otvetit~ na fftot vopros poloßitel~no, dostatoqno pokazat~, qto u_{lmn}(⃗r, t) ØvlØetsØ predelom pri t_0 → −∞ rexeniØ zadaqi, otliqa¸weæsØ ot zadaqi iz §1 tol~ko zamenoæ v (1.1) funkcii e^(–^{−iω0 )t}A(t)δ(⃗r − ⃗vt − ⃗r_0(t)) na funkci¸ iz pravoæ qasti (3.4). Postroiv ukazannoe rexenie takim ße obrazom, kakim bylo postroeno u(⃗r, t, t_0) v §2, i, vyqisliv sootvetstvu¸wiæ predel, poluqaem v toqnosti u_{lmn}(⃗r, t). Sledovatel~no, u_{lmn}(⃗r, t) deæstvitel~no imeet smysl zvukovogo polØ, poroßdaemogo istoqnikom, opisyvaemym pravoæ qast~¸ (3.4).

ZVUKOVOE POLE ISTOQNIKA 241

2. Netrudno proverit~, qto pri l¸bom zadannom ρ > 0 postroen-

nye normal~nye volny poparno ortogonal~ny otnositel~no skalØrnogo proizvedeniØ, zadavaemogo s pomow~¸ integrirovaniØ po t ot nulØ do T_0, po θ ot nulØ do 2π i po z ot nulØ do h s vesom exp ( − 2–t +^{2v–ρ cos θ} c2 √_{1−v2/c2} ) . Pri fftom u_{lmn}(⃗r, t) i pravaØ qast~ (3.4)

ØvlØ¸tsØ (pri zadannom ρ > 0) v toqnosti ortogonal~nymi proekciØmi sootvetstvenno u(⃗r, t) i pravoæ qasti (2.6) na odnomernoe lineænoe podprostranstvo, poroßdaemoe funkcieæ

Z_l(z) exp ( (– − iωm)t −^{v(}–^{− iωm)} c^2 √ 1 − v^2/c^2 ρ cos θ + inθ ) . 3. Pri nekotoryh sootnoxeniØh meßdu parametrami zadaqi, od-

no ili neskol~ko qisel μ_{lm} mogut obratit~sØ v nul~. Esli μ_{lm} = 0, to volna u_{lm0}(⃗r, t) za sqet logarifmiqeskoæ osobennosti funkcii HankelØ, voobwe govorØ, obrawaetsØ v beskoneqnost~. S toqki zreniØ fiziki ffto oznaqaet, qto pri neograniqennom udalenii v proxloe vremeni vkl¸qeniØ istoqnika (pri t_0 → −∞) poroßdaemoe fftim istoqnikom pole u(⃗r, t, t_0) budet v nastoØwem (v zadannyæ moment t) neograniqenno vozrastat~ (po kraæneæ mere do teh por, poka budut ostavat~sØ vypolnennymi usloviØ primenimosti volnovogo uravneniØ).

V nekotoryh sluqaØh pri μ_{lm} = 0 volna u_{lm0}(⃗r, t) moßet okazat~sØ toßdestvenno ravnoæ nul¸. �to imeet mesto, naprimer, togda (sm. (3.2), (3.4)), kogda vysota istoqnika postoØnna i sovpadaet s odnim iz korneæ funkcii Z_l(z) (t.e. togda, kogda A_l(t) ≡ A(t)Z_l (z_0)/ √ 1 − v^2/c^2 ≡ 0) ili togda, kogda ρ_0(t) = Const i T0∫ 0 e v(–�iωm ) c2√ 1�v^2 /c^{2 ξ0(τ)+imΩ0 τ} A_l(τ ) dτ = 0.

Vyraßenie dlØ volny u_{lmn}(⃗r, t) s n ≠ 0 (sm. (3.2)) v sluqae μ_{lm} = 0 soderßit neopredelennost~, poskol~ku J_n(0) = 0, a H^{(1)}n (w) → ∞ pri w → 0 (sm. [10]). Netrudno proverit~, qto znaqenie u_{lmn}(⃗r, t) pri μ_{lm} = 0 i n ≠ 0 moßet byt~ poluqeno kak predel pravoæ qasti (3.2) pri μ_{lm} → 0. Vyqisliv fftot predel, poluqaem vyraßenie u_{lmn}(⃗r, t) = − 1 4π |n| T_0 e^( –−iωm )t−^{v(}–�^{iωm )} c2√ 1�v^2/c^{2 ξ+inθ}Z_l(z)×

242 A. V. SOKOLOV T0∫ 0 e v(–�iωm ) c2 √ 1�v^2 /c^{2 ξ0(τ)−inθ0(τ)+imΩ0 τ} A_l(τ ) ( ρ_<(τ ) ρ_>(τ ) )_{|n|} dτ. (3.5) Takim obrazom, volna u_{lmn}(⃗r, t) s n≠0 ØvlØetsØ koneqnoæ pri l¸- byh sootnoxeniØh parametrov zadaqi (v t.q. i v sluqae μ_{lm} = 0).

4. Issledovav povedenie ulmn(⃗r, t) pri ρ → +∞ s pomow~¸ pred-

stavleniØ (3.3) (ili (3.5) v sluqae μ_{lm} = 0, n ≠ 0), opredeleniØ μ_{lm} i asimptotiki H^{(1)}_n (w) pri w → ∞ (sm. [10], str. 98, vyr. (1)), i, predpolagaØ, qto integral v (3.3) (ili sootvetstvenno v (3.5)) otliqen ot nulØ (v protivnom sluqae vopros o povedenii u_{lmn}(⃗r, t) trivialen), prihodim k zakl¸qeni¸, qto u_{lmn}(⃗r, t) pri ρ → +∞ vsegda ubyvaet, za iskl¸qeniem teh sluqaev, kogda vypolnØ¸tsØ neravenstva^5

– > 0, λl < − –^2_{c2} , ω^2_m < −^{v2}_{c2} (λlc^2 + –^2). (3.6)

Esli neravenstva (3.6) ime¸t mesto, to u_{lmn}(⃗r, t) pri ρ → +∞ ubyvaet tol~ko v sluqae |θ| 6 π − θ_{lm} , gde

θ_{lm} = arccos √ –^2 + λ_l(c^2 − v^2) − ω^2_m +^√(–^2 + λ_l(c^2 − v^2) − ω^2_m)^2 + 4–^2ω^2_m √ 2v–/c , a v sluqae π − θ_{lm} < |θ| 6 π ffksponencial~no rastet.

5. V sluqae ρ0(t) ≡ 0 volny ulmn(⃗r, t) v silu ravenstva Jn(0) =

δ_{n0}, gde δ_{n0} – simvol Kronekera, (sm. [10]) prinima¸t vid u_{lmn}(⃗r, t) = − δ_{n0}i 4T_0 e^( –−iωm )t−^{v(}–�^{iωm )} c2√ 1�v^2/c^{2 ξ}Z_l(z)H^{(1)}_0 (μ_{lm} ρ)× T0∫ 0 e^{imΩ0 σ}A_l(σ) dσ. Takim obrazom, v fftom sluqae volny u_{lmn}(⃗r, t) s n ≠ 0 toßdestvenno ravny nul¸. Esli pomimo usloviØ ρ_0(t) ≡ 0 vypolneny

5V tom sluqae, kogda rassmatrivaetsØ zvukovoe pole v okeaniqeskom vodnom sloe s absol¸tno mØgkoæ poverhnost~¸ i absol¸tno ßestkim dnom, vse sobstvennye qisla λ_l (sm. vyxe) poloßitel~ny i, sledovatel~no, vtoroe i tret~e neravenstva v (3.6) zavedomo ne vypolneny.

ZVUKOVOE POLE ISTOQNIKA 243 usloviØ z_0(t) = Const i A(t) = Const, to vyraßeniØ dlØ normal~- nyh voln ewe bolee uprowa¸tsØ i prinima¸t vid u_{lmn}(⃗r, t) = − δ_{n0}δ_{m0}iA 4 √ 1 − v^2/c^2 e^(

–−iω0 )t−^{v(}–�^{iω0 )} c2√ 1�v^2/c^{2 ξ}×

Z_l(z_0)Z_l (z)H^{(1)}_0 (μ_{lm} ρ).

Takim obrazom, v poslednem sluqae otliqny ot toßdestvennogo nulØ tol~ko volny vida u_{l00}(⃗r, t).

6. V sluqae v = 0 sistemy koordinat x, y, z i ξ, y, z sovpada¸t;

veliqiny ρ, θ i ρ_0(t), θ_0(t) priobreta¸t smysl polØrnyh koordinat toqek ⃗ρ i ⃗ρ_0(t) sootvetstvenno v ploskosti peremennyh x, y i volny u_{lmn}(⃗r, t) prinima¸t vid u_{lmn}(⃗r, t) = − i 4T_0 e^(–^{−iωm )t+inθ}Z_l(z)× T0∫ 0 e^{−inθ0(τ)+imΩ0 τ} A_l(τ )H^{(1)}_n (μ_{lm}ρ_>(τ ))J_n(μ_{lm}ρ_<(τ )) dτ. 7. Na osnovanii predstavleniØ (3.3) moßno sdelat~ vyvod, qto

v oblastØh ρ ¿ ρ_+ i ρ 6 ρ_− vliØnie funkciæ A(t) i ⃗r_0(t) na kaqestvennoe povedenie u_{lmn}(⃗r, t) (t.e. na somnoßitel~ (3.3), soderßawiæ ρ, θ, z i t) skazyvaetsØ tol~ko posredstvom perioda T_0. V to ße vremØ pri zadannom T_0 ot A(t) i ⃗r_0(t) zavisit amplituda u_{lmn}(⃗r, t) (t.e. somnoßitel~ (3.3), ne soderßawiæ ρ, θ, z i t).

§4. VyraßeniØ dlØ normal~nyh voln v nekotoryh qastnyh sluqaØh

NastoØwiæ paragraf posvØwen rassmotreni¸ normal~nyh voln u_{lmn}(⃗r, t) v tom sluqae, kogda funkcii A(t) i ⃗r_0(t) ime¸t vid A(t) = e^{α cos(Ω0t+φ1)+iβ cos(Ω0t+φ2)},

⃗r_0(t) = (R_0 √ 1 − v^2/c^2 cos Ω_0t, R_0 sin Ω_0t, h_0 + H cos(Ω_0t + φ_3)), (4.1)

gde α, β, R_0 ¿ 0; 0 6 H < h_0 < h − H (ffto uslovie obespeqivaet nahoßdenie istoqnika vnutri sloØ) i φ_1, φ_2, φ_3 ∈ R. Rassmatrivaemyæ v fftom paragrafe sluqaæ interesen tem, qto s odnoæ

244 A. V. SOKOLOV storony prost (funkcii A(t) i ⃗r_0(t) ime¸t prostoæ vid), a s drugoæ storony soderßatelen (uqityvaetsØ izmenenie qastoty istoqnika, ego vysoty i t.d.). Krome togo, esli funkcii A(t) i ⃗r_0(t) zadany (4.1), to integral v (3.2) moßet byt~ vyraßen qerez izvestnu¸ special~nu¸ funkci¸ i, tem samym, moßet byt~ prosleßena zavisimost~ normal~nyh voln ot razliqnyh parametrov zadaqi.

Rassmotrim vnaqale sluqaæ λ_l ≠ 0. V fftom sluqae Z_l(z) moßet byt~ predstavleno v vide Z_l(z) = z_{l1}e^{i√λlz} + z_{l2}e^{−i√λlz}, (4.2) gde √ λ_l > 0, esli λ_l > 0; √ λ_l = i √ |λ_l|, esli λ_l < 0 i z_{l1}, z_{l2} – postoØnnye. Vyraßenie (3.2), s pomow~¸ (4.1), (4.2) i zameny peremennoæ σ = φ/Ω_0, moßno perepisat~ v vide u_{lmn}(⃗r, t) = − iC_{lmn} 4 √ 1 − v^2/c^2 e^( –−iωm )t−^{v(}–�^{iωm )} c2 √ 1�v^2 /c^{2 ξ+inθ}× Z_l (z)H^{(1)}_n (μ_{lm} ρ_>)J_n(μ_{lm}ρ_<), (4.3) gde C_{lmn} = 1 2π 2π∫ 0 { z_{l1}e^{i√λlh0} exp (_1 2 γ_{lm1} e^{iφ} +^1_2 γ_{lm2}e^{−iφ} + i(m − n)φ ) +

z_{l2}e^{−i√λlh0} exp (_1 2 γ_{lm3}e^{iφ} +^1_2 γ_{lm4} e^{−iφ} + i(m − n)φ ) } dφ, (4.4) γ_{lm1,2} = v(– − iωm) c^2 √ 1 − v^2/c^2 R_0 + αe^{±iφ1} + iβe^{±iφ2} + i √ λ_lHe^{±iφ3} ,

γ_{lm3,4} = v(– − iωm) c^2 √ 1 − v^2/c^2 R_0 + αe^{±iφ1} + iβe^{±iφ2} − i √ λ_lHe^{±iφ3} . V pravu¸ qast~ (4.4) vhodØt integraly vida I_k(a, b) = 2π∫ 0 exp(ae^{iφ} + be^{−iφ} + ikφ) dφ, gde a, b ∈ C , k ∈ Z. Integral I_k(a, b) moßno legko vyqislit~, razloßiv ego podyntegral~noe vyraßenie v rØd po stepenØm ae^{iφ}

ZVUKOVOE POLE ISTOQNIKA 245 i be^{−iφ}, i, vospol~zovavxis~ predstavleniem funkcii BesselØ mnimogo argumenta I_k(z) v vide rØda po stepenØm z (sm. [10], str. 13, vyr. (12)). Pri fftom poluqaetsØ, qto I_k(a, b) = 2πa^{(|k|−k)/2}b^{(|k|+k)/2} ∞∑ j=0 a^jb^j j!(j + |k|)! =

2π ( √ b √ a )_k I_k(2 √ a √ b), a ≠ 0, k > 0 libo

b ≠ 0, k < 0 libo k = 0; 2π k! b^k, a = 0, k ¿ 0; 2π (−k)! a^{−k}, b = 0, k 6 0;

0, b = 0, k > 0 libo a = 0, k < 0;

(4.5)

gde znaqeniØ korneæ √ a, √ b, vvidu togo, qto oni vhodØt v (4.5) qetnym obrazom, mogut vybirat~sØ proizvol~no, no tak, qtoby ih opredeleniØ vo mnoßitele pered funkcieæ BesselØ i v ee peremennoæ sovpadali.

Vospol~zovavxis~ (4.5), pravu¸ qast~ (4.4) moßno perepisat~ v vide: C_{lmn} = { z_{l1}e^{i√λlh0} ( √ γ_{lm2} √ γ_{lm1} )_{m−n} I_{m−n}( √ γ_{lm1} √ γ_{lm2})+

z_{l2}e^{−i√λlh0} ( √ γ_{lm4} √ γ_{lm3} )_{m−n} I_{m−n}( √ γ_{lm3} √ γ_{lm4}) } . Tem samym, iskomoe vyraßenie dlØ u_{lmn}(⃗r, t) v sluqae λ_l ≠ 0 postroeno.

Pust~ teper~ λ_l = 0. V fftom sluqae Z_l(z) imeet vid^6

Z_l(z) = z_1 + z_2z, (4.6)

gde z_1, z_2 – postoØnnye. Prodelav s pomow~¸ (4.6) vyqisleniØ podobnye tem, qto byli sdelany v sluqae λ_l ≠ 0, poluqaem, qto

6Znaqok l otsutstvuet v pravoæ qasti (4.6) v silu togo, qto zadaqa (1.4) imeet ne bolee qem odno nulevoe sobstvennoe qislo.

246 A. V. SOKOLOV ravenstvo (4.3) ostaetsØ v sile, esli v kaqestve postoØnnoæ C_{lmn} vybrat~ veliqinu C_{lmn} = { (z_1 + z_2h_0) (√ γ_{m2} √ γ_{m1} )_{m−n} I_{m−n}( √ γ_{m1} √ γ_{m2})+ 1 2 z_2He^{iφ3} ( √ γ_{m2} √ γ_{m1} )_{m−n+1} I_{m−n+1}( √ γ_{m1} √ γ_{m2})+ 1 2 z_2He^{−iφ3} ( √ γ_{m2} √ γ_{m1} )_{m−n−1} I_{m−n−1}( √ γ_{m1} √ γ_{m2}) } , gde γ_{m1,2} = v(– − iωm) c^2 √ 1 − v^2/c^2 R_0 + αe^{±iφ1} + iβe^{±iφ2} . Takim obrazom, iskomoe vyraßenie dlØ u_{lmn}(⃗r, t) postroeno i v sluqae λ_l = 0.

V zakl¸qenie vypixem vyraßeniØ dlØ C_{lmn} v nekotoryh qastnyh sluqaØh. V sluqae H = 0, nezavisimo ot togo ravno λ_l nul¸ ili net, imeem C_{lmn} = ( √ γ_{m2} √ γ_{m1} )_{m−n} I_{m−n}( √ γ_{m1} √ γ_{m2})Z_l(h_0).

V qastnosti,

C_{lmn} = I_{m−n} (_{v(} –−iωm ) c2 √_{1−v2/c2} R_0 ) Z_l(h_0), α = β = 0;

δ_{mn}Z_l(h_0), α = β = 0, vR_0 = 0;

e^{i(n−m)φ1} I_{m−n}(α)Z_l(h_0), β = 0, vR_0 = 0;

e^{i(n−m)φ2} I_{m−n}(iβ)Z_l (h_0), α = 0, vR_0 = 0;

gde uqteno, qto I_n(0) = δ_{n0} (sm. [10], str. 13, vyr. (12)). Nakonec, v sluqae H ≠ 0, α = β = 0, vR_0 = 0 postoØnnaØ C_{lmn} imeet vid

C_{lmn} = e^{i(n−m)φ3} I_{m−n}(i √ λ_lH)Z_l (h_0),

λ_l ≠ 0, m − n qetno; e^{i(n−m)φ3} I_{m−n}(i √ λ_lH)(z_{l1}e^{i√λlh0} − z_{l2}e^{−i√λlh0} ), λ_l ≠ 0, m − n neqetno;

δ_{mn}Z_l(h_0)+^1_2 (δ_{m,n−1}e^{iφ3} + δ_{m,n+1}e^{−iφ3} )z_2H, λ_l = 0.

ZVUKOVOE POLE ISTOQNIKA 247

Podstaviv privedennye znaqeniØ C_{lmn} v (4.3), moßno poluqit~ vyraßeniØ dlØ u_{lmn}(⃗r, t) v sootvetstvu¸wih qastnyh sluqaØh.

Avtor vyraßaet priznatel~nost~ V. S. Buldyrevu za rØd predloßeniæ po uluqxeni¸ stat~i.

Literatura

1. K. E. Hawker, — J. Acoust. Soc. Am. 65, No 3 (1979), 675–681.

2. V. S. Buldyrev, Zvukovoe pole istoqnika, dvißuwegosØ v neodnorodnom sloe, leßawem na odnorodnom poluprostranstve. — Zap. nauqn. semin. LOMI 156 (1986), 35–48.

3. E. A. Rivelis, ı. V. Hoha, M. E. Freæman, Akustiqeskoe pole dvißuwegosØ uzkopolosnogo toqeqnogo istoqnika v volnovode. — Matematiqeskie metody prikladnoæ akustiki. Izd-vo Rostovskogo universiteta, Rostov-na-Donu, 1986, 113–118.

4. V. I. Il~iqev, V. S. Rabinoviq, E. A. Rivelis, ı. V. Hoha, Dal~nee pole dvißuwegosØ v volnovode uzkopolosnogo istoqnika zvuka. — DAN SSSR 304, No. 5 (1989), 1123–1127.

5. V. S. Buldyrev, �ffekt Dopplera v refrakcionnyh volnovodah. — Volny i difrakciØ–90. Fiziqeskoe obwestvo, Moskva, 1990, T. 1, 159–162.

6. A. V. Olifer, ˚. S. Soæbel~man, Gorizontal~nye luqi i vertikal~- nye paraboliqeskie uravneniØ v zadaqe o pole dvißuwegosØ uzkopolosnogo istoqnika zvuka v melkom more. — Matematiqeskie metody prikladnoæ akustiki. Izd-vo Rostovskogo universiteta, Rostov-na-Donu, 1990, 100–115.

7. V. S. Rabinoviq, E. A. Rivelis, ı. V. Hoha, Ob akustiqeskom pole istoqnika, dvißuwegosØ v neodnorodnom akustiqeskom volnovode. — Volny i difrakciØ–90. Fiziqeskoe obwestvo, Moskva, 1990, T. 1, 163–166.

8. V. S. Buldyrev, N. S. Grigor~eva, Nestacionarnye zadaqi podvodnogo rasprostraneniØ zvuka. — Akustika v okeane. Nauka, Moskva (1992).

9. V. S. Buldyrev, A. V. Sokolov, A. S. Starkov, Zvukovoe pole vysokoqastotnogo istoqnika, dvißuwegosØ v volnovode. — Zap. nauqn. semin. POMI 239 (1997), 71–78.

10. G. Beætmen, A. �rdeæi, Vysxie transcendentnye funkcii. II. Funkcii BesselØ, funkcii paraboliqeskogo cilindra, ortogonal~nye mnogoqleny. Nauka, Moskva (1974).

Sokolov A. V. The sound field of source, accomplishing in liquid layer the motion equal to sum of subsonic uniform rectilinear and periodic motions. Explicit solutions.

The article is devoted to problem of sound field, generated in liquid layer by moving point source, whose start time is infinitely distant in the past. Properties of layer and source in the paper are selected so, that it is possible to separate one after another all variables in some moving coordinate system and so to construct solution of the problem in

248 A. V. SOKOLOV the form of triple series. Explicit expressions, obtained in the article for terms of this series, out of some neighbourhood of the source are products of elementary and known special functions of coordinates and time.

Postupilo 25 dekabrØ 2000 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet