Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 275, 2001 g.

A. V. Xanin

K ZADAQE O DIFRAKCII NA WELI. NEKOTORYE SVO`STVA R˚DA XVARCXIL^DA

Vvedenie

Zadaqa difrakcii na polose ili weli privlekaet vnimanie issledovateleæ uße bolee sta let. S togo momenta, kak Zommerfel~dom byla v zamknutoæ forme rexena zadaqa difrakcii na poluprØmoæ, predprinimalis~ neodnokratnye popytki primenit~ pohoßie metody k difrakcii na weli ili polose. K soßaleni¸, ffto okazalos~ ne takoæ prostoæ zadaqeæ, i v teqenie dolgogo vremeni edinstvennym toqnym rexeniem dannyh zadaq ostavalos~ rexenie v forme rØda Fur~e v fflliptiqeskih koordinatah [1]. Dannoe rexenie ne moßet byt~ priznano udovletvoritel~nym vo mnogih sluqaØh; ego moßno sravnit~ s rexeniem zadaqi o difrakcii na poluprØmoæ v vide razloßeniØ Fur~e v paraboliqeskih koordinatah: ono izvestno, odnako poqti nikto im ne pol~zuetsØ. Popytki naæti bolee udaqnoe rexenie byli, v osnovnom, neudaqnymi. Obzor takih rabot moßno naæti v [2].

Odna iz naibolee Ørkih rabot, otnosØwihsØ k dannoæ probleme, poØvilas~ v 1982 godu [3]. V fftoæ rabote integral~noe uravnenie, k kotoromu svoditsØ zadaqa difrakcii, zamenØetsØ paroæ obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ. Ranee pohoßie idei byli ispol~zovany v rabote [4], odnako ne poluqili tam dostoænogo razvitiØ.

Avtorom dannoæ stat~i nedavno byl predloßen drugoæ podhod k zadaqe o difrakcii na weli ili polose [5]. V ramkah fftogo podhoda rassmatrivaetsØ funkcional~naØ zadaqa tipa Vinera– Hopfa, soderßawaØ neizvestnye celye funkcii. Bylo pokazano, qto rexeniØ podobnyh zadaq udovletvorØ¸t differencial~nym uravneniØm s racional~nymi kofffficientami. RexeniØ v [3] i [5] vyraßa¸tsØ v terminah specifiqeskih graniqnyh zadaq dlØ differencial~nyh uravneniæ. Pri fftom kofffficienty uravne-

Rabota podderßana grantami INTAS, RFFI i programmoæ “Universitety Rossii”. 258

K ZADAQE O DIFRAKCII NA WELI 259 niæ zavisØt ot neskol~kih parametrov (qisel), kotorye neobhodimo podbirat~ tak, qtoby odnovremenno vypolnØlis~ asimptotiqeskie usloviØ v osobyh toqkah. Podbor kofffficientov predstavlØetsØ neprostoæ vyqislitel~noæ zadaqeæ; neposredstvennoe otyskanie asimptotik dlØ kofffficientov vozmoßno, odnako takße neprosto.

Niße predlagaetsØ drugaØ tehnika dlØ rexeniØ zadaqi o difrakcii na weli s ideal~nymi graniqnymi usloviØmi. V ramkah predlagaemogo podhoda rexenie zadaqi difrakcii predstavlØetsØ v vide t.n. difrakcionnogo rØda, t.e. v vide summy rexeniæ beskoneqnoæ posledovatel~nosti zadaq o difrakcii na poluprØmoæ. PredpolagaetsØ, qto pada¸waØ volna difragiruet snaqala na odnom rebre weli, zatem difragirovannaØ volna dostigaet drugogo kraØ i difragiruet na nem i t.d. Takoe predstavlenie rexeniØ bylo po-vidimomu vpervye vvedeno Xvarcxil~dom v 1902 g. [6]. L¸bopytnu¸ interpretaci¸ difrakcionnogo rØda moßno naæti v knige [7]. Tradicionno difrakcionnyæ rØd ispol~zuetsØ dlØ postroeniØ priblißennyh rexeniæ. Na fftih ideØh osnovany geometriqeskaØ i fiziqeskaØ teoriØ difrakcii.

V nastoØweæ rabote predloßena tehnika preobrazovaniØ qlenov difrakcionnogo rØda, s pomow~¸ kotoroæ udaetsØ poluqit~ rØd toqnyh rezul~tatov otnositel~no summy rØda. Glavnye iz fftih rezul~tatov – vyvod predstavleniØ Vil~Ømsa, opisyva¸- wego zavisimost~ diagrammy rasseØniØ ot ugla padeniØ volny, a takße vyvod uprowennyh obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ dlØ neizvestnyh funkciæ.

Ispol~zuØ predloßennye metody my poluqaem rezul~taty rabot [3] i [5], davaØ tem samym nezavisimoe podtverßdenie poluqennyh tam rezul~tatov. Krome togo, poluqeny asimptotiqeskie rØdy dlØ neizvestnyh kofffficientov differencial~nyh uravneniæ, ispol~zovannyh v obeih fftih rabotah.

1. Postanovka zadaqi i rexenie v vide difrakcionnogo rØda 1.1. Postanovka zadaqi.

Rassmotrim 2-mernu¸ zadaqu difrakcii na ffkrane so wel~¸. Pust~ na ploskosti (x, y) vypolnØetsØ uravnenie Gel~mgol~ca

Δu + k^2_0 u = 0 (1.1)

260 A. V. XANIN Graniqnye usloviØ est~

u(x, 0) = 0 pri |x| > a. (1.2)

Wel~ zanimaet otrezok −a < x < a (sm. Ris. 1).

Ris. 1. GeometriØ zadaqi.

PredpolagaetsØ, qto zavisimost~ vseh veliqin ot vremeni imeet vid e^{−iωt}, gde ω = k_0c, c – fazovaØ skorost~ voln.

Na wel~ padaet ploskaØ volna iz verhneæ poluploskosti y > 0: u_{in} = e^{−ik∗x−i} √_{k20−k2∗y} , (1.3)

gde k_∗ = −k_0 cos ψ, ψ – ugol padeniØ (sm. Ris. 1). Pole predstavlØet soboæ summu pada¸weæ volny u_{in}, otraßennoæ volny u_r = −e^{−ik∗x+i} √_{k20−k2∗y} , (1.4)

i rasseØnnogo polØ u_{sc}. V nißneæ poluploskosti prisutstvuet tol~ko vklad u_{sc}.

Oqevidno, qto pole u_{sc} simmetriqno po otnoxeni¸ k otraßeni¸ otnositel~no prØmoæ y = 0, t.e. u_{sc}(x, y) = u_{sc}(x, −y). Ego proizvodnaØ po y dolßna imet~ na weli (t.e., pri y = 0, |x| < a) razryv, ravnyæ 2i √ k^2_0 − k^2_∗e^{−ik∗x}.

1.2. Difrakcionnyæ rØd.

PredstavlØetsØ udobnym rassmatrivat~ v verhneæ poluploskosti kombinaci¸ u_{sc} + u_r. DlØ nee pri y = +0 vypolnØ¸tsØ sledu¸wie graniqnye usloviØ:

u_{sc}(x, +0) + u_r(x, +0) = −e^{−ik∗x} pri |x| > a, (1.5)

K ZADAQE O DIFRAKCII NA WELI 261 ∂[u_{sc}(x, +0) + u_r(x, +0)] ∂y = 0 pri |x| > a. (1.6)

Krome togo, dolßny vypolnØt~sØ obyqnye usloviØ izluqeniØ na beskoneqnosti i Meæksnerovskie usloviØ na kraØh weli.

Predstavim process difrakcii kak posledovatel~nost~ aktov difrakcii na qastØh ffkrana, t.e. predstavim pole v vide rØda

u_{sc} + u_r = u_1 + u_2 + u_{12} + u_{21} + u_{121} + u_{212} + . . . (1.7)

gde simvolami u_1 i u_2 oboznaqeny difrakcionnye qleny nulevogo porØdka (pada¸waØ ploskaØ volna difragiruet na odnom iz kraev weli); indeks 1 sootvetstvuet difrakcii na kra¸ x = a, indeks 2 – difrakcii na kra¸ x = −a. Difrakcionnoe pole pervogo porØdka, poluqennoe v rezul~tate difrakcii snaqala na kra¸ 1, a zatem na kra¸ 2 sootvetstvuet oboznaqeni¸ u_{12} i t.d. Tak moßno vvesti funkcii vida u_{1212...21}. Budem sqitat~ indeksom vs¸ posledovatel~nost~ 1212. . . 21. V fftoæ posledovatel~- nosti stoØwie podrØd simvoly ne povtorØ¸tsØ. Samyæ levyæ simvol sootvetstvuet samomu pervomu aktu difrakcii.

Sleduet otmetit~, qto takaØ sistema indeksacii predstavlØetsØ izbytoqnoæ. Vmesto togo, qtoby v Øvnom vide vypisyvat~ posledovatel~nost~ aktov difrakcii v cepoqke indeksov, moßno bylo by oboznaqit~ pervyæ (ili posledniæ) i nazvat~ ih koliqestvo. Nam potrebu¸tsØ i takie oboznaqeniØ, niße oni budut vvedeny. PolnaØ indeksaciØ (s sohraneniem vseæ cepoqki difrakciæ) potrebuetsØ dlØ opisaniØ difrakcii na bolee sloßnyh strukturah, a imenno na sistemah polos, ugolkah i t.d.

Itak, dlØ udobstva vvedem sledu¸wie oboznaqeniØ:

u^n_{1...} – posledovatel~nost~ simvolov v indekse imeet dlinu n + 1

i naqinaetsØ s 1;

u^n_{...1} – posledovatel~nost~ simvolov v indekse imeet dlinu n + 1

i konqaetsØ simvolom 1;

u^n_{1...1} – posledovatel~nost~ simvolov naqinaetsØ s 1 i konqaetsØ

1 (pri fftom, oqevidno, n dolßno byt~ qetno).

Oqevidno, qto po dline cepoqki po pervomu ili poslednemu simvolu moßno odnoznaqno vosstanovit~ vs¸ cepoqku.

DlØ qlenov nulevogo porØdka zadany graniqnye usloviØ na prØmoæ y = 0: ∂u_1 ∂y = 0, pri x < a, u_1 = −e^{−ik∗x}, pri x > a, (1.8)

262 A. V. XANIN ∂u_2 ∂y = 0, pri x > −a, u_2 = −e^{−ik∗x}, pri x < −a. (1.9) DlØ vseh ostal~nyh qlenov zadany graniqnye usloviØ: ∂u^n_{...1} ∂y = 0 pri x < a, u^n_{...1} = −u^{n−1}_{...2} pri x > a, (1.10) ∂u^n_{...2} ∂y = 0 pri x > −a, u^n_{...2} = −u^{n−1}_{...1} pri x < −a. (1.11) Pri fftom, razumeetsØ, dlØ vseh qlenov rØda dolßno vypolnØt~sØ uravnenie Gel~mgol~ca, a takße usloviØ v verxine i usloviØ na beskoneqnosti.

1.3. Rexenie posledovatel~nosti difrakcionnyh zadaq metodom Vinera–Hopfa.

Vvedem oboznaqeniØ dlØ Fur~e-obrazov qlenov difrakcionnogo rØda U^n_{...1}(k) = i √ k^2_0 − k^2 ∞∫ a ∂u^n_{...1}(x, +0) ∂y e^{ikx}dx (1.12)

U^n_{...2}(k) = i √ k^2_0 − k^2 −a∫ −∞ ∂u^n_{...2}(x, +0) ∂y e^{ikx}dx (1.13) Integraly opredeleny korrektno dlØ vseh n, krome n = 0.

Qleny nulevogo porØdka soderßat neubyva¸wiæ vklad, otnosØwiæsØ k u_r. V sootvetstvii s fftim, formuly (1.12), (1.13) dolßny byt~ modificirovany sledu¸wim obrazom:

U_1(k) = i √ k^2_0 − k^2 ∞∫ a [ ∂u_1(x, +0) ∂y + i √ k^2_0 − k^2_∗ e^{−ik∗x} ] e^{ikx}dx+

+ i √ k^2_0 − k^2_∗ √ k^2_0 − k^2 e^{ik∗a} k − k_∗ , (1.14)

U_2(k) = i √ k^2_0 − k^2 −a∫ −∞ [ ∂u_2(x, +0) ∂y + i √ k^2_0 − k^2_∗ e^{−ik∗x} ] e^{ikx}dx−

− i √ k^2_0 − k^2_∗ √ k^2_0 − k^2 e^{−ik∗a} k − k_∗ , (1.15)

K ZADAQE O DIFRAKCII NA WELI 263 PrinimaØ vo vnimanie graniqnye usloviØ (1.8)–(1.11), poluqim formuly dlØ obratnogo preobrazovaniØ: u^n_{...} = − 1 2π ∫ γ∓ U^n_{...}e^{−ikx+i} √_{k20−k2 y} dk, (1.16)

gde kontury γ_± pokazany na Ris. 2. Kontur γ_− vybiraetsØ dlØ qlenov u^n_{...1}, kontur γ_+ dlØ u^n_{...2}. Takoæ vybor konturov garantiruet vypolnenie usloviæ izluqeniØ, a takße pravil~nyæ uqet pol¸sa, sootvetstvu¸wego pada¸weæ volne.

Zametim, qto dlØ opredeleniØ preobrazovaniØ Fur~e i operatorov F_± ispol~zu¸tsØ kontura, izobraßennye na Ris. 2a, a dlØ vypolneniØ asimptotiqeskih ocenok – kontura, izobraßennye na Ris. 2b.

Ris. 2. Kontury integrirovaniØ.

Veliqiny U^n_{...} mogut byt~ naædeny metodom Vinera–Hopfa [8]. Vypixem okonqatel~nyæ vid rexeniæ, opuskaØ detali.

Funkcii pervogo porØdka opredelØ¸tsØ s pomow~¸ formul

U_1(k) = A_1 e^{ika} √ k_0 − k (k − k_∗)

, U_2(k) = A_2 e^{−ika} √ k_0 + k (k − k_∗)

, (1.17)

kofffficienty A_{1,2} opredelØ¸tsØ kak A_1 = ie^{−ik∗a} √ k_0 − k_∗, A_2 = −ie^{ik∗a} √ k_0 + k_∗. (1.18)

264 A. V. XANIN

Funkcii bolee vyskoih porØdkov opredelØ¸tsØ rekurrsivno U^n_{...1} = − e^{ika} √ k_0 − k

F_+ [ e^{−ika} √ k_0 − k U^{n−1}_{...2} ] , (1.19)

U^n_{...2} = − e^{−ika} √ k_0 − k F_− [ e^{ika} √ k_0 + k U^{n−1}_{...1} ] . (1.20)

Operatory F_+ i F_− osuwestvlØ¸t razloßenie na slagaemye, regulØrnye v verhneæ i nißneæ poluploskosti peremennoæ k. Oni opredelØ¸tsØ formulami

F_±[V (k)] = ± 1 2πi ∫ γ_± V (τ )dτ τ − k , (1.21)

Sleduet zametit~, qto spektral~nye funkcii U^n_{...} zavisØt ne tol~ko ot k, no i ot veliqiny k_∗, svØzannoæ s uglom padeniØ. Dalee my budem Øvno ukazyvat~ fftu zavisimost~. Summa vseh qlenov U^n_{...}(k, k_∗) proporcional~na diagramme napravlennosti polØ v dal~neæ zone f(φ, ψ), priqem k_0 cos ψ = −k_∗, k_0 cos φ = −k f(k, k_∗) ∼ √ k^2_0 − k^2 U (k^2_0 − k^2) = = √ k^2_0 − k^2 ∞∑ n=0 (U^n_{...1}(k, k_∗) + U^n_{...2}(k, k_∗)). (1.22)

2. Nekotorye predvaritel~nye rezul~taty, kasa¸wiesØ difrakcionnogo rØda

2.1. Vspomogatel~nye funkcii G.

IzbegaØ rekursii, moßno zapisat~

U^n_{...1}(k, k_∗) =

A1e^{ika} √ k0−k F+ [β+ (k)F− [β−(k) . . . . . . F_− [ β_−(k)^1_{k−k∗} ] . . . ]] dlØ qetnyh n, A2e^{ika} √ k0−k F+ [β+ (k)F− [β−(k) . . . . . . F_+ [ β_+ (k)^1_{k−k∗} ] . . . ]] dlØ neqetnyh n,

(2.1)

K ZADAQE O DIFRAKCII NA WELI 265

U^n_{...2}(k, k_∗) =

A2e^{−ika} √ k0+k F− [β−(k)F+ [β+ (k) . . . . . . F_+ [ β_+ (k)^1_{k−k∗} ] . . . ]] dlØ qetnyh n, A1e^{−ika} √ k0−k F− [β−(k)F+ [β+ (k) . . . . . . F_− [ β_−(k)^1_{k−k∗} ] . . . ]] dlØ neqetnyh n,

(2.2)

Kaßdoe vyraßenie soderßit n par kvadratnyh skobok.

Funkcii β_±(k) opredelØ¸tsØ kak β_+ (k) = e^{−2ika} √ k_0 − k √ k_0 + k , β_−(k) = e^{2ika} √ k_0 + k √ k_0 − k

(2.3)

i voznika¸t v rezul~tate faktorizacii simvola zadaqi o poluprØmoæ.

Niße budut poluqeny vyraßeniØ dlØ qlenov difrakcionnogo rØda, v kotoryh zavisimost~ ot k i k_∗ v nekotorom smysle razdelØetsØ. S fftoæ cel~¸ vvedem vspomogatel~nye funkcii

G^n_{...1}(k) i G^n_{...2}(k), kotorye po svoim svoæstvam blizki k funkciØm U^n_{...1}(k, k_∗) i U^n_{...2}(k, k_∗), rassmatrivaemym kak funkcii peremen-

noæ k, odnako ne zavisØt ot vtoroæ peremennoæ k_∗. Pozße budet poluqeno predstavlenie dlØ funkciæ U^n_{...} v vide lineænyh kombinaciæ funkciæ G^n_{...} s racional~nymi kofffficientami.

Itak, vvedem vspomogatel~nye funkcii s pomow~¸ sootnoxe- niæ G_1(k) = G_2(k) ≡ 1 (2.4)

G^{n+1}_{...1} (k) = F_+[β_+ (k)G^n_{...2}(k)], (2.5)

G^{n+1}_{...2} (k) = F_−[β_−(k)G^n_{...1}(k)]. (2.6)

IndeksaciØ funkciæ G stroitsØ tak ße, kak indeksaciØ funkciæ U , t.e. vnizu stoit cepoqka, sostoØwaØ iz qeredu¸wihsØ simvolov 1 i 2, opredelØ¸wih posledovatel~nost~ i qislo primeneniæ operatorov F_±, a vverhu – dlina cepoqki minus 1.

Sravnim strukturu funkciæ U (kak funkciæ peremennoæ k) i G. V kaqestve primera voz~mem U_{12121} i G_{12121}:

U_{12121}(k, k_∗) = A_1 e^{ika} √ k_0 − k

F_+ [ β_+ F_− [ β_−F_+ [ β_+ F_− [ β_− 1 k − k_∗ ]]]] , (2.7)

G_{12121}(k) = F_+[β_+ F_−[β_−F_+[β_+ F_−[β_−]]]]. (2.8)

266 A. V. XANIN Oqevidno, qto dlØ togo, qtoby vyrazit~ U_{12121} qerez G, neobhodimo kakim-libo obrazom izbavit~sØ ot drobi 1/(k −k_∗) pod znakami operatora. Niße budet predloßena sootvetstvu¸waØ procedura, opira¸waØsØ na nekotorye svoæstva operatorov F_±.

V konce dannogo razdela zametim, qto v predlagaemoæ stat~e my ne budem kasat~sØ voprosov shodimosti i asimptotiqeskoæ ocenki qlenov rØda. Takie ocenki dela¸tsØ fflementarno s pomow~¸ deformaciæ konturov integrirovaniØ i s ispol~zovaniem izvestnyh teorem. Avtor prodelal vs¸ fftu rabotu i rad soobwit~, qto moßno vybrat~ k_0 s takoæ mnimoæ qast~¸, qto vse rØdy shodØtsØ, a vse formuly spravedlivy. Posle fftogo sleduet primenit~ obyqnu¸ v teorii difrakcii proceduru analitiqeskogo prodolßeniØ po k_0.

2.2. �lementarnye svoæstva operatorov F±.

V dannom razdele budut issledovany nekotorye svoæstva operatorov F_±, pozvolØ¸wie proizvodit~ neobhodimye manipulØcii s difrakcionnym rØdom (iskl¸qenie zavisimosti ot ugla padeniØ i differencirovanie).

Svoæstva 1 i 2 oqevidny i privodØtsØ lix~ dlØ togo, qtoby izbeßat~ neponimaniØ v dal~neæxem izloßenii. Pervoe iz nih vyraßaet lineænost~ operatorov, vtoroe invariantnost~ po otnoxeni¸ k translØciØm vdol~ deæstvitel~noæ osi.

Tret~e svoæstvo menee oqevidno. Neobhodimo skat~, qto imenno na nem postroeny vse dal~neæxie vykladki.

1. Oqevidno, qto F± – lineænye operatory, t.e. dlØ proizvol~-

noæ konstanty c i proizvol~nyh funkciæ V (k), V_1(k), V_2(k)

F_±[cV (k)] = cF_±[V (k)], F_±[V_1(k) + V_2(k)] = F_±[V_1(k)] + F_±[V_2(k)].

Zdes~ my ne obsußdaem klass funkciæ, k kotorym primenimy operatory F_±. Odnako, net somneniæ v tom, qto v naxem sluqae vse funkcii “horoxie”. �to obespeqivaetsØ prisutstviem ffksponencial~nyh mnoßiteleæ.

2. DlØ xirokogo klassa funkciæ V

(F_±[V ])^′ = F_±[V^′] (2.9)

Dannoe svoæstvo moßet byt~ dokazano s pomow~¸ integrirova-

K ZADAQE O DIFRAKCII NA WELI 267 niØ po qastØm:

(F_±[V (k)])^′ = ± 1 2πi ∫ γ_± V (τ )dτ (τ − k^2) =

= ∓ 1 2πi ∫ γ_± V (τ )d ( 1 τ − k ) = ± 1 2πi ∫ γ_± V^′(τ )dτ τ − k . 3. DlØ proizvol~nogo k1, ne leßawego na konturah γ± i V = V (k) F_± [ V k − k_1 ] = F_±[V ] k − k_1 + F_±(V, k_1) k − k_1 , (2.10) gde F_±(V, k_1) = ∓ 1 2πi ∫ γ_± V (τ )dτ τ − k_1 . (2.11)

Poslednee svoæstvo sleduet iz fflementarnogo sootnoxeniØ 1 (τ − k_1)(τ − k) = 1 k − k_1 ( 1 τ − k − 1 τ − k_1 ) . Zametim, qto veliqina F_±(V, k_1) ne zavisit ot k, t.e. ØvlØetsØ konstantoæ po peremennoæ k.

Uravnenie (2.11) dopuskaet prostu¸ interpretaci¸. Operator F_+ osuwestvlØet razloßenie funkcii V na slagaemye V =

V_+ + V_−, regulØrnye sootvetstvenno vyxe i niße kontura γ_+ .

PopytaemsØ razloßit~ takim ße obrazom funkci¸ V /(k − k_1). Razloßenie vida V k − k_1 = V_+ k − k_1 + V_− k − k_1 poqti podhodit, odnako odno iz slagaemyh imeet neßelatel~nyæ pol¸s v toqke k = k_1. V zavisimosti ot togo, v kakoæ poluploskosti (verhneæ ili nißneæ) otnositel~no kontura γ_+ leßit k_1, lixniæ pol¸s imeet sootvetstvenno pervoe ili vtoroe slagaemoe. Odnako dannaØ oxibka moßet byt~ legko ustranena s pomow~¸ vyqitaniØ sootvetstvu¸wego pol¸sa. IshodØ iz fftogo, spravedlivy formuly

F_+(V, k_1) = { −V_+ (k_1) k_1 leßit vyxe kontura γ_+ V (k_1) − V_+(k_1), k_1 leßit niße kontura γ_+

(2.12)

268 A. V. XANIN

F_−(V, k_1) = { −V_−(k_1) k_1 leßit vyxe kontura γ_−

V (k_1) − V_−(k_1), k_1 leßit niße kontura γ_−.

(2.13) Zametim, qto znaqeniØ F(. . . ) koneqny, pofftomu esli k_1 sovpadaet s singulØrnost~¸ V_+ ili V_−, to v ravenstvah, privedennyh vyxe, neobhodimo brat~ sootvetstvu¸wiæ predel.

3. Preobrazovanie difrakcionnogo rØda 3.1. Predstavlenie qlenov rØda v terminah funkciæ G.

Preobrazuem vyraßenie vida (2.7) sledu¸wim obrazom. Primenim svoæstvo (2.10) snaqala k samomu vnutrennemu operatoru, zatem k sledu¸wemu i t.d., v kaßdom sluqae vybiraØ k_∗ v kaqestve k_1. Preßde qem pereæti k bolee obwemu sluqa¸, rassmotrim prostoæ primer. S pomow~¸ (2.10) preobrazuem qlen

U_{21}:

U_{21} = − e^{ika} √ k_0 − k

F_+ [ e^{ika} √ k_0 − kU_2(k) ] = −A_2 e^{ika} √ k_0 − k

F_+ [ β_+ (k) k − k_∗ ] =

= −A_2 e^{ika} √ k_0 − k { G_{21}(k) k − k_∗ + F_+(β_+ , k_∗) k − k_∗ } . (3.1)

Zametim, qto F_+(β_+ , k_∗) est~ konstanta po otnoxeni¸ k k, veliqina kotoroæ opredelØetsØ iz (2.12):

F_+(β_+ , k_∗) = −G_{21}(k_∗). (3.2)

Ispol~zuØ (3.1), moßno preobrazovat~ sledu¸wiæ qlen U_{212}:

U_{212} = A_2 e^{−ika} √ k_0 + k F_− [ β_−(k) G_{21}(k) − G_{21}(k_∗) k − k_∗ ] =

A_2 e^{−ika} √ k_0 + k(k − k_∗)

{G_{212}(k) − G_{21}(k_∗)G_{12}(k)−

− G_{212}(k_∗) + G_{21}(k_∗)G_{12}(k_∗)}. (3.3)

˚sno, qto fftot process moßet byt~ prodolßen, t.e. qleny

U_{2121}, U_{21212} . . . mogut byt~ preobrazovany tem ße sposobom.

Sformuliruem obwiæ rezul~tat v vide sledu¸weæ teoremy:

K ZADAQE O DIFRAKCII NA WELI 269

Teorema 1. Qleny difrakcionnogo rØda U ... mogut byt~ predsta-

vleny sledu¸wim obrazom: U^n_{ν...1}(k, k_∗) = (−1)^nA_ν e^{ika} √ k_0 − k(k − k_∗) n∑ m=0 g^{n−m}_{ν...} (k_∗)G^m_{...1}(k),

U^n_{ν...2}(k, k_∗) = (−1)^nA_ν e^{−ika} √ k_0 − k(k − k_∗) n∑ m=0 g^{n−m}_{ν...} (k_∗)G^m_{...2}(k), (3.4)

gde pervyæ indeks ν = 1, 2 v cepoqke indeksov libo sovpadaet s poslednim μ (n qetno), libo ne sovpadaet (n neqetno). Veliqiny g^n_{...} ne zavisØt ot k.

IndeksaciØ veliqin g^n_{...} ustroena tak ße, kak indeksaciØ veliqin U i G, t.e. cepoqka sostoit iz qeredu¸wihsØ simvolov 1 i 2. Verhniæ indeks est~ dlina cepoqki minus odin. V dannom sluqae trudno neposredstvenno interpretirovat~ taku¸ sistemu indeksov fftih veliqin v terminah posledovatel~nosti aktov difrakcii.

Indeksy v formule (3.4) stroØtsØ sledu¸wim obrazom. Pust~ v levoæ qasti stoit veliqina U_{12121}. V fftom sluqae v pravoæ qasti stoØt proizvedeniØ g_1G_{12121}, g_{12}G_{2121}, g_{121}G_{121}, g_{1212}G_{21} i

g_{12121}G_1. Vidno, qto ishodnaØ cepoqka 12121 razbivaetsØ na dve

qasti vsemi vozmoßnymi sposobami, pri fftom posledniæ indeks pri g i pervyæ indeks pri G dolßny sovpadat~ (summa dlin qasteæ okazyvaetsØ na edinicu bol~xe dliny ishodnoæ cepoqki). Otmetim harakternyæ “svertoqnyæ” vid postroennoæ summy.

Privedem rekurrentnye formuly dlØ kofffficientov

g_1(k_∗) = g_2(k_∗) ≡ 1, (3.5) g^{n+1}_{ν...μ}(k_∗) = − n∑ m=0 g^{n−m}_{ν...} (k_∗)G^{m+1}_{...μ} (k_∗). (3.6) Pri fftom predpolagaetsØ, qto indeksy μ, ν = 1, 2 sovpada¸t pri neqetnom n i ne sovpada¸t v protivnom sluqae.

Dokaßem po indukcii teoremu 1 i formuly (3.5), (3.6). Bazovoe utverßdenie (n = 0) poluqaem, sravnivaØ (3.4) s (1.17).

Predpoloßim, qto utverßdenie (3.4) vypolneno dlØ kakogo-to n. Ispol~zuØ ffto, vyqislim U^{n+1}_{ν...1}: U^{n+1}_{ν...1}(k, k_∗) =

270 A. V. XANIN = A_ν (−1)^{n+1}e^{ika} √ k − k_0 F_+ [ e^{−2ika} √ k_0 − k √ k_0 + k(k − k_∗) n∑ m=0 g^{n−m}_{ν...} (k_∗)G^m_{...2}(k) ] =

A_ν (−1)^{n+1}e^{ika} √ k − k_0 n∑ m=0 g^{n−m}_{ν...} (k_∗)F_+ [ β_+ (k)G^m_{...2}(k) k − k_∗ ] . (3.7)

Kaßdyæ qlen v summe moßet byt~ preobrazovan s pomow~¸ (2.10), qto daet

U^{n+1}_{...1} (k, k_∗) = A_ν (−1)^{n+1}e^{ika} √ k − k_0 n∑ m=0 g^{n−m}_{ν...} (k_∗) G^{m+1}_{...1} (k) − G^{m+1}_{...1} (k_∗) k − k_∗ . (3.8) Sootvetstvu¸wie vyraßeniØ moßno poluqit~ i dlØ U^{n+1}_{...2} .

Dannye formuly podtverßda¸t utverßdenie (3.4) teoremy 1 i rekurrentnye formuly (3.5)–(3.6).

Obsudim rezul~tat teoremy 1. Kaßdyæ qlen difrakcionnogo rØda zavisit ot k i k_∗. Formula (3.4) predstavlØet qleny rØda v vide kombinacii funkciæ odnoæ peremennoæ: funkcii G^n_{...} zavisØt tol~ko ot k, funkcii g^n_{...} zavisØt tol~ko ot k_∗.

Nekotorye interesnye svoæstva kofffficientov g^n_{...}(k_∗) budut issledovany v Priloßenii.

3.2. Vyraßenie dlØ summy rØda.

Vyxe bylo poluqeno predstavlenie dlØ kaßdogo iz qlenov difrakcionnogo rØda. V nastoØwem razdele ffto predstavlenie budet ispol~zovano dlØ uproweniØ stuktury vsego rØda. Pri fftom budet neØvno ispol~zovat~sØ tot fakt, qto vyraßenie (3.4) imeet strukturu diskretnoæ svertki po indeksu.

Vypixem difrakcionnyæ rØd v forme U(k, k_∗) = ∑ qetn n U^n_{1...1}(k, k_∗) + ∑ neqet n U^n_{2...1}(k, k_∗)+ + ∑ qetn n U^n_{2...2}(k, k_∗) + ∑ neqet n

U^n_{1...2}(k, k_∗). (3.9)

Vse summy berutsØ po neotricatel~nym celym n. PrimenØØ utverßdenie teoremy 1 i vynosØ obwie mnoßiteli pri razliqnyh G, poluqaem predstavlenie U (k, k_∗) =

K ZADAQE O DIFRAKCII NA WELI 271 = 1 k − k_∗ [ (A_1g_{1−1}(k_∗)−A_2g_{2−1}(k_∗)) ( G_{1−1}(k)e^{ika} √ k_0 − k − G_{1−2}(k)e^{−ika} √ k_0 + k ) + (A_1g_{1−2}(k_∗) − A_2g_{2−2}(k_∗)) ( G_{2−1}(k)e^{ika} √ k_0 − k − G_{2−2}(k)e^{−ika} √ k_0 + k ) ] , (3.10)

gde indeksom μ − ν oboznaqena summa vseh sootvetstvu¸wih veliqin s cepoqkami, naqina¸wihsØ s μ i konqa¸wihsØ ν, t.e.

G_{1−1} = G_1+G_{121}+G_{12121}+. . . G_{2−2} = G_2+G_{212}+G_{21212}+. . . (3.11)

G_{1−2} = G_{12} + G_{1212} + G_{121212} + . . .

G_{2−1} = G_{21} + G_{2121} + G_{212121} + . . . (3.12)

g_{1−1} = g_1 + g_{121} + g_{12121} + . . . g_{2−2} = g_2 + g_{212} + g_{21212} + . . . (3.13)

g_{1−2} = g_{12}+g_{1212}+g_{121212}+. . . g_{2−1} = g_{21}+g_{2121}+g_{212121}+. . . (3.14)

Svoæstva takih summ opisany v Priloßenii. Privedem zdes~ nekotorye iz fftih svoæstv, neobhodimye dlØ dal~neæxih preobrazovaniæ difrakcionnogo rØda.

Iz (P.23)–(P.26) sleduet, qto

g_{1−1}(k_∗) = G_{2−2}(k_∗)/N (k_∗), (3.15)

g_{2−1}(k_∗) = −G_{2−1}(k_∗)/N (k_∗), (3.16)

g_{2−2}(k_∗) = G_{1−1}(k_∗)/N (k_∗), (3.17)

g_{1−2}(k_∗) = −G_{1−2}(k_∗)/N (k_∗), (3.18)

gde N (k_∗) predstavlØet soboæ opredelitel~

N (k_∗) = | | G^{1−1}(k^∗) G^{2−1}(k^∗) G_{1−2}(k_∗) G_{2−2}(k_∗) | | . (3.19)

Krome togo, v Priloßenii pokazano, qto

N (k_∗) ≡ 1. (3.20)

Zametim, qto diagramma napravlennosti polØ v dal~neæ zone proporcional~na √ k^2_0 − k^2U . Ispol~zuØ opredeleniØ koffffici-

entov A_{1,2}, a takße svoæstva (3.15)–(3.20), preobrazuem vyraßenie (3.10) k vidu f(k, k_∗) ∼ √ k^2_0 − k^2 U(k) = i √ k^2_0 − k^2 √ k^2_0 − k^2_∗ k − k_∗ ×

272 A. V. XANIN [ ( G_{1−1}(k_∗)e^{ik∗ a} √ k_0 − k_∗ − G_{1−2}(k_∗)e^{−ik∗a} √ k_0 + k_∗ ) × × ( G_{2−1}(k_∗)e^{ik∗a} √ k_0 − k_∗ − G_{2−2}(k_∗)e^{−ik∗a} √ k_0 + k ) − − ( G_{2−1}(k)e^{ik∗a} √ k_0 − k − G_{2−2}(k)e^{−ik∗ a} √ k_0 + k ) × × ( G_{1−1}(k)e^{ik∗a} √ k_0 − k − G_{1−2}(k)e^{−ik∗a} √ k_0 + k ) ] . (3.21)

Diagramma napravlennosti okazalas~ vyraßennoæ v vide f(k, k_∗) = V (k)W (k_∗) − W (k)V (k_∗) k − k_∗ , (3.22)

gde V i W – nekotorye funkcii. Podobnoe predstavlenie dlØ difrakcionnoæ kartiny bylo po-vidimomu vpervye vvedeno Vil~Ømsom [3]. Zametim, qto takoe predstavlenie ne moßet byt~ edinstvennym. L¸boe preobrazovanie vida

V^∗(k) = c_1V (k) + c_2W (k), (3.23)

W^∗(k) = c_2V (k) + c_1W (k) (3.24)

dlØ proizvol~nyh konstant c_1 ≠ c_2 privodit k predstavleni¸ togo ße vida. Kak budet pokazano niße, pri opredelennom vybore fftih konstant formula (3.21) perehodit v formulu Vil~Ømsa.

4. Differencirovanie difrakcionnogo rØda

Formula (3.21) vyglØdit dostatoqno privlekatel~noæ, odnako vyqislenie vhodØwih v nee funkciæ G_{μ−ν} predstavlØetsØ neprostoæ zadaqeæ. Do nastoØwego momenta my ne predloßili niqego, krome rekurrsivnogo vyqisleniØ slagaemyh s pomow~¸ integral~nyh predstavleniæ (2.4)–(2.6).

Niße my pokaßem, qto funkcii G^n_{...}(k), a takße ih beskoneqnye summy G_{μ−ν} (k) udovletvorØ¸t obyknovennym differencial~nym uravneniØm s racional~nymi po k kofffficientami. Pri fftom porØdki differencial~nyh uravneniæ dlØ G^n_{...}(k) ravny n, a porØdok differencial~nyh uravneniæ dlØ G_{μ−ν} (k) okazyvaetsØ raven 2.

K ZADAQE O DIFRAKCII NA WELI 273

4.1. Differencirovanie funkciæ G^n_{...}(k).

Budem oboznaqat~ xtrihom differencirovaniØ po k. Primenim sootnoxenie (2.9) k opredeleni¸ funkciæ G. Poluqim sootnoxenie

(G^{n+1}_{ν...1})^′ = F_+[β^′_+ G^n_{ν...2}] + F_+ [β_+(G^n_{ν...2})^′]. (4.1)

Pohoßee sootnoxenie moßno poluqit~ i dlØ (G^{n+1}_{μ...2})^′.

Zametim, qto logarifmiqeskie proizvodnye funkciæ β_±(k) racional~ny po k, inymi slovami, differencirovanie funkciæ

β_±(k) privodit k umnoßeni¸ ih na racional~nye funkcii:

(β_±(k))^′ = ( ∓2ia ± 1 2(k − k_0) ∓ 1 2(k + k_0) ) β_±(k). (4.2)

Vyxe byl opisan sposob izbavleniØ ot racional~noæ funkcii pod operatorom F_±. V kombinacii s sootnoxeniem (4.1) ffto daet vozmoßnost~ predstavit~ (G^n_{...}(k))^′ v vide lineænoæ kombinacii funkciæ G^m_{...}(k) men~xego porØdka (m 6 n). Struktura formul, poluqa¸wihsØ v rezul~tate neskol~ko sloßnee (3.4):

Teorema 2. Proizvodnye G^n_{...}(k) po k vyraßa¸tsØ formulami (G^n_{ν...μ}(k))^′ = ( r_ν − r_μ − p_μ k − k_0 − m_μ k + k_0 ) G^n_{ν...μ}(k)+ n∑ m=0 ( p^{n−m}_{ν...} k − k_0 + m^{n−m}_{ν...} k + k_0 ) G^m_{...μ}(k). (4.3) Kofffficienty p, m ne zavisØt ot k.

IndeksaciØ veliqin p, m ustroena tak ße, kak indeksaciØ veliqin g.

Privedem rekurrentnye sootnoxeniØ dlØ kofffficientov

r_1 = ia, r_2 = −ia, (4.4)

p_1 = −1/4, p_2 = 1/4, (4.5)

m_1 = 1/4, m_2 = −1/4, (4.6) p^{n+1}_{ν...μ} = n∑ m=0 p^{n−m}_{ν...} F_±(β_±G^m_{...μ}, k_0) − p_μF_±(β_±G^n_{...μ}, k_0), (4.7)

274 A. V. XANIN m^{n+1}_{ν...μ} = n∑ m=0 m^{n−m}_{ν...} F_±(β_±G^m_{...μ}, −k_0) − m_μF_±(β_±G^n_{...μ}, −k_0). (4.8) Znaki ± v dvuh poslednih formulah zavisØt ot μ: ffto “+” pri

μ = 2 i “−” pri μ = 1. Simvolom μ oboznaqeny 2 pri μ = 1 i 1

pri μ = 2.

DannaØ teorema legko dokazyvaetsØ po indukcii s ispol~zovaniem sootnoxeniæ (4.1) i (4.2).

Kofffficienty p i m oblada¸t rØdom intersnyh algebraiqeskih svoæstv, kotorye izuqa¸tsØ v Priloßenii.

Obsudim nekotorye neposredstvennye sledstviØ Teoremy 2. Pri n = 1 uravnenie (4.3) predstavlØet soboæ neodnorodnoe lineænoe differencial~noe uravnenie dlØ G_{21}(k) ili G_{12}(k) s racional~nymi kofffficientami i racional~noæ pravoæ qast~¸. �ti uravneniØ osta¸tsØ spravedlivymi na vseæ kompleksnoæ ploskosti (v otliqie ot predstavleniæ (2.5), (2.6), spravedlivyh lix~ vyxe γ_+ ili niße γ_− sootvetstvenno).

Dalee, dlØ opisaniØ G_{121} voz~mem uravneniØ (4.3) dlØ G_{121} i

G_{21}. Tem samym budet poluqena zamknutaØ sistema iz dvuh dif-

ferencial~nyh uravneniæ. Voobwe, dlØ kaßdogo G^n_{...} imeem sistemu iz n neodnorodnyh obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ. �ta sistema dolßna byt~ dopolnena sootvetstvu¸wimi graniqnymi usloviØmi. Dannye usloviØ dolßny vkl¸qat~ “pravil~noe” povedenie neizvestnyh funkciæ na beskoneqnosti i v toqkah ±k_0. Zdes~ my ne stavim pered soboæ zadaqu provesti kakie-libo praktiqeskie vyqisleniØ, pofftomu ne razvivaem dalee fftu temu.

Zametim, qto s ispol~zovaniem teoremy 1 differencial~nye uravneniØ mogut byt~ poluqeny i dlØ veliqin U^n_{...}.

4.2. Differencirovanie beskoneqnyh summ.

Vyxe byli vvedeny rØdy vida G_{ν−μ}(k) (sm. formuly (3.11), (3.12)). Qerez ffti rØdy vyraßaetsØ difrakcionnaØ kartina dlØ dannoæ zadaqi. PopytaemsØ vyqislit~ proizvodnye fftih rØdov. DlØ fftogo ispol~zuem rezul~tat Teoremy 2:

(G_{ν−μ}(k))^′ = ( r_ν − r_μ − p_μ k − k_0 − m_μ k + k_0 ) G_{ν−μ}(k)+ ( p_{ν−1} k − k_0 + m_{ν−1} k + k_0 ) G_{1−μ}(k) + ( p_{ν−2} k − k_0 + m_{ν−2} k + k_0 ) G_{2−μ}(k), (4.9)

K ZADAQE O DIFRAKCII NA WELI 275 gde veliqiny p_{μ−ν} i m_{μ−ν} vvodØtsØ analogiqno g_{μ−ν} :

p_{1−1} = p_1 + p_{121} + p_{12121} + . . .

p_{2−2} = p_2 + p_{212} + p_{21212} + . . . (4.10)

p_{1−2} = p_{12} + p_{1212} + p_{121212} + . . .

p_{2−1} = p_{21} + p_{2121} + p_{212121} + . . . (4.11)

m_{1−1} = m_1 + m_{121} + m_{12121} + . . .

m_{2−2} = m_2 + m_{212} + m_{21212} + . . . (4.12)

m_{1−2} = m_{12} + m_{1212} + m_{121212} + . . .

m_{2−1} = m_{21} + m_{2121} + m_{212121} + . . . (4.13)

V zavisimosti ot znaqeniæ ν i μ, formula (4.9) imeet qetyre “realizacii”. �ti qetyre uravneniØ razbiva¸tsØ na dve pary (odna iz nih – uravneniØ dlØ (G_{1−1})^′ i (G_{2−1})^′, kaßdaØ iz fftih par predstavlØet soboæ sistemy iz dvuh obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ s racional~nymi kofffficientami. Kofffficienty uravneniæ da¸tsØ asimptotiqeskimi rØdami (4.10)–(4.13), kaßdyæ qlen v kotoryh moßet byt~ vyqislen s pomow~¸ rekurrentnyh formul, vkl¸qa¸wih integral~nye predstavleniØ. V Priloßenii budut predloßeny neskol~ko bolee prostye formuly dlØ kofffficientov.

Graniqnye usloviØ dlØ fftih uravneniæ predstavlØ¸t soboæ ograniqeniØ na povedenie funkciæ G_{ν−μ} na beskoneqnosti i v osobyh toqkah ±k_0.

4.3. SvØz~ s rezul~tatami, poluqennymi ranee.

Soderßanie nastoØweæ stat~i tesno svØzano s rabotami Vil~Ømsa [3] i Xanina [5], takße issledu¸wimi vozmoßnost~ predstavit~ rexenie difrakcionnoæ zadaqi kak lineænu¸ kombinaci¸ rexeniæ obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ. V dannom razdele budet predloßena interpretaciØ poluqennyh ranee rezul~tatov v terminah, ispol~zuemyh v dannoæ stat~e. Bolee togo, dlØ neizvestnyh kofffficientov, vhodØwih v [3] i [5], budut poluqeny vyraßeniØ v vide asimptotiqeskih rØdov.

Naqnem s raboty [3]. Rassmotrim funkcii

V (k) = G_{1−2}(k_0) ( G_{2−2}(k)e^{−ika} √ k_0 + k − G_{2−1}(k)e^{ika} √ k_0 − k ) + + G_{1−1}(k_0) ( G_{1−1}(k)e^{ika} √ k_0 − k − G_{1−2}(k)e^{−ika} √ k_0 + k ) , (4.14)

276 A. V. XANIN

W (k) = G_{1−1}(k_0) ( G_{2−2}(k)e^{−ika} √ k_0 + k − G_{2−1}(k)e^{ika} √ k_0 − k ) + + G_{2−1}(k_0) ( G_{1−1}(k)e^{ika} √ k_0 − k − G_{1−2}(k)e^{−ika} √ k_0 + k ) , (4.15)

S toqnost~¸ do postoØnnogo kofffficienta ffti funkcii sovpada¸t s “fundamental~nymi rexeniØmi”, vvedennymi Vil~Ømsom. Zametim, qto V (k) = W (−k), i postroim differencial~noe uravnenie dlØ V i W . Ispol~zuØ (4.9), poluqaem v oboznaqeniØh Vil~Ømsa

V^′ − ia cosh θ 2 V + ia sinh θ 2 W = 1 2 ΓW − V k_0 + k

. (4.16)

�to v toqnosti uravnenie iz [3]. Konstanty opredelØ¸tsØ kak

cosh θ 2 = (G_{2−1}(k_0))^2 + (G_{1−1}(k_0))^2 (G_{2−1}(k_0))^2 − (G_{1−1}(k_0))^2

, (4.17)

Γ = −2(m_{1−2} + m_{2−1}). (4.18)

Rassmotrim teper~ rezul~taty raboty [5]. Kl¸qevym utverßdeniem fftoæ raboty ØvlØetsØ to, qto funkcii

U_+ (k) ≡ ∞∑ n=0 U^n_{...1}(k, k_∗) i U_−(k) ≡ ∞∑ n=0 U_{...2}(k, k_∗) predstavlØ¸t soboæ kak funkcii k rexeniØ odnogo i togo ße odnorodnogo differencial~nogo uravneniØ porØdka 2 s racional~nymi kofffficientami.

Pust~ ffto uravnenie imeet vid

U^{′′} = X(k)U^′ + Y (k)U, (4.19)

gde xtrih oboznaqaet differencirovanie po k. V fftom sluqae kofffficienty uravneniØ X i Y vyraßa¸tsØ v vide (sm. [5]): X = D^′/D, Y = E/D, (4.20) gde D i E – opredeliteli D = | | (U^+ )^′ U^+ (U_−)^′ U_− | | E = | | (U^+)^′ (U^+ )^{′′} (U_−)^′ (U_−)^{′′} | | . (4.21)

K ZADAQE O DIFRAKCII NA WELI 277 Ispol~zuØ tehniku summirovaniØ difrakcionnogo rØda, U_+ i

U_− svodØtsØ k

U_+ (k, k_∗) = e^{ika} √ k_0 − k(k − k_∗)

[C_1G_{1−1} + C_2G_{2−1}(k)], (4.22)

U_−(k, k_∗) = − e^{−ika} √ k_0 + k(k − k_∗)

[C_2G_{2−2} + C_1G_{1−2}(k)], (4.23) gde C_1 = A_1g_{1−1} − A_2g_{2−1}, C_2 = A_1g_{1−2} − A_2g_{2−2}. (4.24)

Ispol~zuØ teoremy 1 i 2, moßno postroit~ opredeliteli D i E v obwem sluqae, odnako oni poluqa¸tsØ dostatoqno gromozdkimi. Rassmotrim sluqaæ normal~nogo padeniØ k_∗ = 0. V fftom sluqae vykladki neskol~ko uprowa¸tsØ. Rezul~tat est~ D = −2ia(k^2 − k^2_0) + k_0(1 + 4p_{2−2} + 2p_{1−2} − 2p_{2−1}) (k^2_0 − k^2)^{3/2}k^2

(4.25) E = Q 4(k^2_0 − k^2)^{7/2}k^2

, (4.26) gde Q = 8ia^3(k^2 − k^2_0)^3 − 4a^2k_0(k^2 − k^2_0)^2(3 + 2p_{1−2} + 12p_{2−2} − 2p_{2−1})−

2ia(k^2 − k^2_0 )(k^2_0 (9 − 4(p_{1−2})^2 + 48(p_{2−2})^2+

p_{2−2}(24 − 16p_{2−1}) − 8p_{2−1} − 4(p_{2−1})^2 + 8p_{1−2}(2p_{2−2} + p_{2−1}))+

k^2(−3 + 4(p_{1−2})^2 − 4p_{2−1} + 4(p_{2−1})^2 + 4p_{1−2}(−1 + 2p_{2−1})))+

k_0(1+2p_{1−2}+4p_{2−2}−2p_{2−1})(k^2_0 (15−4(p_{1−2})^2+8p_{2−2}+16(p_{2−2})^2−4p_{2−1}−

4(p_{2−1})^2 + 4p_{1−2}(−1 + 2p_{2−1})) + k^2(−15 + 4(p_{1−2})^2 + 4p_{2−1}+

4(p_{2−1})^2 + 4p_{1−2}(1 + 2p_{2−1})).

(RazumeetsØ, poslednee vyraßenie poluqeno s pomow~¸ sistemy komp~¸ternoæ algebry.) Vid opredeliteleæ D i E tot ße, qto i v [5]. SravnivaØ (4.9) s uravneniØmi, poluqennymi v [5], zameqaem, qto rexenie osnovnogo uravneniØ [5] predstavlØetsØ kak lineænaØ kombinaciØ rexeniæ uravneniæ togo ße tipa, no bolee prostyh. Tak, novye uravneniØ soderßat men~xe osobyh toqek i na ih rexeniØ nakladyvaetsØ men~xe ograniqeniæ. Dannyæ fakt moßet byt~ interpretirovan v terminah raboty [9], odnako ffta tema trebuet dal~neæxego issledovaniØ.

278 A. V. XANIN

5. Zakl¸qenie

V nastoØweæ rabote poluqeny sledu¸wie osnovnye rezul~ta- ty: – Sformulirovano svoæstvo (2.10). Ono ispol~zuetsØ dlØ uproweniØ i differencirovaniØ difrakcionnogo rØda. �to svoæstvo pozvolØet vyrazit~ qleny difrakcionnogo rØda, a takße ih proizvodnye, qerez vspomogatel~nye funkcii G, ne zavisØwie ot ugla padeniØ.

– Pokazano, qto kofffficienty g, p i m udovletvorØ¸t neoqevidnym algebraiqeskim sootnoxeniØm. Naibolee vaßnye iz nih – (P.23)–(P.26), (P.28)–(P.31), (P.32), (P.45). – Poluqeno predstavlenie (3.21) i differencial~nye uravneniØ (4.9).

– Provedeno sravnenie s rezul~tatami rabot [3] i [5]. Poluqeny asimptotiqeskie rØdy dlØ neizvestnyh kofffficientov, vstreqa¸wihsØ v fftih rabotah.

Prixlo vremØ skazat~ neskol~ko slov o motivacii dannoæ raboty. Pervye rezul~taty byli poluqeny kak razvitie ideæ iz [5]. Neobhodimo bylo poluqit~ vyraßeniØ dlØ D i E, udobnye dlØ provedeniØ qislennyh rasqetov. S drugoæ storony, iz rezul~tatov [5] ne sleduet predstavlenie (3.21), kotoroe znaqitel~no uprowaet vyqisleniØ, a takße predstavlØetsØ qastnym sluqaem ves~ma obwego teoretiqeskogo fakta.

Neobhodimo priznat~sØ, qto zadaqa o difrakcii na polose ili weli sama po sebe ne tak uß i interesna. PriØtno poluqit~ novye rezul~taty, otnosØwiesØ k zadaqe, izuqaemoæ stol~ prodolßitel~noe vremØ i stol~ intensivno, odnako ewe priØtnee bylo by sozdat~ tehniku, primenimu¸ k bolee xirokomu krugu zadaq. My nadeemsØ obobwit~ predloßennye zdes~ metody na sluqaæ zadaq, svodØwihsØ k rasprostraneni¸ na mnogolistnyh poverhnostØh v smysle Zommerfel~da (on rassmatrival difrakci¸ na poluprØmoæ kak zadaqu na dvulistnoæ poverhnosti).

V kaqestve primerov takih zadaq privedem dvumernu¸ zadaqu o difrakcii na sisteme iz neskol~kih otrezkov s ideal~nymi graniqnymi usloviØmi, leßawih na odnoæ prØmoæ, a takße difrakci¸ na ugolke, predstavlØ¸wem soboæ dva otrezka, soedinØ¸wihsØ pod prØmym uglom.

V principe, podhod [5] goditsØ dlØ takih zadaq, odnako praktiqeskie vyqisleniØ s pomow~¸ fftogo metoda zatrudneny na-

K ZADAQE O DIFRAKCII NA WELI 279 liqiem ogromnogo koliqestva neizvestnyh parmetrov i sootvetstvu¸wih ograniqeniæ, nakladyvaemyh na rexeniØ differencial~nyh uravneniæ. My nadeemsØ poluqit~ dlØ zaØvlennyh zadaq predstavleniØ vida (3.21) i differencial~nye uravneniØ, shodnye s (4.9).

Priloßenie. Nekotorye svoæstva kofffficientov g, p, m

Kofffficienty g^n_{...}, p^n_{...} i m^n_{...} byli zadany s pomow~¸ rekurrentnyh formul. V ffti formuly vhodili veliqiny F_±(β_±G^m_{...},

k_1), gde k_1 moglo byt~ ravnym ±k_0 ili k_∗. Svoæstva koffffici-

entov, takim obrazom, poroßda¸tsØ svoæstvami F-operatorov, a takße strukturoæ rekurrentnyh formul. Zdes~ my izuqim tol~- ko svoæstva, sledu¸wie tol~ko iz struktury rekurrentnyh formul. Pri fftom veliqiny F_±(β_±G^m_{...}, k_1) budem zamenØt~ proizvol~nym naborom qisel.

a) Posledovatel~nosti tipa q i tipa h.

Pust~ f^n_{...} – proizvol~nyæ nabor qisel (ili simvolov) s harakternoæ dlØ difrakcionnogo rØda indeksacieæ (f_{21}, f_{212}, f^n_{...1} i t.d.). Pri fftom ne budut ispol~zovat~sØ simvoly s n = 0, t.e. f_1 i f_2. Rassmotrim rekurrentnye sootnoxeniØ dvuh vidov. Posledovatel~nost~, udovletvorØ¸wu¸ sootnoxeniØm vida

q_1 = q_2 = 1, (P.1) q^{n+1}_{ν...μ} = n∑ m=0 q^{n−m}_{ν...} f^{m+1}_{...μ} (P.2) nazovem posledovatel~nost~¸ q-tipa, associirovannoæ s naborom f^n_{...}.

Poloßiv, naprimer, f^n_{ν...} = −G^n_{ν...}(k_∗), (P.3) poluqim g^n_{ν...}(k_∗) = q^n_{ν...} (P.4) (sm. (3.5)–(3.6)). Pomimo fftogo primera, niße budut vvedeny vspomogatel~nye q-posledovatel~nosti, neobhodimye dlØ vyqisleniØ p i m. Oni budut associirovany s drugimi naborami f.

280 A. V. XANIN

Posledovatel~nosti drugogo tipa (h-posledovatel~nosti) udovletvorØ¸t rekurrentnym sootnoxeniØm

h_1 = 1/2, h_2 = −1/2, (P.5) h^{n+1}_{ν...μ} = n∑ m=0 h^{n−m}_{ν...} f^{m+1}_{...μ} − h_μf^{n+1}_{ν...μ}. (P.6) Kofffficienty p i m, otnosØwiesØ k teoreme 2, predstavlØ¸t soboæ posledovatel~nosti h-tipa. Deæstvitel~no, p^n_{ν...} = − h^n_{ν...} 2 (P.7) v tom sluqae, esli posledovatel~nost~ h^n_{...} associirovana s f^n_{ν...} = F_±(β_±G^{n−1}_{ν...} , k_0); m^n_{ν...} = h^n_{ν...} 2 , (P.8) esli h-posledovatel~nost~ associirovana s f^n_{ν...} = F_±(β_±G^{n−1}_{ν...} ,

−k_0).

Rassmotrim primer. Vyqislim kofffficienty q_{12}, q_{121}, q_{1212},

q_{12121}, sleduØ sootnoxeniØm (P.1)–(P.2): q_{12} = f_{12}, (P.9) q_{121} = f_{12}f_{21} + f_{121}, (P.10) q_{1212} = f_{12}f_{21}f_{12} + f_{121}f_{12} + f_{12}f_{212} + f_{1212}, (P.11) q_{12121} = f_{12}f_{21}f_{12}f_{21} + f_{121}f_{12}f_{21} + f_{12}f_{212}f_{21} + f_{1212}f_{21}+ f_{12}f_{21}f_{121} + f_{121}f_{121} + f_{12}f_{2121} + f_{12121} (P.12)

Nekotorye iz fftih vyraßeniæ mogut byt~ uproweny, odnako my soznatel~no ne delaem fftogo.

ObratimsØ k fflementam h-posledovatel~nosti. SleduØ pravilam (P.5)–(P.6), vypixem vyraßeniØ dlØ h_{12121} i h_{21212}:

h_{12121} = f_{12}f_{21}f_{12}f_{21} + f_{12}f_{212}f_{21} + f_{1212}f_{21} + f_{12}f_{21}f_{121} + f_{12}f_{2121} h_{21212} = −(f_{21}f_{12}f_{21}f_{12} + f_{21}f_{121}f_{12} + f_{2121}f_{12} + f_{21}f_{12}f_{212} + f_{21}f_{1212})

(P.13)

K ZADAQE O DIFRAKCII NA WELI 281

b) Svoæstva beskoneqnyh summ qlenov q- i h-posledovatel~- nosteæ.

Vvedem veliqiny

f_{1−1} = f_{121} + f_{12121} + f_{1212121} + . . . (P.14)

f_{1−2} = f_{12} + f_{1212} + f_{121212} + . . . (P.15)

f_{2−1} = f_{21} + f_{2121} + f_{212121} + . . . (P.16)

f_{2−2} = f_{212} + f_{21212} + f_{2121212} + . . . (P.17)

t.e. summa f_{ν−μ} soderßit vse slagaemye s cepoqkami, naqina¸- wimisØ s ν i konqa¸wimisØ μ. Zametim, qto v otliqie ot (3.11), summy (P.14) i (P.17) ne soderßat f_1 i f_2.

Krome togo, vvedem summy q_{ν−μ} i h_{ν−μ} po analogii s (3.13) i (3.14).

Ispol~zuØ rekurrentnye sootnoxeniØ, legko poluqit~ sledu- ¸wie sootnoxeniØ

q_{1−1}f_{1−1} + q_{1−2}f_{2−1} = q_{1−1} − 1, (P.18)

q_{1−1}f_{1−2} + q_{1−2}f_{2−2} = q_{1−2}, (P.19)

q_{2−1}f_{1−1} + q_{2−2}f_{2−1} = q_{2−1}, (P.20)

q_{2−1}f_{1−2} + q_{2−2}f_{2−2} = q_{2−2} − 1. (P.21)

Poslednie sootnoxeniØ mogut byt~ perepisany v matriqnoæ forme i razrexeny otnositel~no q: ( q_{1−1} q_{1−2} q_{2−1} q_{2−2} ) = ( 1 − f_{1−1} −f_{1−2} −f_{2−1} 1 − f_{2−2} )_{−1} , (P.22)

ili po komponentam

q_{1−1} =

1 − f_{2−2} N^∗ , (P.23)

q_{2−1} = f_{2−1} N^∗ , (P.24)

q_{1−2} = f_{1−2} N^∗ , (P.25)

q_{2−2} =

1 − f_{1−1} N^∗ , (P.26)

282 A. V. XANIN gde N^∗ – opredelitel~

N^∗ = | | 1 − f^{1−1} −f^{1−2} −f_{2−1} 1 − f_{2−2} | | . (P.27)

Rassmotrim posledovatel~nosti q i h, associirovannye s odnim i tem ße naborom f^n_{...}.

Legko pokazat~, qto

h_{2−1} = −f_{2−1}q_{1−1}, (P.28)

h_{1−2} = f_{1−2}q_{2−2}, (P.29)

h_{1−1} = f_{1−2}q_{2−1}, (P.30)

h_{2−2} = −f_{2−1}q_{1−2}, (P.31)

Ispol~zuØ (P.28)–(P.31) i (P.23)–(P.26), poluqim vaßnoe toßdestvo

h_{1−1} = −h_{2−2} = f_{1−2}f_{2−1} N_∗ . (P.32)

PrinimaØ vo vnimanie (P.7) i (P.8), zakl¸qaem, qto

p_{1−1} = −p_{2−2}, m_{1−1} = −m_{2−2} (P.33)

v) Vyqislenie opredeliteleæ N i N^∗.

Pokaßem, qto opredelitel~ N (k), zadannyæ formuloæ (3.19), toßdestvenno raven 1. Preßde vsego, pokaßem, qto on ØvlØetsØ konstantoæ (ne zavisit ot k).

Zametim, qto formula (3.19) opredelØet N kak funkci¸ k_∗, no peremennaØ k_∗ v opredelenii moßet byt~ zamenena na l¸boæ simvol, naprimer, na k.

Prodifferenciruem N (k) po k. PrimenØØ sootnoxeniØ (4.3), poluqaem posle fflementarnyh preobrazovaniæ

(N (k))^′ = ( p_{1−1} + p_{2−2} k − k_0 + m_{1−1} + m_{2−2}

k + k_0 ) (G_{1−1}G_{2−2} − G_{2−1}G_{1−2}).

(P.34) PrinimaØ vo vnimanie sootnoxeniØ (P.33), zakl¸qaem, qto N^′ toßdestvenno ravno 0, a N (k) – konstanta.

DlØ opredeleniØ fftoæ konstanty issleduem povedenie opredelitelØ na beskoneqnosti. Zametim, qto pri bol~xih deæstvitel~nyh k vse funkcii G^n_{...}(k) pri n > 0 stremØtsØ k nul¸ kak

∼ |k|^{−1}. Sledovatel~no, starxiæ qlen N (k) est~ G_1G_2 i

G_{1−1}(k)G_{2−2}(k) − G_{1−2}(k)G_{2−1}(k) ≡ 1. (P.35)

K ZADAQE O DIFRAKCII NA WELI 283 Pereædem k vyqisleni¸ opredelitelØ N^∗, zadannogo formuloæ (P.27) i ispol~zuemogo dlØ vyqisleniØ kofffficientov m. V kaqestve nabora veliqin f vyberem f^m_{v...} = F_±(β_±G^{m−1}_{v...} , −k_0).

V sootvetstvii so svoæstvami operatorov F,

f^m_{...2} = −G^m_{...2}(−k_0) = − lim_{τ→−k0} G^m_{...2}(τ ), (P.36)

f^m_{...1} = lim_{τ→−k0}[β_−(τ )G^{m−1}_{...2} (τ ) − G^m_{...1}(τ )]. (P.37)

Ots¸da

N^∗ = lim_{τ→−k0}[N^∗(τ ) + β_−(τ )(G_{2−2}(τ )G_{1−2}(τ ) − G_{1−2}(τ )G_{1−2}(τ ))] ≡ 1.

(P.38) PrinimaØ vo vnimanie formuly (P.23)–(P.26), zakl¸qaem, qto m_{2−1} = − f_{2−1}(1 − f_{2−2}) 2 , (P.39)

m_{1−2} = f_{1−2}(1 − f_{1−1}) 2 , (P.40)

m_{1−1} = f_{1−2}f_{2−1} 2 , (P.41)

m_{2−2} = − f_{1−2}f_{2−1} 2 . (P.42)

Svoæstva kofffficientov p mogut byt~ poluqeny iz svoæstv kofffficientov m iz sootnoxeniæ simmetrii: p_{μ−ν} = m_{ν−μ}. (P.43) g) Dopolnitel~nye svoæstva fflementov h-posledovatel~nosteæ i koneqnye kombinacii funkciæ G.

Vyxe bylo pokazano, qto dlØ summ fflementov l¸boæ hposledovatel~nosti vypolnØetsØ toßdestvo h_{1−1} = −h_{2−2}. OkazyvaetsØ, spravedlivo i bolee sil~noe utverßdenie. Imenno, pri l¸bom qetnom n

h^n_{1...1} = −h^n_{2...2}. (P.44)

Avtoru izvestno dokazatel~stvo fftogo fakta, ono gromozdko i zdes~ ne privoditsØ. Obsudim primenenie fftogo svoæstva.

284 A. V. XANIN

Toßdestva (P.33), sledu¸wie iz (P.32), ispol~zovalis~ dlØ dokazatel~stva togo, qto N (k) ≡ 1. Opredelitel~ N (k) predstavlØet soboæ beskoneqnu¸ summu proizvedeniæ funkciæ G. OkazyvaetsØ, qto toßdestvo (P.35) moßet byt~ razbito na beskoneqnu¸ posledovatel~nost~ toßdestv, soderßawih koneqnye summy:

G_1(k)G_2(k) ≡ 1,

G_{121}(k)G_2(k) − G_{21}(k)G_{12}(k) + G_1(k)G_{212}(k) ≡ 0,

G_{12121}(k)G_2(k) − G_{2121}(k)G_{12}(k) + G_{121}(k)G_{212}(k)−

G_{21}(k)G_{1212}(k) + G_1(k)G_{21212}(k) ≡ 0,

t.e., dlØ l¸bogo qetnogo n ≠ 0 n∑ m=0 (−1)^mG^{n−m}_{...1} (k)G^m_{...2}(k) ≡ 0. (P.45) Dokazatel~stvo fflementarno, odnako dostatoqno gromozdko.

Ono opiraetsØ na toßdestva (P.44).

Toßdestva vida (P.45) na pervyæ vzglØd kaßutsØ neoßidannymi, odnako suwestvuet ewe odno dokazatel~stvo fftih toßdestv s pomow~¸ teoremy LiuvillØ (sm. [5]).

Literatura

1. P. M. Morse and P. J. Rubenstein, The diffraction of waves by ribbons and by slits. Phys. Rev., 54 (1938), 895–898.

2. E. Luneburg, The Sommerfeld problem: methods, generalizations and frustrations. Modern Mathematical Methods in Diffraction Problems and their Application in Engineering: Proceedings of the Sommerfeld’s Workshop, Freudenstadt, 30 Sept. – 4 Oct. 96. (ed. by Meister, E.) Francfurt on Main, 1997.

3. M. H. Williams, Diffraction by a finite strip. Quart. J. of Mech. and Appl. Math.,

35, No. 1 (1982), 103–124.

4. G. E. Latta, The solution of a class of integral equations. J. Rat. Mech., 5, No. 5 (1956), 821–834.

5. A. V. Shanin, An extension of Wiener–Hopf method: Ordinary differential equations associated with diffraction problems. Proceedings of the international seminar “Day on Diffraction’99”, S.Pb., June 1–3, pp. 176–182.

6. K. Schwarzschild, Die Beugung und Polarisation des Lichts durch einen Spalt.

Math. Ann., 55 (1902), 177.

7. V. A. Borovikov, DifrakciØ na mnogougol~nikah i mnogogrannikah. M., Nauka, 1966, 456 s.

8. B. Noble, Methods based on the Wiener–Hopf technique. Pergamon Press, 1958.

K ZADAQE O DIFRAKCII NA WELI 285

9. R. V. Craster, The solution of a class of free boundary problems. Proc. Roy. Soc.

Lond. A, 453 (1997), 607–630.

Shanin A. V. To the problem of diffraction by a strip. Some properties of the Sohwarzschild’s sries.

The 2D problem of diffraction of a plane wave by a strip with ideal boundary conditions is considered. The solution is constructed in the form of diffraction series, i.e., the series over the successive acts of scattering by the edges of the slit. The technique of exact transformations of the diffraction series is proposed. The embedding formula and the ordinary differential equations for the far-field diagram of the field is obtained.

Postupilo 20 oktØbrØ 2000 g. Moskovskiæ gosudarstvennyæ universitet

shanin@ort.ru