Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 276, 2001 g.

I. N. Demxin, ı. V. Dymqenko, V. A. Xlyk

KRITERII NUL^-MNOȷESTV DL˚ VESOVYH SOBOLEVSKIH PROSTRANSTV

1. Vvedenie

Rabota posvØwena izuqeni¸ toqnyh funkcional~nyh, emkostnyh i metriqeskih harakteristik nul~-mnoßestv dlØ vesovyh sobolevskih prostranstv L^1_{p,w}(G) s vesom w, udovletvorØ¸wim

A_p-uslovi¸ Makenhaupta. V ideænom plane ona sleduet rabo-

te L. Al~forsa i A. Beærlinga [1] i prodolßaet issledovaniØ po teorii ustranimyh mnoßestv iz [2–7]. Osnovnye rezul~taty fftoæ stat~i byli anonsirovany v [8].

Sredi poluqennyh svoæstv nul~-mnoßestv prostranstva

L^1_{p,w}(G) osobo vydelim vypolnenie usloviØ ε-obhvata. DlØ N ED-mnoßestv, ustranimyh dlØ regulØrnyh funkciæ s ograni-

qennym integralom Dirihle [1], ffto uslovie bylo dokazano s pomow~¸ apparata konformnyh otobraßeniæ v [9].

V dal~neæxem G – otkrytoe mnoßestvo v n-mernom evklidovom prostranstve R^n, n ¿ 2; H_k, L_k – sootvetstvenno k-mernye mery Hausdorfa, Lebega; A_p – klass lokal~no integriruemyh funkciæ w : R^n → (0, ∞), udovletvorØ¸wih uslovi¸ Makenhaupta [10]

sup 1 L_n(Q) ∫ Q wdx 1 L_n(Q) ∫ Q w^{11−p} dx p−1 < ∞, (1)

gde sup beretsØ po vsem koordinatnym kubam Q ⊂ R^n, p ∈ (1, ∞).

Rassmotrim prostranstvo L^1_{p,w}(G) funkciæ u : G → (−∞, ∞), lokal~no integriruemyh v G, ime¸wih obobwennye qastnye proizvodnye i takih, qto ∫ G |∇u|^pwdx < ∞. B L^1_{p,w}(G) vvedem po-

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI (grant No. 99-01- 00-443) i programmy “Universitety Rossii” (grant No. 991282). 52

KRITERII NUL^–MNOȷESTV 53 lunormu ‖u‖_L1_{p,w(G)} = ‖u‖ = ∫ G |∇u|^pwdx 1_p . Izvesten rezul~tat Feæbsa, Keniga i Serapioni (sm. [11, str. 171]): suwestvu¸t poloßitel~nye postoØnnye C i δ takie, qto dlØ vseh u ∈ C^∞_0 (G) i q ∈ [p,^{pn}_{n−1} + δ] verny ocenki ∫ G |u|^qwdx 1_q 6 C ∫ G |∇u|^pwdx 1_p . �to vmeste s (1) pokazyvaet, qto ∀f ∈ L^1_{p,w}(G) prinadleßit

L^1_{,loc}(G), faktor-prostranstvo prostranstva L^1_{p,w}(G) po toßde-

stvenno postoØnnym funkciØm banahovo i polunorma ‖ · ‖_L1_{p,w(G)} ØvlØetsØ v nem normoæ. Zdes~ pod toßdestvenno postoØnnoæ funkcieæ v G budem ponimat~ funkci¸, ravnu¸ konstante na kaßdoæ komponente svØznosti G.

Qerez L^p_k(G) oboznaqim klass vseh vektor-funkciæ u =

= (u1, . . . , u_k), dlØ kotoryh

‖u‖_Lp_{k(G)} = ∫ G

(_k ∑ i=1 |u_i(x)|^2 )_{p/2} dx 1/p < ∞. Otkrytye mnoßestva G_1 i G_2, G_1 ⊂ G_2 ⊂ R^n, nazovem (p, w)- ffkvivalentnymi, esli operator ograniqeniØ

θ : L^1_{p,w}(G_2) → L^1_{p,w}(G_1), θu = u|_{G1},

ØvlØetsØ izomorfizmom vektornyh prostranstv L^1_{p,w}(G_1) i

L^1_{p,w}(G_2).

Pod kondensatorom budem ponimat~ nabor (E_0, E_1, G) = (G), gde E_0, E_1 ⊂ G – nepustye nepereseka¸wiesØ kompakty. Opredelim p-emkost~ s vesom w ∈ A_p kondensatora (E_0, E_1, G) kak

C_{p,w}(G) = C_{p,w}(E_0, E_1, G) = inf ∫ G |∇u|^pwdx,

54 I. N. DEMXIN, ı. V. DYMQENKO, V. A. XLYK gde inf beretsØ po vsem funkciØm u takim, qto u|_G ∈ C^∞(G) ∩

L^1_{p,w}(G), u = j v nekotoroæ okrestnosti kompakta E_j , j = 0, 1.

Klass vseh takih dopustimyh funkciæ oboznaqim

Adm_{p,w}(E0, E1, G) = Adm_{p,w}(G).

Pust~ u_0 = lim_{k→∞} u_k v L^1_{p,w}(G), gde

u_k ∈ Adm_{p,w}(G) i ∫ G |∇u_0|^pwdx = C_{p,w}(G). Togda u_0 nazovem ffkstremal~noæ funkcieæ dlØ C_{p,w}(G). Kompakt

E ⊂ R^n nazovem gladkim, esli on ograniqen koneqnym qislom

nepereseka¸wihsØ gladkih (n − 1)-mernyh mnogooobraziæ. Sovokupnost~ vseh ffkstremal~nyh funkciæ dlØ C_{p,w}(E_0, E_1, G) s gladkimi kompaktami E_0, E_1 ⊂ G oboznaqim E_{p,w}(G).

Zamknutoe otnositel~no G mnoßestvo E nazovem N C_{p,w}- mnoßestvom, esli dlØ l¸boæ pary gladkih nepereseka¸wihsØ kompaktov E_0, E_1 ⊂ G \ E C_{p,w}(E_0, E_1, G \ E) = C_{p,w}(E_0, E_1, G). Krivoæ v R^n nazovem obraz qislovogo intervala pri nepreryvnom otobraßenii ego v R^n.

Pust~ dano nekotoroe semeæstvo Γ krivyh v R^n. Opredelim p-modul~ s vesom w ∈ A_p semeæstva Γ sledu¸wim obrazom:

M_{p,w}(Γ) = inf ∫ R^n ρ^pwdx, gde inf beretsØ po vsem borelevskim funkciØm ρ : R^n → [0, ∞] takim, qto ∫ R^n ρ^pwdx < ∞ i ∫ γ ρdH_1 ¿ 1 (2)

dlØ vseh krivyh γ ∈ Γ. Klass vseh takih dopustimyh metrik ρ oboznaqim qerez adm_{p,w}(Γ).

DlØ kondensatora (E_0, E_1, G) qerez Γ(E_0, E_1, G) oboznaqim semeæstvo vseh krivyh γ ⊂ G, soedinØ¸wih E_0 i E_1. Togda pmodul~ kondensatora (E_0, E_1, G) s vesom w ∈ A_p opredelim kak

M_{p,w}(G) = M_{p,w}(E_0, E_1, G) = inf_ρ ∫ R^n ρ^pwdx,

KRITERII NUL^–MNOȷESTV 55 gde ρ ∈ adm_{p,w}(Γ(E_0, E_1, G)) = adm_{p,w}(E_0, E_1, G).

Otmetim (sm. [12]), qto dlØ lokal~no sprØmlØemoæ krivoæ γ ∈

Γ(E0, E1, G) i ee natural~nogo parametra s, ρ ∈ adm_{p,w}(E0, E1, G),

vsegda imeet mesto neravenstvo ∫ γ ρds ¿^∫_γ ρdH1. (3) Pri fftom naædetsØ prostaØ krivaØ γ_1 ∈ Γ(E_0, E_1, G), γ_1 ⊂ γ, takaØ, qto ∫ γ1 ρds ¿^∫_{γ1} ρdH1. Pofftomu v (2) vtoroe neravenstvo moß-

no, ne terØØ obwnosti, zamenit~ na ∫ γ ρds ¿ 1. Pust~ X_i – semeæstvo vseh prØmyh v R^n, parallel~nyh koordinatnoæ osi x_i, i = 1, . . . , n. Budem govorit~, qto kompakt E ⊂ R^n, L_n(E) = 0, udovletvorØet uslovi¸ ε-obhvata s vesom w ∈ A_p otnositel~no semeæstva X_i, esli dlØ l¸bogo ε > 0 i dlØ kaßdoæ borelevskoæ funkcii ρ : R^n → [0, ∞], lokal~no ograniqennoæ v

R^n \ E, ρw^{1p} ∈ L^p_1(R^n \ E), dlØ M_{p,w}-poqti vseh prØmyh l ∈ X_i

vypolnØ¸tsØ sledu¸wie trebovaniØ.

1. H_1(l ∩ E) = 0.

2. Moßno ukazat~ koneqnu¸ posledovatel~nost~ nepereseka¸-

wihsØ intervalov (a_k, b_k) ⊂ l, k = 1, . . ., s, gde^s ⋃ k=1 (a_k, b_k) ⊃ l ∩ E, dlØ kotoroæ suwestvuet sootvetstvu¸waØ posledovatel~nost~ dug γ_k ⊂ R^n \ E s koncami v toqkah a_k, b_k takaØ, qto s∑ k=1 ∫ γ_k ρdH_1 < ε

i H_1(^k ⋃ i=1 (a_k, b_k)) < ε.

2. Predvaritel~nye rezul~taty

Pust~ γ, γ_1, γ_2, . . . – krivye v R^n. Budem govorit~, qto γ_k shodØtsØ k γ pri k → ∞ (γ_k → γ), esli moßno ukazat~ parametrizacii x_k : (0, 1) → γ_k, k = 1, 2, . . ., x : (0, 1) → γ takie, qto

x_k(t)^{−→}→ x(t) na (0, 1).

Lemma 1. Pust~ γk – posledovatel~nost~ krivyh ravnomerno

ograniqennoæ dliny, soderßawaØsØ v nekotorom xare. Togda suwestvuet krivaØ γ i podposledovatel~nost~ γ_{kl} takie, qto γ_{kl} → γ.

56 I. N. DEMXIN, ı. V. DYMQENKO, V. A. XLYK

Dokazatel~stvo. Pust~ Sk – dliny krivyh γk i xk(s), 0 < s < Sk

– parametrizacii γ_k posredstvom dliny dugi. Moßno sqitat~, qto posledovatel~nost~ {S_k} imeet predel.

Esli suwestvuet beskoneqnoe mnoßestvo dlin S_k, ravnyh nul¸, to sootvetstvu¸wie γ_k ØvlØ¸tsØ toqkami, ime¸wimi predel~nu¸ toqku. Takim obrazom, v fftom sluqae teorema dokazana. Pofftomu sqitaem, qto vse S_k > 0.

Oboznaqim ~x_k(t) = x_k(tS_k), 0 < t < 1. Funkcii ~x_k(t) ravnomerno ograniqeny i lipxicevy s odnoæ i toæ ße konstantoæ, sledovatel~no, po teoreme Askoli–Arcela moßno izvleq~ podposledovatel~nost~ ~x_{kl} (t), ravnomerno shodØwu¸sØ k nepreryvnoæ funkcii x(t), kotoraØ zadaet nekotoru¸ krivu¸ γ.

Lemma 2. Pust~ γk – krivye ravnomerno ograniqennoæ dliny,

γ_k → γ i funkciØ ρ neotricatel~na i polunepreryvna snizu v R^n. Togda ∫ γ ρds 6 lim inf_{k→∞}^∫_γ k ρds.

Dokazatel~stvo. Po uslovi¸ lemmy, suwestvu¸t parametriza-

cii x_k(t) i x(t), 0 6 t 6 1, krivyh γ_k i γ takie, qto x_k(t)^{−→}→ x(t) pri k → ∞ na [0, 1]. Pust~ 0 < t^′ < t^{′′} < 1. Oboznaqim qerez

s_k(t^′, t^{′′}) (sootvetstvenno, s(t^′, t^{′′})) dlinu qasti γ_k(t^′, t^{′′}) krivoæ γ_k

(sootvetstvenno, qasti γ(t^′, t^{′′}) krivoæ γ) ot t = t^′ do t = t^{′′}. DlØ

t^′ = t_0 < t_1 < · · · < t_m = t^{′′} imeem: m∑ i=1 |x(t_i) − x(t_{i−1})| = lim_{k→∞} m∑ i=1 |x_k(t_i) − x_k(t_{i−1})| 6 lim inf_{k→∞} s_k(t^′, t^{′′}),

i pofftomu s_k(t^′, t^{′′}) 6 lim inf_{k→∞} s_k(t^′, t^{′′}).

Rassmotrim snaqala sluqaæ, kogda ρ nepreryvna v R^n. DlØ dannogo ε > 0 vyberem 0 < t_1 < · · · < t_m = 1 tak, qtoby |ρ(x(t^′)) −

ρ(x(t^{′′}))| < ε pri t^′, t^{′′} ∈ [t_{i−1}, t_i] dlØ l¸bogo i, 1 6 i 6 m. Togda

dlØ l¸byh τ_i ∈ [t_{i−1}, t_i], i = 1, . . ., m, | | | | | ∫ γ ρds − m∑ i=1 ρ(x(τ_i))s(t_{i−1}, t_i) | | | | | 6^{m∑}_{i=1}^∫ γ(t_{i−}1,t_i) |ρ(x(t))−ρ(x(τ_i))|ds 6 εS,

KRITERII NUL^–MNOȷESTV 57 gde S – dlina krivoæ γ. Naædem toqku t^k_i ∈ [t_{i−1}, t_i] taku¸, qto ∫ γ_k (t_{i−}1,t_i) ρds = ρ(x_k(t^k_i ))s_k(t_{i−1}, t_i). Pust~ τ_i – toqka otrezka [t_{i−1}, t_i] takaØ, qto ρ(x(τ_i)) = min t_{i−}16t6t_i ρ(x(t)). Tak kak ρ(x_k(t))^{−→}→ ρ(x(t)), to lim inf_{k→∞} ρ(x_k(t^k_i )) ¿

ρ(x(τ_i)). Ots¸da vyvodim:

lim inf k→∞ ∫ γ_k ρds = lim inf_{k→∞} m∑ i=1 ∫ γ_k(t_{i−}1,t_i) ρds ¿ ¿^{m∑}_{i=1} lim inf_{k→∞} ρ(xk(t^k_i ))sk(ti−1, ti) ¿ m∑ i=1 ρ(x(τ_i))s(t_{i−1}, t_i) ¿ ∫ γ ρds − εS. V silu proizvol~nosti ε lemma dokazana dlØ nepreryvnoæ funkcii ρ.

Esli teper~ ρ – proizvol~naØ polunepreryvnaØ snizu funkciØ, to moßno podobrat~ monotonno vozrasta¸wu¸ posledovatel~nost~ nepreryvnyh funkciæ ρ_m → ρ. Imeem: ∫ γ ρ_mds 6 lim inf_{k→∞} ∫ γ_k ρ_mds 6 lim inf_{k→∞} ∫ γ_k ρds. PerehodØ k predelu pri m → ∞, poluqaem utverßdenie lemmy.

Lemma 3. Pust~ funkciØ ρ poloßitel~na i polunepreryvna snizu

v R^n, γ_k – posledovatel~nost~ krivyh, u kotoryh koncevye toqki x_k → x_0 ≠ ∞ i y_k → y_0, i integraly ∫ γ_k ρds ravnomerno ograniqeny.

Esli y_0 = ∞ (sootvetstvenno, y_0 ≠ ∞ i ne suwestvuet podposledovatel~nosti, soderßaweæsØ v nekotorom xare), to suwestvuet podposledovatel~nost~ γ_{kl} i krivaØ γ, soedinØ¸waØ x_0 i y_0 i ne prohodØwaØ qerez ∞ (sootvetstvenno, prohodØwaØ qerez ∞ tol~ko odin raz), takaØ, qto ∫ γ ρds 6 lim inf_{k→∞}^∫_{γk} ρds,

58 I. N. DEMXIN, ı. V. DYMQENKO, V. A. XLYK

i l¸baØ koneqnaØ duga krivoæ γ ØvlØetsØ predelom nekotoryh koneqnyh dug krivyh γ_{kl} .

Dokazatel~stvo. Snaqala rassmotrim sluqaæ, kogda yk → y0 =

∞. Moßno sqitat~, qto |x_k − x_0| 6 1, k = 1, 2, . . . i ni odna iz krivyh γ_k ne soderßitsØ v xare |x − x_0| 6 1. Pust~ γ_{1k} – qast~ γ_k meßdu x_k i pervoæ toqkoæ pereseqeniØ γ_k s |x−x_0| = 1. Po predyduweæ lemme suwestvuet podposledovatel~nost~ γ_{1km} , kotoraØ shoditsØ k nekotoroæ krivoæ γ^1, soedinØ¸weæ x_0 i |x − x_0| = 1, i ∫ γ1 ρds 6 lim inf_{m→∞}^∫_γ 1k_m ρds 6 lim_{k→∞}^∫_γ k ρds = a. Dalee rassmotrim tol~ko te krivye γ_{km} , kotorye pereseka¸t sferu |x − x_0| = 2. Kak i vyxe, poluqim krivu¸ γ^2, kotoraØ soedinØet x_0 i |x − x_0| = 2 i ∫ γ2 ρds 6 a. Oqevidno, qto γ^1 ⊂

γ^2. ProdolßaØ fftot process, poluqim krivye γ^i, i = 1, 2, . . ., i

krivu¸ γ taku¸, qto γ^1 ⊂ γ^2 ⊂ · · · ⊂ γ i ∫ γ ρds 6 a. Tak kak dlØ

l¸bogo kompakta K dliny γ^i ∩ K ograniqeny, to γ soedinØet x_0 i y_0 = ∞.

Pust~ y_0 ≠ ∞ i ne suwestvuet podposledovatel~nosti krivyh, soderßaweæsØ v nekotorom xare. Esli krivaØ γ_k prohodit qerez ∞, to oboznaqim qerez γ^′_k qast~ fftoæ krivoæ, soedinØ¸wu¸ x_k i ∞. Esli γ_k ne prohodit qerez ∞, to pust~ |x − x_0| 6 R_k – naimen~xiæ xar s centrom v x_0, soderßawiæ γ_k, i γ^′_k – qast~ krivoæ γ_k ot x_0 do pervoæ toqki pereseqeniØ s |x − x_0| = R_k.

Poloßim γ^{′′}_k = γ_k \ γ^′_k. Voz~mem posledovatel~nost~ natural~- nyh qisel k_m taku¸, qto suwestvu¸t predely α = lim_{m→∞} ∫ γ^′_{km} ρds i β = lim_{m→∞} ∫ γ^{′′}_{km} ρds. Ispol~zuØ dokazannoe vyxe, poluqim krivu¸

γ^′, soedinØ¸wu¸ x_0 s ∞, i krivu¸ γ^{′′}, soedinØ¸wu¸ ∞ s y_0.

Spravedlivy takße neravenstva ∫ γ^′ ρds 6 α i^∫_{γ′′} ρds 6 β. Togda krivaØ γ = γ^′ ∪ γ^{′′} soedinØet x_0 s y_0, prohodit qerez ∞ odin raz i ∫ γ ρds = ∫ γ^′ ρds + ∫ γ^{′′} ρds 6 α + β = a.

KRITERII NUL^–MNOȷESTV 59

Dalee, iz postroeniØ krivoæ γ vidno, qto l¸baØ ee koneqnaØ

duga ØvlØetsØ predelom koneqnyh dug nekotoroæ podposledova-

tel~nosti γ_{kl} . Lemma dokazana.

Sledu¸waØ teorema ustanavlivaet ravenstvo p-emkosti i p-

modulØ kondensatora.

Teorema 1. Pust~ (E0, E1, G) – kondensator. Togda

M_{p,w}(E_0, E_1, G) = C_{p,w}(E_0, E_1, G).

Dokazatel~stvo provedem dlØ bolee obweæ situacii, kogda G ⊂ R^n = R^n ∪ {∞}. Dokaßem snaqala neravenstvo

M_{p,w}(E_0, E_1, G) 6 C_{p,w}(E_0, E_1, G). (4)

Voz~mem proizvol~nu¸ funkci¸ v, dopustimu¸ dlØ C_{p,w}(E_0,

E_1, G). Pokaßem, qto funkciØ ρ(x) = { |∇v(x)|, x ∈ G \ {∞}, 0, x ∈ R^n \ G dopustima dlØ M_{p,w}(E_0, E_1, G). Pust~ γ ∈ Γ = Γ(E_0, E_1, G) i x(s),

0 < s < S, – ee parametrizaciØ posredstvom dliny dugi takaØ,

qto x(0) ∈ E_0, x(S) ∈ E_1. DlØ l¸byh s_0, s_1 takih, qto 0 < s_0 <

s_1 < S, imeem S∫ 0 | | | | dv ds (x(s)) | | | | ds ¿ s1∫ s0 | | | | dv ds (x(s)) | | | | ds ¿ ¿ | | | | | s1∫ s0 dv ds (x(s))ds | | | | | = |v(x(s1)) − v(x(s0))| . V silu proizvol~nosti s_0, s_1 poluqaem, qto ∫ γ | | | dv ds (x(s)) | | | ds ¿ 1. Takim obrazom, funkciØ ρ(x) dopustima dlØ M_{p,w}(E_0, E_1, G).

Sledovatel~no,

M_{p,w}(E_0, E_1, G) 6 ∫ ρ^pwdx = ∫ |∇v|^pwdx.

60 I. N. DEMXIN, ı. V. DYMQENKO, V. A. XLYK V silu proizvol~nosti funkcii v neravenstvo (4) dokazano.

Dokaßem teper~ obratnoe neravenstvo. V opredelenii modulØ kondensatora pri ograniqeniØh, naloßennyh v formulirovke teoremy, infimum moßno brat~ po funkciØm, poloßitel~- nym v G \ {∞}. Deæstvitel~no, vzØv nepreryvnu¸ v G funkci¸ f, poloßitel~nu¸ v l¸boæ ograniqennoæ qasti G i taku¸, qto ∫ G f^pwdx men~xe l¸bogo zadannogo qisla, obrazuem novu¸ funk-

ci¸ ρ^′ = max(ρ, f). Ona budet udovletvorØt~ vsem vyxepereqislennym usloviØm i ∫ G ρ^{′p}wdx budet skol~ ugodno malo otliqat~-

sØ ot ∫ G ρ^pwdx. Takße moßno ograniqit~sØ funkciØmi, polune-

preryvnymi snizu v R^n. �to vozmoßno v silu togo fakta, qto l¸bu¸ borelevsku¸ funkci¸ moßno priblizit~ ubyva¸weæ posledovatel~nost~¸ polunepreryvnyh snizu funkciæ.

Itak, pust~ M_{p,w}(E_0, E_1, G) < ∞, ρ dopustima dlØ M_{p,w}(E_0,

E_1, G), nepreryvna v G \ (E_0 ∪ E_1), polunepreryvna snizu v R^n,

poloßitel~na v G\(E_0 ∪E_1 ∪{∞}) i ∫ ρ^pwdx < M_{p,w}(E_0, E_1, G)+^ε_2 .

Pust~ takße G_{ik}, k = 1, 2, . . ., – otkrytye mnoßestva, isqerpyva¸wie snarußi E_i, i = 0, 1 (t. e. G_{ik} ⊂ G_{i,k+1}, k = 1, 2, . . ., ∞⋂ k=1 G_{ik} = E_i, i = 0, 1), i takie, qto G_{01} ∩ G_{11} = ∅. Sqitaem, qto

∞ /∈ ∂G_{ik}, i = 0, 1, k = 1, 2, . . ., i, esli ∞ ∈ G \ (E_0 ∪ E_1), to pust~ ∞ ∈ G \ (G_{01} ∪ G_{11}).

Oboznaqim V_{01} = V_{11} = G \ (G_{01} ∪ G_{11}), V_{ik} = (G_{i,k−1} \ G_{ik}) ∩ G,

V_k = V_{0k} ∪ V_{1k}, α_k = dist (∂G_{0k} ∪ ∂G_{1k}, ∂G_{0,k+1} ∪ ∂G_{1,k+1}) > 0, k ¿ 1, i = 0, 1.

Voz~mem posledovatel~nost~ ε_k taku¸, qto

2^p+1 ∞∑ k=1 ε_k < ε, ε_k inf_{Vk∩G} ρ < α_k, k = 2, 3, . . .. (5) Predpoloßim snaqala, qto ∂G \ (E_0 ∪ E_1) ≠ ∅.

Pust~ Δ_k, k ¿ 1 – isqerpanie oblasti G iznutri otkrytymi mnoßestvami, t. e. Δ_k ⊂ Δ_{k+1},^∞ ⋃ k=1 Δ_k = G. Voz~mem k_l nastol~ko

bol~xim, qto ∫ B_{kl} ρ^pwdx < ε^{p+1}_l (6)

KRITERII NUL^–MNOȷESTV 61 pri l ¿ 1, gde B_{k1} = (G \ Δ_{k1}) ∩ (V_1 ∪ V_2), B_{kl} = (G \ Δ_{kl} ) ∩ (V_{l−1} ∪

V_l ∪ V_{l+1}), l ¿ 2. Poloßim B = ⋃ l B_{kl} . V sluqae ∂G ⊂ E_0 ∪ E_1 polagaem B = ∅. Krome togo, esli ∞ ∈ G \ (E_0 ∪ E_1), to moßno sqitat~, qto ∞ ∈ V_1 \ B.

Pust~ W_l = B ∩ G ∩ V_l. Vvedem funkci¸

ρ_1 = ρ ε_k , x ∈ W_k, 0, x ∈ R^n \ ∞⋃ k=1 W_k. FunkciØ ρ_2 = ρ + ρ_1 dopustima dlØ M_{p,w} (E_0, E_1, G) i ∞∑ k=1 ∫ W_k ρ^p_2wdx = ∞∑ k=1 ∫ W_k (( 1 + 1 ε_k ) ρ )_p wdx 6 6^{∞∑}_{k=1}^∫_W k ( 2ρ ε_k )_p wdx = 2^p ∞∑ k=1 ε^{−p}_k ∫ W_k ρ^pwdx < ε 2 v silu (5) i (6). Ots¸da ∫ G ρ^p_2wdx = ∫ G\B ρ^pwdx + ∞∑ k=1 ∫ W_k ρ^p_2wdx < M_{p,w}(E_0, E_1, G) + ε. Pokaßem, qto ∃k : ∀γ ∈ Γ_k ∫ γ ρ_2ds > 1 − ε, (7) gde Γ_k – semeæstvo krivyh, soedinØ¸wih G_{0k} i G_{1k} v G.

Predpoloßim protivnoe, t. e. qto suwestvu¸t posledovatel~- nost~ natural~nyh qisel k_l i γ_l ∈ Γ_{kl} takie, qto ∫ γ_l ρ_2ds 6 1 − ε, l = 1, 2, . . . Esli oblast~ G ne soderßit ∞, to ρ_2 ograniqena snizu poloßitel~noæ konstantoæ. Znaqit, s(γ_l) ograniqeny sverhu, a pofftomu, po lemme 2, suwestvuet krivaØ γ ⊂ G, soedinØ¸waØ E_0 i E_1

62 I. N. DEMXIN, ı. V. DYMQENKO, V. A. XLYK i takaØ, qto nekotoraØ podposledovatel~nost~ γ_{lm} → γ. Tak kak

ρ_2 nepreryvna v G \ B i polunepreryvna snizu v B ∪ G, to, raz-

bivaØ krivu¸ γ na komponenty, leßawie v G \ B, i komponenty iz B ∪ G i primenØØ neravenstvo iz lemmy 2 otdel~no k kaßdoæ komponente svØznosti krivoæ γ, poluqim takoe ße neravenstvo dlØ vseæ krivoæ γ.

Esli ße ∞ ∈ G, to, primenØØ lemmu 3, poluqim podposledovatel~nost~ krivyh γ_{lm} i krivu¸ γ, soedinØ¸wu¸ E_0 i E_1 v G, l¸baØ koneqnaØ duga kotoroæ ØvlØetsØ predelom nekotoryh koneqnyh dug krivyh γ_{lm} , i sootvetstvu¸wee neravenstvo iz lemmy 3. Oboznaqim poluqennu¸ posledovatel~nost~ krivyh

γ_{lm} snova qerez γ_l.

Pust~ τ = γ \ B. Tak kak ρ_2 = ρ na G \ B, to

1 − ε ¿ lim inf_{l→∞} ∫ γ_l ρ_2ds ¿ ∫ γ ρ_2ds ¿ ∫ τ ρ_2ds = ∫ τ ρds. (8) Esli B = ∅, to τ ∈ Γ, otkuda sleduet, qto ∫ τ ρds ¿ 1, qto pro-

tivoreqit predyduwemu neravenstvu.

Predpoloßim, qto B ≠ ∅ i qto suwestvuet podkrivaØ γ^′ ⊂ γ, kotoraØ soedinØet ∂G_{k−1} i ∂G_k v V_k ∩ B dlØ nekotorogo k ¿ 2. Kak pokazano vyxe, suwestvu¸t γ^′_l ⊂ γ_l : γ^′_l → γ^′. Pust~ ζ_l(t) – parametrizaciØ γ^′_l i ζ(t) – parametrizaciØ γ^′ takie, qto ζ_l(t)^{−→}→

ζ(t). Imeem: ∫ γ^′_l ρds 6 εk^∫ γ^′_l ρ_1ds 6 ε_k ∫ γ^′_l ρ_2ds 6 ε_k(1 − ε) < ε_k.

Poluqaem, qto s(γ^′_l ) < ε_k inf_{Vk∩G} ρ , otkuda sleduet neravenstvo

α_k 6 s(γ^′) 6 lim inf_{l→∞} s(γ^′_l ) < ε_k inf_{Vk∩G} ρ , qto protivoreqit (5). Takim obrazom my poluqili, qto ne suwestvuet dugi γ^′ ⊂ γ, soedinØ¸weæ ∂G_{k−1} i ∂G_k v V_k ∩ B dlØ l¸bogo k ¿ 2.

KRITERII NUL^–MNOȷESTV 63 Pust~ τ_1 = γ ∩ W_1. DlØ l¸boæ komponenty τ_1 suwestvuet duga

τ_{1,l} krivoæ γ v W_1 ∪ W_2, soderßawaØ fftu komponentu i takaØ, qto

ee koncy leßat na ∂B. Takih dug ne bolee qem sqetnoe qislo.

Pust~ U – okrestnost~ ∂(W_1 ∪ W_2) ∩ ∂B takaØ, qto U ⊂ U ⊂ G. Togda δ = dist (∂U, W_1 ∪ W_2 ∩ ∂B) > 0 i ρ_2 6 m_1 na U .

Pust~ L – mnoßestvo teh l, dlØ kotoryh τ_{1,l} ∩∂B ≠ ∅ i τ_{1,l}∩∂U ≠ ∅. Poluqim, qto

1 − ε ¿ ∑ l∈L ∫ τ1_{,l} ρ_2ds ¿ inf_U ρ ∑ l∈L δ > 0, t.e. mnoßestvo L koneqno.

Vyberem l_1 takoe, qtoby l_1 > sup L i ∫ e^′ ρ_2ds < ε_1, e^′ = ⋃ l>l1 τ_{1,l} = ζ( ⋃ l>l1 [a_l, b_l]) ∈ G. (9)

DlØ kaßdogo l, 1 6 l 6 l_1, vyberem c_l, d_l takie, qto a_l < c_l < d_l < b_l, otrezki ζ(a_l)ζ(c_l), ζ(d_l)ζ(b_l) leßat v U i s(ζ(a_l )ζ(c_l) ∪ ζ(d_l)ζ(b_l)) < ε_1 l_1m_1 . Voz~mem j_1 nastol~ko bol~xim, qto

s(ζ(a_l )ζ_{j1} (c_l) ∪ ζ_{j1} (d_l)ζ(b_l)) < ε_1 l_1m_1 . Oboznaqim pervyæ otrezok v ob¨edinenii sleva qerez e_{1,l}, a vtoroæ qerez e_{2,l}. Iz poluqennogo neravenstva vyvodim: l1∑ l=1 ∫ e1_{,l} ρ_2ds + ∫ e2_{,l} ρ_2ds < ε1. (10) Pust~ σ_l = ζ_{j1} ([c_l, d_l]). Togda l1∑ l=1 ∫ σ_l ρ_2ds 6 ∫ γ_j1 ρ_2ds 6 1 − ε < 1. Pofftomu l1∑ l=1 ∫ σ_l ρds = l1∑ l=1 ∫ σ_l∩W1 ρds + ∫ σ_l ∩W2 ρds 6

64 I. N. DEMXIN, ı. V. DYMQENKO, V. A. XLYK

6^{l1∑}_{l=1} ε_1 ∫ σ_l ∩W1 ρ_1ds + ε_2 ∫ σ_l∩W2 ρ_1ds < ε_1 + ε_2. (11)

Oboznaqim

~τ_1 = l1⋃ l=1 (e1_{,l} ∪ σ_l ∪ e2_{,l}) ∪ ⋃ l>l1 τ_{1,l}. Togda v silu (9)–(11) ∫ ~τ1 ρds < 3ε_1 + ε_2.

Dalee, poloßim τ_2 = γ ∩W_2 i rassmotrim te ße dugi v W_2 ∪ W_3 qto i vyxe, iskl¸qaØ lix~ ranee uqtennye. Tak ße kak i vyxe stroim ~τ_2 i poluqaem, qto ∫ ~τ2 ρds < 3ε_2 + ε_3.

ProdolßaØ fftot process, nahodim ~τ_3, ~τ_4, . . . . Iz izloßennogo vyxe sleduet, qto_∞ ∑ k=1 ∫ ~τk ρds < 4 ∞∑ k=1 ε_k < ε. Tak kak krivaØ ~γ = τ ∪^∞ ⋃ k=1 ~τ_k ∈ Γ, to ∫ ~γk ρds ¿ 1, otkuda sleduet,

qto ∫ τ ρds > 1 − ε. �to protivoreqit neravenstvu (8). Sledovatel~no, (7) spravedlivo.

Vvedem funkci¸

ρ^′ = ρ_2 1 − ε , x ∈ G \ (G_{0k} ∪ G_{1k}), 0, x /∈ G \ (G0_k ∪ G1_k). Ona lokal~no ograniqena na G \ (E_0 ∪ E_1). Pokaßem, qto funkciØ

v(x) = inf ∫ γ(x) ρ^′ds,

KRITERII NUL^–MNOȷESTV 65 gde infimum beretsØ po vsem krivym γ(x), soedinØ¸wim G_{0k} s toqkoæ x, lokal~no lipxiceva v G \ (G_{0k} ∪ G_{1k}) i poqti vs¸du v

G \ (G_{0k} ∪ G_{1k}) udovletvorØet neravenstvu |∇v| 6 ρ^′. Voz~mem toqku x i nekotoryæ xar B(x, r), prinadleßawie G \

(G0_k ∪ G1_k). Pust~ x^′ ∈ B(x, r). Imeem (integral beretsØ po ot-

rezku [x, x^′]): v(x^′) − v(x) 6 x^′∫

x ρ^′ds 6 |x^′ − x| max_{B(x,r)} ρ^′. DelØ na |x^′ −x|, ustremlØØ x^′ k x i r k nul¸, poluqaem trebuemoe neravenstvo.

Krome togo, v(x) = 0 na E_0 i v(x) ¿ 1 na E_1. Takim obrazom, funkciØ ~v = min(1, v) dopustima dlØ C_{p,w}(E_0, E_1, G). Imeem sledu¸wu¸ cepoqku neravenstv:

C_{p,w}(E_0, E_1, G) 6 ∫ G |∇~v|^pwdx 6 ∫ G |∇v|^pwdx 6 6^∫ ρ^{′p}wdx 6^{∫ ( ρ2}_{1 − ε}^{)p} wdx = = 1 (1 − ε)^p ∫ ρ^p_2wdx 6 1 (1 − ε)^p (M_{p,w} (E0, E1, G) + ε). V silu proizvol~nosti ε teorema dokazana.

Teorema 2. LineænaØ oboloqka mnoßestva Ep,w(G) vs¸du plotna

v L^1_{p,w}(G).

Dokazatel~stvo provedem dlØ ograniqennogo otkrytogo mno-

ßestva G. V sluqae, kogda G – neograniqennoe mnoßestvo, v nißesledu¸wih vykladkah evklidovo rasstoØnie dist (·, ·) neobhodimo zamenit~ na sferiqeskoe rasstoØnie.

Pokaßem, qto l¸bu¸ funkci¸ f ∈ L^1_{p,w}(G) moßno s l¸boæ stepen~¸ toqnosti priblizit~ lineænymi kombinaciØmi fflementov iz E_{p,w}(G). Izvestno, qto l¸baØ funkciØ iz L^1_{p,w}(G) approksimiruetsØ gladkimi funkciØmi po norme fftogo prostranstva. Ispol~zuØ standartnye svoæstva srezki i usredneniØ moßno sqitat~, qto funkciØ f ograniqena (sm. [12]). Pofftomu dokazatel~- stvo budem provodit~ dlØ gladkih ograniqennyh funkciæ.

66 I. N. DEMXIN, ı. V. DYMQENKO, V. A. XLYK Dokazatel~stvo razob~em na tri fftapa.

1. Snaqala pokaßem, qto l¸bu¸ gladku¸ funkci¸ moßno priblizit~ kusoqno-ffkstremal~nymi funkciØmi po norme prostranstva L^1_{p,w}(G). Opredelenie kusoqno-ffkstremal~noæ funkcii i dokazatel~stvo pervogo fftapa provedem po sheme, predloßennoæ v rabote [13, str. 195]. Pust~ f – gladkaØ ograniqennaØ funkciØ v G. Fiksiruem ε > 0 i vybiraem razbienie τ otrezka [max_{x∈G} f(x), min_{x∈G} f(x)] vewestvennymi qislami

c_k(k = 0, 1, . . . , m) takoe, qto min_{x∈G} f(x) = c_0 < c_1 < . . . < c_m = max_{x∈G} f(x) i c_k+1 − c_k < ε. Oboznaqim l_k = {x ∈ G : f(x) = c_k}.

Moßno sqitat~, qto l_k ØvlØ¸tsØ gladkimi mnogoobraziØmi, poskol~ku po teoreme Sarda fftomu uslovi¸ udovletvorØ¸t poqti vse znaqeniØ funkcii f. Oboznaqim V_k = {x ∈ G : f(x) < c_k}.

Opredelim p−emkost~ s vesom w pary (V_{k−1}, (G \ V_k)) sledu¸- wim obrazom. DlØ ε > 0 rassmotrim mnoßestva F_ε = {x ∈ G : x ∈ V_{k−1} i dist (x, ∂G) ¿ ε} i E_ε = {x ∈ G : x ∈ G \ V_k i dist (x, ∂G) ¿ ε}. Voz~mem ubyva¸wu¸ posledovatel~nost~ ε_m taku¸, qto ε_m stremitsØ k nul¸ pri m → ∞ i postroim mnoßestva F_{εm} = F_m, i E_{εm} = E_m.

L¸baØ dopustimaØ funkciØ dlØ pary (F_{m+1}, E_{m+1}) ØvlØetsØ dopustimoæ dlØ (F_m, E_m). Pofftomu C_{p,w}(F_m, E_m, G) 6 C_{p,w}(F_{m+1}, E_{m+1}, G). Takim obrazom, poluqim vozrasta¸wu¸ posledovatel~nost~

C_{p,w}(F_m, E_m, G). Sledovatel~no, suwestvuet lim_{m→∞}C_{p,w}(F_m, E_m, G).

�tot predel my i budem ponimat~ kak p-emkost~ kondensatora C_{p,w}(V_{k−1}, (G \ V_k), G). Pust~ v_k – ffkstremal~naØ funkciØ pary (V_{k−1}, (G \ V_k)). Zametim, qto g_k(x) =^{f(x)−ck−1}_{ck−ck−1} ØvlØetsØ dopustimoæ dlØ pary

(V_{k−}1, (G \ V_k)), esli poloßit~ g_k(x) = 0 dlØ vseh x ∈ V_{k−}1 i g_k(x) = 1 dlØ vseh x ∈ (G \ V_k). Rassmotrim funkci¸ v_τ = c_0 + ∑_m k=1(c_k − c_{k−}1)v_k, v_τ ∈ L^1_{p,w}(G) i ‖v_τ ‖^p_{L1p,w(G)} = m∑ k=1 |c_k − c_{k−1}|^p‖v_k‖^p_{L1p,w(G)}.

KRITERII NUL^–MNOȷESTV 67 Na kaßdom iz mnoßestv (V_k \ V_{k−1}) spravedlivo neravenstvo ∫ V_k\V_{k−}1 |∇v_k|^pw dx 6 6^∫ V_k\V_{k−}1 |∇g_k|^pw dx = |c_k − c_{k−1}|^{−p} ∫ V_k\V_{k−}1 |∇f|^pw dx. Togda v G spravedlivo neravenstvo ∫ G |∇v_τ |^pw dx 6 ∫ G |∇f|^pw dx, t.e. ‖v_τ ‖_L1_{p,w(G)} 6 ‖f‖_L1_{p,w (G)}.

Voz~mem posledovatel~nost~ razbieniæ τ_l otrezka

[max x∈G f(x), min_{x∈G} f(x)] taku¸, qto posledovatel~nost~ ε_l = ε_{τl} stremitsØ k nul¸ pri

l → ∞. Poluqim posledovatel~nost~ v_l = v_{τl} . Po postroeni¸, |f(x) − v_l(x)| 6 max_{k=1,m} |c_k − c_{k−1}| < ε_l. Posledovatel~nost~ v_l ravnomerno shoditsØ k funkcii f(x). Posledovatel~nost~ v_l ograniqena v L^1_{p,w}(G). Vyberem iz nee slabo shodØwu¸sØ v L^1_{p,w}(G) podposledovatel~nost~ v_{lk} . Po svoæstvu polunepreryvnosti imeem

lim inf k→∞ ‖v_{lk} ‖_L1_{p,w(G)} ¿ ‖f‖_L1_{p,w (G)}. Togda, v silu neravenstva ‖v_{lk} ‖_L1_{p,w(G)} 6 ‖f‖_L1_{p,w (G)}, ‖v_{lk} ‖_L1_{p,w(G)} → ‖f‖_L1_{p,w(G)} pri k → ∞. Ots¸da sleduet, qto v_{lk} → f v L^1_{p,w}(G) pri k → ∞.

2. Pokaßem, qto l¸bu¸ ffkstremal~nu¸ funkci¸ dlØ pary

(V_{k−}1, (G\V_k)) moßno s l¸boæ stepen~¸ toqnosti priblizit~ ffks-

tremal~nymi funkciØmi dlØ C_{p,w}(F, E, G) s kompaktami F, E ⊂ G po norme prostranstva L^1_{p,w}(G). Dokazatel~stvo provedem po sheme, predloßennoæ v rabote [14]. SleduØ pervoæ qasti dokazatel~stva, dlØ ε > 0 rassmotrim mnoßestva F_ε i E_ε, uße opredelennye vyxe. Vnov~ voz~mem ubyva¸wu¸ posledovatel~nost~

68 I. N. DEMXIN, ı. V. DYMQENKO, V. A. XLYK

ε_m taku¸, qto ε_m stremitsØ k nul¸ pri m → ∞, i postroim

mnoßestva F_{εm} = F_m i E_{εm} = E_m. Pust~ u_m – ffkstremal~naØ

funkciØ dlØ pary (F_m, E_m). Pokaßem, qto posledovatel~nost~

ffkstremal~nyh funkciæ shoditsØ v prostranstve L^1_{p,w}(G). Deæ-

stvitel~no, pust~

c^p = lim_{m→∞} ∫ G |∇u_m|^pw dx =

= lim m→∞ C_{p,w}(F_m, E_m, G) = C_{p,w}(V_{k−1}, (G \ V_k), G). Esli c = 0, to u_m → 0 pri m → ∞ v L^1_{p,w}(G). Poloßim c >

0. Esli posledovatel~nost~ {u_m}^∞_{m=1} ne shoditsØ v L^1_{p,w}(G), to

moßno ukazat~ dve ee podposledovatel~nosti {u_{k1}}, {u_{k2}} i ε > 0,

dlØ kotoryh ∫ G |∇u_{kj} |^pw dx = c^p_{kj} > 0, gde j = 1, 2 i c_{kj} > 0 i ‖ ‖ ‖ u_{k1} c − u_{k2} c ‖ ‖ ‖_{L1p,w(G)} ¿ 2ε. (12) Esli k_1 < k_2, to funkciØ u_{k2} ØvlØetsØ dopustimoæ dlØ pary

(F_{k1} , E_{k1}). Sledovatel~no, funkciØ v_k = 12 (u_{k1} + u_{k2} ) dopusti-

maØ dlØ pary (F_{k1}, E_{k1}). Togda ∫ G |∇v_k|^pw dx ¿ c^p_{k1} . Krome togo,

‖^{ukj}_{ckj} ‖_L1_{p,w(G)} = 1 i c_{kj} → c pri k → ∞. Ots¸da, uqityvaØ nepre-

ryvnost~ normy i neravenstvo (12), imeem ‖ ‖ ‖ u^{k1} c_{k1} − u_{k2} c_{k2} ‖ ‖ ‖ L1_{p,w}(G) ¿ ε. (13)

PrimenØØ neravenstvo Klarksona (sm. [15]) k funkciØm^{∇uk1}_{ck1} w^{1p}

i^{∇uk2}_{ck2} w^{1p} , imeem pri p ¿ 2 ‖ ‖ ‖ ‖ ∇u_{k1} 2c_{k1} w^{1p} + ∇u_{k2} 2c_{k2} w^{1p} ‖ ‖ ‖ ‖ p L^p_n(G) + ‖ ‖ ‖ ‖ ∇u_{k1} 2c_{k1} w^{1p} − ∇u_{k2} 2c_{k2} w^{1p} ‖ ‖ ‖ ‖ p L^p_n(G) 6 6^1_2^‖^{∇uk1}_{ck1} w^{1p ‖}^p_{Lpn(G)} + +^1_2^‖^{∇uk2}_{ck2} w^{1p ‖}^p_{Lpn (G)} = = 1 2 ‖ ‖ ‖ ‖ u_{k1} c_{k1} ‖ ‖ ‖ ‖ p L1_{p,w} (G) + 1 2 ‖ ‖ ‖ ‖ u_{k2} c_{k2} ‖ ‖ ‖ ‖ p L1_{p,w}(G) = 1 2 + 1 2 = 1.

KRITERII NUL^–MNOȷESTV 69

�to i neravenstvo (13) daet ‖ ‖ ‖ ‖ ∇u_{k1} 2c_{k1} w^{1p} + ∇u_{k2} 2c_{k2} w^{1p} ‖ ‖ ‖ ‖_{Lpn(G)} 6 1 − δ(ε). Esli 1 < p 6 2,^1_p +^1_q = 1, to ‖ ‖ ‖ ‖ ∇u_{k1} 2c_{k1} w^{1p} + ∇u_{k2} 2c_{k2} w^{1p} ‖ ‖ ‖ ‖ q L^p_n(G) + ‖ ‖ ‖ ‖ ∇u_{k1} 2c_{k1} w^{1p} − ∇u_{k2} 2c_{k2} w^{1p} ‖ ‖ ‖ ‖ q L^p_n(G) 6 6^{(1}_2^‖^{∇uk1}_{2ck1} w^{1p ‖}^p_{Lpn (G)} + +^1_2^‖^{∇uk2}_{2ck2} w^{1p ‖}^p_{Lpn(G)}^{) 1p−1} = 1. Ispol~zuØ dannoe neravenstvo i neravenstvo (13), poluqaem ‖ ‖ ‖ ‖ ∇u_{k1} 2c_{k1} w^{1p} + ∇u_{k2} 2c_{k2} w^{1p} ‖ ‖ ‖ ‖_{Lpn(G)} 6 1 − δ(ε). (14)

S drugoæ storony, dlØ dostatoqno bol~xih k spravedlivo soot-

noxenie 1 6^‖^{∇vk}_c w^{1p ‖}_{Lpn(G)} 6^‖^{∇uk1}_{2ck1} w^{1p} +^{∇uk2}_{2ck2} w^{1p ‖}_{Lpn(G)} + o(1). (15) SravnivaØ (13) i (15), prihodim k protivoreqi¸. Sledovatel~-

no, suwestvuet lim_{m→∞} u_m v L^1_{p,w}(G). Oboznaqim fftot predel qerez

u_0.

Takim obrazom my pokazali, qto l¸bu¸ ffkstremal~nu¸ funk-

ci¸ dlØ pary (V_{k−1}, (G \ V_k)) moßno s l¸boæ stepen~¸ toqnosti

priblizit~ ffkstremal~nymi funkciØmi dlØ par (F_ε, E_ε).

3. Pokaßem, qto l¸bu¸ ffkstremal~nu¸ funkci¸ dlØ pary

(F_ε, E_ε) moßno s l¸boæ stepen~¸ toqnosti priblizit~ ffkstre-

mal~nymi funkciØmi dlØ C_{p,w}(F, E, G) s gladkimi kompaktami

F, E ⊂ G po norme prostranstva L^1_{p,w}(G).

Voz~mem δ > 0 takoe, qto δ < min(^1_2 ε,^1_3 dist (F_ε, E_ε). Rassmotrim

pokrytiØ mnoßestv F_ε i E_ε vsevozmoßnymi xarami radiusa δ

s centrami v toqkah, prinadleßawih F_ε i E_ε, sootvetstvenno.

F_ε i E_ε – zamknutye i ograniqennye mnoßestva, sledovatel~no,

iz fftih pokrytiæ moßno vydelit~ koneqnye podpokrytiØ mno-

ßestv F_ε i E_ε, sootvetstvenno. Oboznaqim ih qerez F^′_ε i E^′_ε.

Voz~mem gladkie funkcii ψ_1(x) i ψ_2(x), ravnye edinice na F_ε

70 I. N. DEMXIN, ı. V. DYMQENKO, V. A. XLYK i E_ε i ravnye nul¸ na G \ F^′_ε i G \ E^′_ε, sootvetstvenno, i takie, qto 0 6 ψ_i(x) 6 1, i = 1, 2. Vyberem 0 < a <^1_2 takoe, qto ψ^{−1}_1 (a) i ψ^{−1}_2 (a) ØvlØ¸tsØ gladkimi mnogoobraziØmi. Po teoreme Sarda fftomu uslovi¸ udovletvorØ¸t poqti vse znaqeniØ funkciæ ψ_i(x), i = 1, 2. Oboznaqim F_{εδ} = {x ∈ G : ψ_1(x) ¿ a} i

E_{εδ} = {x ∈ G : ψ_2(x) ¿ a}.

Teper~ voz~mem ubyva¸wu¸ posledovatel~nost~ δ_m taku¸, qto δ_m stremitsØ k nul¸ pri m → ∞, i postroim mnoßestva F_{εδm} = F_{εm} i E_{εδm} = E_{εm}. Potrebuem, qtoby vypolnØlos~ uslovie δ_{m+1} < min(dist (∂F_{εm}, F_ε), dist (∂E_{εm}, E_ε)). Togda l¸baØ dopustimaØ funkciØ dlØ pary (F_{εm}, E_{εm}) ØvlØetsØ dopustimoæ dlØ (F_{ε(m+1)}, E_{ε(m+1)}). Pofftomu C_{p,w}(F_{εm}, E_{εm}, G) ¿ C_{p,w}(F_{ε(m+1)}, E_{ε(m+1)}, G). Takim obrazom, poluqim ubyva¸wu¸ posledovatel~nost~

C_{p,w}(F_{εm}, E_{εm}, G). Sledovatel~no, suwestvuet lim_{m→∞} C_{p,w}(F_{εm},

E_{εm}, G). Pust~ u_m – ffkstremal~naØ funkciØ dlØ pary (F_{εm}, E_{εm}).

Kak i vo vtoroæ qasti dokazatel~stva, pokazyvaem, qto posledovatel~nost~ ffkstremal~nyh funkciæ shoditsØ v prostranstve

L^1_{p,w}(G) k ffkstremal~noæ funkcii pary (F_ε, E_ε).

V pervoæ qasti dokazatel~stva teoremy bylo pokazano, qto l¸bu¸ gladku¸ ograniqennu¸ funkci¸ moßno s l¸boæ stepen~¸ toqnosti priblizit~ lineænymi kombinaciØmi ffkstremal~- nyh funkciæ par (V_{k−1}, (G \ V_k)).

Sledovatel~no, teorema dokazana.

Sledstvie 1. Esli E – N Cp,w-mnoßestvo v G, to kaßdaØ funk-

ciØ f ∈ L^1_{p,w}(G \ E) prodolßaetsØ do funkcii ~f ∈ L^1_{p,w}(G) takim obrazom, qto ‖f‖_L1_{p,w (G\E)} = ‖ ~f‖_L1_{p,w(G)}. Drugimi slovami, dlØ prodolßennoæ funkcii ~f vypolnØetsØ uslovie |∇ ~f| = 0 L_n-poqti vezde na E.

Dokazatel~stvo. Po teoreme 2, naædem funkci¸ fm =^{k∑}_{i=1} civi,

gde v_i ∈ E_{p,w}(G \ E) – ffkstremal~naØ funkciØ dlØ C_{p,w}(E^i_0, E^i_1, G),

i = 1, . . ., k, i f_m → f L_n-poqti vezde na G\E, f_m → f v L^1_{p,w}(G\E).

Poskol~ku E – N C_{p,w}-mnoßestvo, to C_{p,w}(G \ E) = C_{p,w}(G) dlØ vseh i = 1, 2, . . ., k. Znaqit, ffkstremal~naØ funkciØ ~v_i dlØ emkosti

KRITERII NUL^–MNOȷESTV 71 C_{p,w}(G) v silu edinstvennosti udovletvorØet sootnoxeniØm ~v_i = v_i v G \ E i |∇v_i| = 0 L_n-poqti vezde na E, i = 1, 2, . . ., k. Togda

~f_m =^k ∑ i=1 c_i ~v_i → f v L^1_{p,w}(G \ E), ‖ ~f_m − ~f_l‖_L1_{p,w(G\E)} = ‖ ~f_m − ~f_l‖_L1_{p,w(G)} → 0 pri m, l → ∞. Sledovatel~no, posledovatel~nost~ { ~f_m} fundamental~na v

L^1_{p,w}(G) i ee predel ~f ∈ L^1_{p,w}(G) udovletvorØet uslovi¸ |∇ ~f| = 0 L_n-poqti vezde na E. Lemma 4. Esli Π = {x = (x1, . . . , xn) ∈ R^n : ai < xi < bi, i = 1, 2, . . ., n} – n-mernyæ prØmougol~nik, σ0_k, σ1_k – ego grani, paral-

lel~nye giperploskosti x_k = 0, to M_{p,w} (σ_{0k}, σ_{1k}, Π) > 0.

Dokazatel~stvo. Pust~ Π^′ = {(x1, . . . , x_{k−}1, x_k+1, . . . , x_n) : a_i < x_i < b_i, i = 1, . . ., n, i ≠ k}, ρ – proizvol~naØ metrika iz adm_{p,w}(σ_{0k}, σ_{1k}, Π). Togda^{bk} ∫ a_k ρdx_k ¿ 1, poskol~ku v semeæstvo Γ(σ_{0k}, σ_{1k}, Π) vhodØt prØmolineænye otrezki, soedinØ¸wie grani σ_{0k}, σ_{1k} prØmougol~nika Π. V silu teoremy Fubini, neravenstva Gel~dera i usloviØ (1), ffto vleqet neravenstvo ∫ Π ρ^pwdx ¿¿^∫_{Π′} b_k∫

a_k w^{1−q}dx_k 1−p dx_1 . . . dx_{k−1}dx_{k+1} . . . dx_n > 0,

gde^1 p + 1 q = 1. (16)

Ots¸da, uqityvaØ proizvol v vybore ρ, prihodim k trebuemomu rezul~tatu.

Zameqanie. Pust~ M – dvumernaØ giperploskost~ v R^n. Pro-

vedem v M okrußnost~ i rassmotrim na neæ otkrytu¸ dugu γ rastvora α, 0 < α < 2π. Qerez centr dannoæ okrußnosti i kaßdu¸ toqku a ∈ γ provedem (n − 1)-mernu¸ giperploskost~

H_a, H_a ⊥ γ. V kaßdoæ giperploskosti H_a postroim (n − 1)-

mernyæ xar s centrom v toqke a i radiusa r > 0. Poluqennu¸

72 I. N. DEMXIN, ı. V. DYMQENKO, V. A. XLYK pri fftom oblast~ T (α, r, γ) v R^n nazovem toroidal~nym prØmougol~nikom. Analogiqno, v koncah dugi γ postroim zamknutye

(n − 1)-mernye xary σ0, σ1 radiusa r i nazovem ih plastinami

toroidal~nogo prØmougol~nika T (α, r, γ). ProvodØ rassußdeniØ, analogiqnye dokazatel~stvu predyduweæ lemmy, poluqim, qto M_{p,w}(σ_0, σ_1, T (α, r, γ)) > 0. Teorema 3. Esli E – N Cp,w-mnoßestvo v G, to E ne imeet vnu-

trennih toqek.

Dokazatel~stvo. Pust~ x0 – vnutrennØØ toqka E i D ⊂ E –

maksimal~naØ oblast~, dlØ kotoroæ x_0 ∈ D. Pust~ y_0 – graniqnaØ toqka D, y_0 ∈ G. V oblasti D provedem krivu¸ γ, soedinØ¸wu¸

x_0 i y_0. Rassmotrim xar B(y_0, r) ⊂ G s centrom v toqke y_0 i

radiusa r > 0. ˚sno, qto suwestvuet toqka z_0 ∈ (G \ E) ∩ B(y_0, r) i toqka ~z_0 ∈ γ takie, qto |y_0 − z_0| = |y_0 − ~z_0|.

ProvodØ qerez toqki z_0, ~z_0 okrußnost~ λ s centrom v toqke y_0, dugu λ_0 ⊂ λ moßno zakl¸qit~ v toroidal~nyæ prØmougol~nik

T = T (α, r_1, λ_0) ∋ ~z_0 s plastinami σ_0, σ_1 vblizi z_0 i v G \ E. Za

sqet vybora r_1 moßno dobit~sØ togo, qto E budet razbivat~ T na dva nepustyh nepereseka¸wihsØ otkrytyh mnoßestva G_0, G_1,

T \E = G_0 ∪G_1. Pri fftom σ_0 ⊂ G_0, σ_0 ∩G_1 = ∅, σ_1 ⊂ G_1, σ_1 ∩G_0 = ∅.

Po postroeni¸, C_{p,w}(σ_0, σ_1, T ) = 0.

S drugoæ storony, esli u_0 – ffkstremal~naØ funkciØ dlØ

C_{p,w}(σ_0, σ_1, T \ E) i ~T = T (α, r_2, λ_0), r_2 < r_1, φ ∈ C^∞_0 (G), φ = 1 na

~T , to, po sledstvi¸ 1, u_0φ prodolßaetsØ do funkcii iz L^1_{p,w}(G). Ots¸da, v silu proizvola v vybore ~T , sleduet, qto u_0 prodolßaetsØ do funkcii iz L^1_{p,w}(T ). Pri fftom 0 = C_{p,w}(σ0, σ1, T \ E) = ∫ T \E |∇u_0|^pwdx =

= ∫ T |∇u_0|^pwdx ¿ C_{p,w}(σ_0, σ_1, T ). Vypisannye sootnoxeniØ protivoreqivy, poskol~ku

C_{p,w}(σ_0, σ_1, T ) = M_{p,w}(σ_0, σ_1, T ) > 0.

Sledovatel~no, E ne imeet vnutrennih toqek.

KRITERII NUL^–MNOȷESTV 73

Teorema 4. VsØkoe kompaktnoe podmnoßestvo K N Cp,w-mno-

ßestva E v G ØvlØetsØ N C_{p,w}-mnoßestvom.

Dokazatel~stvo. Pust~ E0, E1 gladkie kompakty v G \ K, u0 –

ffkstremal~naØ funkciØ dlØ C_{p,w}(E_0, E_1, G \ K).

Poskol~ku u_0 ∈ L^1_{p,w}(G \ E), to, po sledstvi¸ 1, u_0 moßno prodolßit~ do ~u_0 ∈ L^1_{p,w}(G), priqem |∇u_0| = 0 L_n-poqti vezde na E.

Esli teper~ τ – proizvol~naØ komponenta svØznosti E_0 ili

E_1 (mnoßestva E_0, E_1 ime¸t koneqnoe qislo takih komponent i

vse oni poloßitel~noæ L_n-mery), to iz teoremy 3 poluqim, qto L_n(τ \ E) > 0. Ots¸da u_0 = i L_n-poqti vezde na E_i, i = 0, 1. �to vleqet sootnoxeniØ C_{p,w}(E_0, E_1, G \ K) = ∫ G\K |∇u_0|^pwdx ¿ ¿^∫_G |∇~u0|^pwdx ¿ Cp,w(E0, E1, G). S drugoæ storony, oqevidno, qto C_{p,w}(E_0, E_1, G \ K) 6 C_{p,w}(E_0, E_1, G). Sledovatel~no, C_{p,w}(E_0, E_1, G \ K) = C_{p,w}(E_0, E_1, G) dlØ l¸byh gladkih nepereseka¸wihsØ kompaktov E_0, E_1 iz G \ K. Teorema dokazana.

PrimenØØ priem umnoßeniØ na funkci¸ φ ∈ C^∞_0 (R^n), ispol~- zovannyæ pri dokazatel~stve teoremy 3, legko ustanovim sledu- ¸wie dva utverßdeniØ.

Teorema 5. Pust~ G1 – otkrytoe podmnoßestvo G i E – N Cp,w-

mnoßestvo v G. Togda K = G_1 ∩ E – N C_{p,w}-mnoßestvo v G_1.

Teorema 6. VsØkoe kompaktnoe podmnoßestvo N Cp,w-mnoßest-

va E v G ØvlØetsØ N C_{p,w}-mnoßestvom v l¸bom otkrytom mnoßestve iz R^n.

Dalee, spravedliva

Teorema 7. Esli E – N Cp,w-mnoßestvo v G, to Ln(E) = 0. Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto Ln(E) > 0. Pokaßem suwe-

stvovanie vs¸du razryvnogo kompakta K ⊂ E, L_n(K) > 0.

74 I. N. DEMXIN, ı. V. DYMQENKO, V. A. XLYK Ustanovim snaqala suwestvovanie kompakta K_1, L_n(K_1) > 0, dlØ kotorogo pereseqenie s l¸boæ prØmoæ l, l ⊥ H_1 (H_1 – giperploskost~ x_1 = 0) libo pusto, libo vs¸du razryvnoe mnoßestvo. Pust~ l ∩ H_1 sostoit iz toqki a. Togda poloßim l = l_a. Predpoloßim snaqala, qto naædetsØ mnoßestvo A = {a ∈ H_1 : l_a ∩ E soderßit nevyroßdennyæ otrezok}, L_{n−1}(A) > 0. Oqevidno, qto L_n( ~K) > 0 dlØ ~K = ⋃ a∈A (l_a ∩ E).

PolagaØ δ =^1_k , k = 1, 2, . . ., naædem mnoßestvo A_δ ⊂ A, L_{n−1}(A_δ) > 0, dlØ kotorogo l_a ∩ E soderßit otrezok τ_a, H_1(τ_a) ¿ δ dlØ vseh a ∈ A_δ.

Pust~ K^′ = ⋃ a∈A_δ τ_a. Po postroeni¸, K^′ ⊂ E i kaßdaØ kompo-

nenta svØznosti l ∩ K^′, l ∩ K^′ ≠ ∅, est~ otrezok dliny ¿ δ. Razob~em teper~ koordinatnu¸ os~ X_1 na otrezki ravnoæ dliny^δ_3 i v kaßdom iz nih postroim vs¸du razryvnoe zamknutoe mnoßestvo poloßitel~noæ dliny. Ob¨edinenie fftih mnoßestv oboznaqim qerez X^′_1. Provedem qerez kaßdu¸ toqku c ∈ X^′_1 (n − 1)-mernu¸ giperploskost~ H(c) ⊥ X_1. Togda P = ⋃ c∈X^′1 (H(c) ∩ K^′) – mnoße-

stvo poloßitel~noæ L_n-mery, dlØ kotorogo l ∩ P ≠ ∅ – vs¸du razryvnoe mnoßestvo. Oqevidno, qto v P moßno vpisat~ kompakt K_1 s takimi ße svoæstvami.

V sluqae, esli upomØnutoe vyxe mnoßestvo A ne suwestvuet, to ffto oznaqaet, qto dlØ L_{n−1}-poqti vseh a ∈ H_1, gde l_a ∩ E ≠ ∅,

l_a ∩ E – vs¸du razryvnoe mnoßestvo. Togda naædetsØ kompakt A^′ ⊂ H_1, dlØ kotorogo L_{n−1}(A^′) > 0, l_a ∩ E – vs¸du razryvnoe

mnoßestvo dlØ vseh a ∈ A^′ i zamknutoe otnositel~no G mnoßestvo ⋃ a∈A^′ (la ∩ E) imeet poloßitel~nu¸ Ln-meru. Kak i vyxe,

kompakt iz ⋃ a∈A^′ (l_a ∩ E) poloßitel~noæ L_n-mery voz~mem v kaqe-

stve K_1.

ProvodØ posledovatel~no analogiqnye postroeniØ otnositel~no drugih koordinatnyh oseæ x_2, . . . , x_n, iz K_1 poluqim vs¸- du razryvnyæ (nul~mernyæ) kompakt K ⊂ E.

Poloßim teper~ u_1 = x_1 dlØ vseh x ∈ R^n, φ ∈ C^∞_0 (R^n), gde φ = 1 v nekotoroæ okrestnosti O kompakta K, togda u = u_1φ ∈ L^1_{p,w}(G) i |∇u| > 0 na O. Poskol~ku K – N C_{p,w}-mnoßestvo v G, to, v silu sledstviØ 1, ~u = u|_{G\K} moßno prodolßit~ do u_0 ∈ L^1_P p, w(G), gde |∇u_0| = 0 poqti vezde na K. Tak kak K – vs¸du razryvnoe mnoßestvo, to ffto prodolßenie dlØ L_{n−1}-poqti vseh prØmyh l,

KRITERII NUL^–MNOȷESTV 75

l ∩ K ≠ ∅, parallel~nyh odnoæ iz koordinatnyh oseæ, v silu

nepreryvnosti u na G \ K budet osuwestvlØt~sØ vdol~ l edinstvennym obrazom. S drugoæ storony, suwestvuet dva protivoreqivyh prodolßeniØ funkcii ~u na G: u_0 i u_1, gde |∇u_0| = 0 L_n-poqti vezde na K, |∇u_1| = 0 L_n-poqti vezde na K. Sledovatel~no, K imeet nulevu¸ L_n-meru.

Teorema 8. Esli E – N Cp,w-mnoßestvo v G, to dim E 6 n − 2. Dokazatel~stvo. Pokaßem, qto mnoßestvo E ne razbivaet ni

odnoæ iz oblasteæ D ⊂ G. DlØ fftogo dostatoqno dokazat~, qto ni odin n-mernyæ prØmougol~nik Π ⊂ G ne razbivaetsØ mnoßestvom E. Deæstvitel~no, esli ffto ne vypolnØetsØ, to naædetsØ n-mernyæ prØmougol~nik Π s protivopoloßnymi granØmi σ_0 i

σ_1, razbivaemyæ E na dva nepustyh nepereseka¸wihsØ otkry-

tyh mnoßestva G_0 i G_1 tak, qto σ_0 ⊂ G_0, σ_1 ⊂ G_1, σ_0 ∩ G_1 = ∅,

σ_1 ∩ G_0 = ∅. Togda C_{p,w}(σ_0, σ_1, Π \ E) = M_{p,w}(σ_0, σ_1, Π \ E) = 0,

qto, v silu rassußdeniæ dokazatel~stva teoremy 3, privodit k protivoreqi¸. Teorema dokazana.

3. Osnovnye rezul~taty

Mnoßestvo E, zamknutoe otnositel~no G, nazovem nul~- mnoßestvom dlØ klassa L^1_{p,w}(G), esli kaßdaØ funkciØ f ∈ L^1_{p,w}(G\ E) prodolßaetsØ do funkcii ~f ∈ L^1_{p,w}(G) takim obrazom, qto ‖f‖_L1_{p,w (G\E)} = ‖ ~f‖_L1_{p,w(G)}. Spravedlivy sledu¸wie harakteristiki nul~-mnoßestv dlØ prostranstva L^1_{p,w}(G).

Teorema 9. DlØ togo qtoby zamknutoe otnositel~no G mnoße-

stvo E, bylo nul~-mnoßestvom (ustranimym mnoßestvom) dlØ L^1_{p,w}(G), neobhodimo i dostatoqno, qtoby E bylo N C_{p,w}-mnoßestvom v G.

Dokazatel~stvo. Dostatoqnost~ vytekaet iz sledstviØ 1. Neob-

hodimost~ sleduet iz togo fakta, qto ffkstremal~nu¸ funkci¸

u_0 dlØ C_{p,w}(E_0, E_1, G \ E) (E_0, E_1 – gladkie kompakty v G \ E) po

uslovi¸ moßno prodolßit~ do funkcii ~u_0 ∈ L^1_{p,w}(G). Pri fftom

C_{p,w}(E_0, E_1, G) 6 ∫ G |∇~u_0|^pwdx = ∫ G |∇u_0|^pwdx = C_{p,w}(E_0, E_1, G \ E).

76 I. N. DEMXIN, ı. V. DYMQENKO, V. A. XLYK Ots¸da C_{p,w}(E_0, E_1, G) = C_{p,w}(E_0, E_1, G \ E). V silu proizvola vybora E_0, E_1 E – N C_{p,w}-mnoßestvo v G.

Teorema 10. DlØ togo qtoby otkrytye mnoßestva G1 i G2,

G_1 ⊂ G_2, byli (p, w)-ffkvivalentnymi, neobhodimo i dostatoqno, qtoby mnoßestvo G_2 \ G_1 bylo N C_{p,w}-mnoßestvom v G_2.

Dokazatel~stvo. Neobhodimost~. Pust~ prostranstva L^1_{p,w}(G1)

i L^1_{p,w}(G_2) izomorfny kak lineænye prostranstva pri izomorfizme ograniqeniØ θu = u|_{G1}, u ∈ L^1_{p,w}(G_2). PerehodØ k faktor-

prostranstvam L̂^1_{p,w}(G_1), L̂^1_{p,w}(G_2) i ispol~zuØ teoremu Banaha, poluqaem ograniqennost~ operatora θ^{−1}.

Dokaßem, qto L_n(G_2 \ G_1) = 0. Predpoloßim obratnoe. Togda mnoßestvo G_2 \ G_1 imeet hotØ by odnu toqku plotnosti x_0, ØvlØ- ¸wu¸sØ odnovremenno toqkoæ Lebega dlØ u(x). Rassmotrim posledovatel~nost~ otkrytyh koordinatnyh kubov Q_m = Q(x_0,^1_m ) s centrom v toqke x_0, rebrom dliny^1_m . Rassmotrim funkci¸

u_m(x) = dist (x, R^n \ Q_m), x ∈ R^n.

Izvestno (sm. [16]), qto |∇u_m| = 1 L_n-poqti vs¸du v Q_m i |∇u_m| = 0 na R^n \ Q, |u_m(x^′) − u_m(x^{′′})| 6 |x^′ − x^{′′}| dlØ l¸byh x^′, x^{′′} ∈ R^n. Togda ∫ Q_m w(x)dx 6 ∫ G2 |∇u_m|^pwdx 6 ‖θ^{−1}‖^p ∫ G1 |∇u_m|^pwdx 6 6 ‖θ^{−1}‖^{p ∫} Q_m \(G2\G1) wdx. Pri m → ∞ neravenstvo neverno. Sledovatel~no, L_n(G_2 \G_1) = 0 i l¸baØ funkciØ u ∈ L^1_{p,w}(G_1) prodolßaetsØ do funkcii ~u ∈

L^1_{p,w}(G_) s sohraneniem normy. Po teoreme 9 G_2 \ G_1 – N C_{p,w}-

mnoßestvo v G_2.

Dostatoqnost~. Poskol~ku G_2 \ G_1 – N C_{p,w}-mnoßestvo v G_2, to L_n(G_2 \ G_1) = 0. �to garantiruet suwestvovanie i edinstvennost~ prodolßeniØ kaßdoæ funkcii u ∈ L^1_{p,w} (G_1) do funkcii

~u ∈ L^1_{p,w}(G_2) s sohraneniem normy. Znaqit, operator θ, vve-

dennyæ ranee, osuwestvlØet izomorfizm prostranstv L^1_{p,w}(G_1) i L^1_{p,w}(G_2)

KRITERII NUL^–MNOȷESTV 77

Sledstvie 2. Operator ograniqeniØ θ v opredelenii (p, w)-ffkvi-

valentnyh otkrytyh mnoßestv G_1 i G_2 ØvlØetsØ izometrieæ prostranstv L^1_{p,w}(G_1) i L^1_{p,w}(G_2).

Teorema 11. Mnoßestvo E ØvlØetsØ N Cp,w-kompaktom v R^n to-

gda i tol~ko togda, kogda ono udovletvorØet uslovi¸ ε-obhvata otnositel~no semeæstv X_i prØmyh l^i_a, a ∈ R^{n−1}, parallel~nyh koordinatnoæ osi x_i, i = 1, . . . , n.

Dokazatel~stvo. Neobhodimost~. DlØ uproweniØ rassußdeniæ

poloßim n = 2. Rassmotrim sluqaæ i = 1. Oboznaqim l_a = l^1_a. Voz~mem borelevsku¸ neotricatel~nu¸ lokal~no ograniqennu¸ v R^2 \ E funkci¸ ρw^{1p} ∈ L^p_1(R^2 \ E). Pust~^1_p +^1_q = 1. Rassmotrim te znaqeniØ a, dlØ kotoryh vypolnØ¸tsØ usloviØ:

1) 0 < ∫ l_a w^{1−q}dx_1 < ∞; 2) suwestvuet d da a∫ a0 (∫ l_a w^{1−q}dx_1 )_{1−p} da = (∫ l_a w^{1−q}dx_1 )_{1−p} ; 3) ∫ l_a ρ^pwdx_1 < ∞; 4) suwestvuet d da a∫ a0 (∫ l_a ρ^pwdx_1 ) da = ∫ l_a ρ^pwdx_1; 5) H_1(l_a ∩ E) = 0. V 2) i 4) a, b ∈ Q.

Otmetim, qto ffti usloviØ vypolnØ¸tsØ dlØ poqti vseh a. DlØ 1), 2) ffto sleduet iz formuly (1). DlØ 3) i 4) ffto verno v silu teoremy Fubini, dlØ 5) – po opredeleni¸.

Pust~ a udovletvorØet usloviØm 1) – 5). Rassmotrim sootvetstvu¸wu¸ prØmu¸ l_a. Pokroem l_a ∩ E intervalami A_k = (a_k, b_k),

k = 1, m, gde vse a_k, b_k ∈ Q i ∫ m⋃ k=1 A_k w^{1−q}dx_1 < ε 4 , ∫ m⋃ k=1 A_k ρ^pwdx_1 < ε 4 .

78 I. N. DEMXIN, ı. V. DYMQENKO, V. A. XLYK Fiksiruem k. Pust~ Π_δ – prØmougol~nik, sostavlennyæ iz intervalov A_k prØmyh l_a′ , a 6 a^′ 6 a + δ, δ > 0. Rassmotrim semeæstvo krivyh Γ_k, soedinØ¸wih x_1 = a_k s x_1 = b_k v Π_δ i ne prohodØwih qerez E. Tak kak E – N C_{p,w}-kompakt, to modul~ fftogo semeæstva raven modul¸ vseh krivyh, soedinØ¸wih x_1 = a_k s x_1 = b_k v Π_δ . Iz formuly (16) sleduet, qto

M_{p,w}(Γ_k) ¿ a+δ∫ a (∫ l^k_a w^{1−q}dx_1 )_{1−p} da, (17) gde l^k_a = {x ∈ l_a : a_k < x_1 < b_k}. Pust~ L = inf_{γ∈Γk} ∫ γ ρdx_1. Togda^ρ_L ∧ Γ_k

i pofftomu M_{p,w}(Γ_k) 6 L^{−p} ∫ Π_δ ρ^pwdx. (18) SoedinØØ (17) i (18), poluqim: L^{−p} ∫ Π_δ ρ^pwdx ¿ a+δ∫ a (∫ l^k_a w^{1−q}dx_1 ) da. Pri dostatoqno malyh δ, ispol~zuØ neravenstvo ınga, imeem: L^{−p} (∫ l^k_a ρ^pwdx_1 + ε 8m ) ¿^{(∫} l^k_a w^{1−q}dx_1 + ε 8m )_{1−p} ,

L^p 6 (∫ l^k_a ρ^pwdx_1 + ε 8m )(∫ l^k_a w^{1−q}dx_1 + ε 8m )_{p−1} , L 6^{(∫} l^k_a ρ^pwdx_1 + ε 8m ) 1_p (∫ l^k_a w^{1−q}dx_1 + ε 8m ) 1_q 6 6^1_p^{(∫} l^k_a ρ^pwdx_1 + ε 8m ) + 1 q (∫ l^k_a w^{1−q}dx_1 + ε 8m ) =

= 1 p ∫ A_k + 1 q ∫ A_k w^{1−q}dx_1 + ε 8m .

KRITERII NUL^–MNOȷESTV 79 Po opredeleni¸ infimuma, naædetsØ krivaØ γ^′_k ∈ Γ_k takaØ, qto ∫ γ^′_k ρdx_1 6 L + ε 8m 6^1_p^∫_A k + 1 q ∫ A_k w^{1−q}dx_1 + ε 4 .

V silu lokal~noæ ograniqennosti funkcii ρ i usloviØ L_n(E) = 0, pri dostatoqno malom δ suwestvu¸t krivye γ^1_k, γ^2_k , kotorye soedinØ¸t a_k i b_k s sootvetstvu¸wimi koncami krivoæ γ^′_k i takovy, qto ∫ γ1_k ρdx_1 + ∫ γ2_k ρdx_1 < ε 2 .

Pust~ γ_k ⊂ γ^1_k ∪ γ^′_k ∪ γ^2_k – krivaØ, naqalo i konec kotoroæ leßat na l_a. Togda dlØ ukazannyh krivyh γ_k imeem: ∫ m⋃ k=1 γ_k ρdx_1 6 1 p ∫ m⋃ k=1 A_k + 1 q ∫ m⋃ k=1 A_k w^{1−q}dx_1 + ε 4 + m∑ k=1 (∫ γ1_k ρdx_1 + ∫ γ2_k ρdx_1 ) 6 1 p ε 4 + 1 q ε 4 + ε 4 + ε 2 = ε. Dostatoqnost~. Pust~ ACL_{p,w}(G) – klass funkciæ, absol¸tno nepreryvnyh na poqti vseh prØmyh, parallel~nyh koordinatnym osØm, qastnye proizvodnye kotoryh summiruemy s p-æ stepen~¸ s vesom w v G. Izvestno, qto ACL_{p,w}(G) = L^1_{p,w}(G) i l¸bu¸ funkci¸ f ∈ L^1_{p,w}(G) moßno approksimirovat~ skol~ ugodno toqno gladkimi funkciØmi iz L^1_{p,w}(G) po norme fftogo prostranstva. V sluqae w = 1 sm. [13]. Sledovatel~no, dostatoqno dokazat~, qto l¸bu¸ gladku¸ funkci¸ iz L^1_{p,w}(G \ E) moßno prodolßit~ do funkcii, prinadleßaweæ ACL_{p,w}(Π) dlØ kaßdogo prØmougol~- nika Π, Π ⊂ G. Vvedem vspomogatel~nu¸ funkci¸ u = fφ, gde

φ ∈ C^∞_0 (R^n), φ = 1 v nekotoroæ okrestnosti Π.

Pokaßem, naprimer, qto funkciØ u (znaqit, i funkciØ f) prodolßaetsØ v Π do absol¸tno nepreryvnoæ funkcii na poqti vseh otrezkah l ⊂ Π, parallel~nyh osi x_1.

Pust~ dano η > 0. Rassmotrim otrezok l, vloßennyæ v prØmu¸, na kotoroæ |∇u| summiruema i vypolnØetsØ uslovie ε-obhvata

80 I. N. DEMXIN, ı. V. DYMQENKO, V. A. XLYK dlØ ρ = |∇u|. Ne ograniqivaØ obwnosti, moßno sqitat~, qto koncy l leßat vne E. Pust~ δ takovo, qto v silu summiruemosti |∇u| ∫ A |∇u|dx_1 < η 3 dlØ l¸bogo mnoßestva A ⊂ l, gde L_1(A) < δ. Ustanovim, qto funkci¸ u moßno prodolßit~ do nepreryvnoæ funkcii ~u na l.

Pust~ a ∈ l∩E. Suwestvu¸t a_1, a_2 ∈ l\E takie, qto |a_1−a| < δ/2, |a_2 − a| < δ/2. Vozmem

ε < min ( δ 2 , η 3 , dist (a_1, E), dist (a_2, E) ) . Po uslovi¸, naædutsØ krivye γ_i ⊂ R^n \ E, i = 1, . . . , k i k∑ i=1 ∫ γ_i |∇u|dH_1 < ε i krivaØ

γ^′ ⊂ (R^n \ E) ∩ (^k⋃ i=1 γ_i ∪ {(x_1, . . . , x_n) ∈ l : a_1 6 x_1 6 a_2} ) , soedinØ¸waØ a_1 i a_2. Imeem:

|u(a_1) − u(a_2)| 6 ∫ γ^′ |∇u|dx_1 < η, t.e. suwestvuet predel ~u(a) = lim_{x→ax∈l\E} u(x).

Pokaßem teper~, qto funkciØ ~u absol¸tno nepreryvna na l. Fiksiruem η > 0 i opredelØem δ tak ße kak i v predyduwih rassußdeniØh. Pust~ dana proizvol~naØ koneqnaØ sistema nepereseka¸wihsØ intervalov (a_i, b_i), [a_i, b_i] ⊂ l, i = 1, . . ., k_1, summarnoæ dliny men~xeæ δ. Esli nekotorye a_i, b_i prinadleßat E,

i = 1, 2, . . ., k_1, to vyberem a^′_i, b^′_i ∈ (l \ E), i = 1, . . . , k_1 tak, qtoby |~u(b^′_i) − ~u(b_i)| + |~u(a^′_i) − ~u(a_i)| < ε 3k1 , i = 1, . . ., k_1, a esli a_i (b_i) /∈ E, to poloßim a^′_i = a_i (b^′_i = b_i). ZamenØØ v predyduwih rassußdeniØh a_1, a_2 na a^′_i, b^′_i, sootvetstvenno, i podbiraØ ε i po nemu krivye γ_i iz usloviØ ε-obhvata, imeem: |~u(b_i) − ~u(a_i)| 6 |u(a^′_i) − ~u(a_i)| + |u(b^′_i) − ~u(b_i)| + ∑ i6k ∫ γ_i |∇u|dH_1.

KRITERII NUL^–MNOȷESTV 81 SummiruØ po vsem i, poluqim, qto ~u absol¸tno nepreryvna na l.

Teorema dokazana.

Iz dokazannoæ teoremy vytekaet v kaqestve sledstviØ analog izvestnoæ teoremy Al~forsa i Beærlinga o N ED-mnoßestvah (sm. [1]).

Pust~ dlØ koordinatnogo prØmougol~nika Π ego grani, parallel~nye koordinatnoæ giperploskosti x_i = 0, oboznaqa¸tsØ qerez σ_{0i}, σ_{1i}.

Teorema 12. DlØ togo qtoby mnoßestvo G2 \ G1, Ln(G2 \ G1) = 0

(G_1, G_2 – otkrytye mnoßestva v R^n) bylo N C_{p,w}-mnoßestvom v G_2, neobhodimo i dostatoqno, qtoby dlØ l¸bogo zadannogo ε > 0 i l¸bogo koordinatnogo prØmougol~nika Π, diam Π < ε, vypolnØlos~ ravenstvo C_{p,w}(σ_{0i}, σ_{1i}, Π \ E) = C_{p,w}(σ_{0i}, σ_{1i}, Π) dlØ vseh i = 1, . . ., n i l¸bogo kompakta E ⊂ G_2 \ G_1.

Literatura

1. L. Ahlfors, A. Beurling, Conformal invariants and functions-theoretic null-sets, Acta Math. 83, No. 1–2 (1950), 101–129.

2. J. Väisälä, On the null-sets for extremal distances, Ann. Acad. Sci. Fenn. Ser. A.

I. Math., No. 322 (1962), 1–12.

3. V. V. Aseev, A. V. Syqev, O mnoßestvah, ustranimyh dlØ prostranstvennyh kvazikonformnyh otobraßeniæ, Sib. mat. ßurn. 15, No. 6 (1974), 1213–1227.

4. L. I. Hedberg, Removable sungularities and condenser capacities, Arkiv Math.

12, No. 1 (1974), 181–201.

5. S. K. Vodop~Ønov, V. M. Gol~dxteæn,, Kriteriæ ustranimosti mnoßestv dlØ prostranstv L^1_p, kvazikonformnyh i kvaziizometriqeskih otobraßeniæ, Sib. mat. ßurn. 18, No. 1 (1977), 48–68.

6. V. A. Xlyk, Stroenie kompaktov, poroßda¸wih normal~nye oblasti, i ustranimye osobennosti dlØ prostranstva L^1_p(D), Mat. sb. 181, No. 11 (1990), 1558–1572.

7. V. A. Xlyk, Normal~nye oblasti i ustranimye osobennosti, Izv. RAN.

Ser. mat. 57, No. 4 (1993), 93–117.

8. I. N. Demxin, V. A. Xlyk, Kriterii ustranimyh mnoßestv dlØ vesovyh prostranstv L^1_{p,w}, F D^{p,w} , Dokl. RAN 343, No. 5 (1995), 590–592.

9. V. A. Xlyk, Uslovie ε-obhvata dlØ N-kompaktov, Zap. nauqn. semin.

POMI 196 (1991), 154–161.

10. B. Muchenhoupt, The equivalence of two conditions for weight functions, Studia Math 49 (1974), 101–106.

82 I. N. DEMXIN, ı. V. DYMQENKO, V. A. XLYK

11. V. G. Maz~Ø, Klassy oblasteæ, mer i emkosteæ v teorii prostranstv differenciruemyh funkciæ, V kn: Sovremennye problemy matematiki. Itogi nauki i tehniki 26 (1988), M., 159–228.

12. A. V. Syqev, Moduli i prostranstvennye kvazikonformnye otobraßeniØ, Novosibirsk, 1983.

13. V. M. Gol~dxteæn, ı. G. RexetnØk, Vvedenie v teori¸ funkciæ s obobwennymi proizvodnymi i kvazikonformnye otobraßeniØ, M., 1983.

14. V. A. Xlyk, Emkost~ kondensatora i modul~ semeæstva razdelØ¸wih poverhnosteæ, Zap. nauqn. semin. LOMI 185 (1990), 168–182.

15. S. M. Nikol~skiæ, Priblißenie funkciæ mnogih peremennyh i teoremy vloßeniØ, M., 1977.

16. G. Federer, GeometriqeskaØ teoriØ mery, M., 1987.

Postupilo 25 i¸lØ 2000 g. Institut prikladnoæ matematiki DVO RAN, Vladivostok

E-mail: dymch@nt.pin.dvgu.ru