Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 276, 2001 g.

V. N. Dubinin, E. V. Kost¸qenko

�KSTREMAL^NYE ZADAQI TEORII FUNKCI`, SV˚ZANNYE S n-KRATNO` SIMMETRIE`

Vvedenie

GeometriqeskaØ teoriØ funkciæ kompleksnogo peremennogo bogata proØvleniØmi simmetrii [1, 2]. V dannoæ rabote rassmatrivaetsØ n-kratnaØ simmetriØ, pod kotoroæ ponimaetsØ simmetriØ otnositel~no luqeæ arg z = θ + 2πk/n, k = 1, . . , n. My izuqaem neskol~ko tradicionnyh zadaq teorii funkciæ, v kotoryh ffkstremal~naØ konfiguraciØ obladaet takoæ simmetrieæ. Ukazannye zadaqi ob¨edinØet sposob ih rexeniØ: ffkstremal~- nu¸ problemu my opisyvaem v terminah emkosteæ kondensatorov, kotorye zatem ocenivaem metodami teorii potenciala. Vid simmetrii v kaßdom konkretnom sluqae svØzan s sootvetstvu- ¸weæ simmetrieæ ffkstremal~nogo kondensatora, a poslednØØ – s principom simmetrii dlØ garmoniqeskih funkciæ. V osnovnom my ispol~zuem svoæstva privedennyh moduleæ, simmetrizaci¸ i razdelØ¸wee preobrazovanie [2]. Neobhodimye oboznaqeniØ i svedeniØ o privedennyh modulØh soderßatsØ v zametke [3] (sm. takße [4, 5]).

V §1 dannoæ raboty obsußda¸tsØ dvutoqeqnye teoremy iskaßeniØ, svØzannye s dvukratnoæ simmetrieæ. My naqinaem s prostogo dokazatel~stva teoremy poqti filosofskogo haraktera: simmetriqnaØ funkciØ ØvlØetsØ ffkstremal~noæ v zadaqe s simmetriqnymi usloviØmi (teorema 1.1). NesmotrØ na obwnost~, ukazannaØ teorema soderßit odnu iz luqxih ocenok snizu dlØ moduleæ proizvodnyh odnolistnyh v kruge funkciæ (neravenstvo Fana). Otmeqa¸tsØ i drugie sledstviØ, v qastnosti, dlØ funkciæ, zadannyh v krugovom kol~ce. Obwiæ podhod k takim ocenkam daet izvestnaØ teorema Teæhm¸llera (sr. [6]). Ocenku moduleæ proizvodnyh sverhu my poluqaem iz neravenstva Alenicyna–Nehari, kotoroe moßno traktovat~ kak monotonnost~

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI (grant 99-01- 00443), a takße programmy ”Universitety Rossii” (grant 991282). 83

84 V. N. DUBININ, E. V. KOSTıQENKO privedennogo modulØ. Pri obsußdenii dvutoqeqnyh teorem iskaßeniØ v sovremennoæ literature takoæ podhod ne rassmatrivalsØ. Vmeste s tem, kak bylo otmeqeno nami ranee, monotonnost~ modulØ vleqet mnogie interesnye rezul~taty [4, 5]. V kaqestve primera my privodim zdes~ dvutoqeqnu¸ teoremu iskaßeniØ s uqastiem proizvodnoæ Xvarca. Vo vtorom paragrafe izvestnye rezul~taty RengelØ, Grœtxa i Teæhm¸llera dlØ moduleæ kolec rasprostranØ¸tsØ na sluqaæ kolec s n-kratnoæ simmetrieæ, n ¿ 2. Na fftom puti my usilivaem i obobwaem princip qastiqnoæ simmetrizacii Hff [7] i anonsirovannyæ ranee rezul~tat pervogo avtora [2, s. 42]. Nakonec, v §3 dokazyva¸tsØ teoremy iskaßeniØ dlØ odnolistnyh v kruge libo kol~ce funkciæ, v kotoryh ffkstremal~naØ funkciØ obladaet n-kratnoæ simmetrieæ, n ¿ 2. K nim otnosØtsØ neravenstva snizu i sverhu dlØ modulØ proizvedeniØ proizvodnyh, a takße ocenka takogo proizvedeniØ sverhu s uqetom pokrytiØ radial~nyh otrezkov.

§1. Dvutoqeqnye teoremy iskaßeniØ

Naqnem s prosteæxego sluqaØ n-kratnoæ simmetrii n = 2, ili, qto to ße samoe, n = 1. V sootvetstvii s principom K¸- ri, takim vidom simmetrii oblada¸t ffkstremal~nye funkcii v tak nazyvaemyh dvutoqeqnyh teoremah iskaßeniØ. �tim teoremam poslednee vremØ udelØetsØ znaqitel~noe vnimanie (sm., naprimer, [6, 8–12]). V otliqie ot ukazannoæ literatury, my rassmotrim sperva funkcii, zadannye, voobwe govorØ, v mnogosvØznoæ oblasti. Itak, pust~ G – oblast~ kompleksnoæ sfery

C z, simmetriqnaØ otnositel~no vewestvennoæ osi L i takaØ, qto (C z \ G) ∪ L svØzno. Oboznaqim qerez w = l(z) odnu iz funkciæ,

konformno i odnolistno otobraßa¸wih oblast~ G v sferu C_w tak, qto toqki vewestvennoæ osi i graniqnye toqki perehodØt v toqki na vewestvennoæ osi. Po principu simmetrii Rimana- Xvarca, funkciØ w = l(z) perevodit toqki, simmetriqnye otnositel~no vewestvennoæ osi v toqki, simmetriqnye otnositel~no vewestvennoæ osi, t.e. ona obladaet 2-kratnoæ simmetrieæ.

Teorema 1.1. Esli funkciØ w = f(z) meromorfna i odnolistna

v oblasti G, to dlØ l¸byh razliqnyh toqek a i b, otliqnyh ot

�KSTREMAL^NYE ZADAQI TEORII FUNKCI` 85 pol¸sa f(z) i leßawih na G ∩ L, spravedlivo neravenstvo |f^′(a)f^′(b)| |f(a) − f(b)|^2 ¿ |l^′(a)l^′(b)| |l(a) − l(b)|^2 , (1.1)

a dlØ l¸byh razliqnyh toqek a i b oblasti G, otliqnyh ot pol¸sa i simmetriqnyh otnositel~no vewestvennoæ osi L, vypolnØetsØ neravenstvo v drugu¸ storonu: |f^′(a)f^′(b)| |f(a) − f(b)|^2 6 |l^′(a)l^′(b)| |l(a) − l(b)|^2 . (1.2)

Ravenstvo v (1.1) i (1.2) dostigaetsØ dlØ superpoziciæ vida s ∘ l, gde s – proizvol~nyæ konformnyæ avtomorfizm kompleksnoæ sfery

C w na sebØ.

Dokazatel~stvo. Vyraßenie, stoØwee v levoæ qasti neravenstv

(1.1) i (1.2) ØvlØetsØ horoxo izvestnym drobno-lineænym invariantom. Pofftomu dlØ superpoziciæ s ∘ l deæstvitel~no imeet mesto ravenstvo. Pereædem teper~ k neravenstvu (1.1). V fftom sluqae moßno sqitat~, qto a < b. Pust~ Δx > 0 nastol~ko malo, qto toqki a^′ = a + Δx i b^′ = b + Δx toße prinadleßat oblasti G, a mnoßestvo G^′ = G \ ([−∞, a] ∪ [a^′, b] ∪ [b^′, +∞]) predstavlØet soboæ dvusvØznu¸ oblast~. Vvedem oboznaqenie ~f (z) = f(a) − f(a^′) f(a^′) − f(b) · f(z) − f(b) f(z) − f(a) , i pust~ ( ~f (G^′))^∗ est~ rezul~tat krugovoæ simmetrizacii oblasti

~f (G′) otnositel~no otricatel~noæ poluosi [13, s. 206]. Dopolni-

tel~nye kontinuumy v opredelenii simmetrizacii vyberem tak, qtoby oblast~ ( ~f (G^′))^∗ prinadleßala kol~cu

G(f)^{def}= C_w \ {[−1, 0] ∪ [| ~f(b^′)|, +∞]}.

Iz konformnoæ invariantnosti modulØ dvusvØznoæ oblasti i principa simmetrizacii [13, s. 211] sleduet

mod G^′ = mod ~f (G^′) 6 mod( ~f (G^′))^∗ 6 mod G(f).

ZamenØØ funkci¸ f(z) na l(z), imeem

mod G^′ = mod G(l).

86 V. N. DUBININ, E. V. KOSTıQENKO Ots¸da | ~f (b^′)| ¿ |~g(b^′)|. DelØ obe qasti fftogo neravenstva na (Δx)^2 i perehodØ k predelu pri Δx → 0, poluqim (1.1).

DlØ dokazatel~stva neravenstva (1.2) sravnim privedennye moduli pri otobraßeniØh w = f(z) i w = l(z). Poloßim Z = {a, b}, Δ = {+1, −1}, Ψ = {r, r}, W = {f(a), f(b)}. Iz svoæstv privedennyh moduleæ [4, 5] sleduet M (G, Z, Δ, Ψ) + 1 8π log |f^′(a)f^′(b)| =

= M (f(G), W, Δ, Ψ) 6 M (C_w, W, Δ, Ψ) = 1 8π log |f(a) − f(b)|^2. DlØ funkcii w = l(z) v dannoæ cepoqke imeet mesto ravenstvo ([5, teorema 3]). Qto i trebovalos~ dokazat~.

Rassmotrim qastnyæ sluqaæ neravenstva (1.1), kogda oblast~ G est~ krug U^{def}= {z : |z| < 1}. Pust~ M – klass funkciæ

w = f(z), meromorfnyh i odnolistnyh v kruge U . Otmetim,

qto funkciØ klassa M moßet imet~ v U odin i tol~ko odin pol¸s pervogo porØdka. V roli ffkstremal~noæ funkcii fftogo klassa budet vystupat~ funkciØ Kebe k(z) = z/(1 + z)^2. Oboznaqim qerez d(z_1, z_2) = arth |(z_1 − z_2)/(1 − z_1z_2)| giperboliqeskoe rasstoØnie meßdu razliqnymi toqkami z_1 i z_2 kruga U , a qerez

ζ = ζ(z) = (ze^{iθ} + z_1)/(1 + ze^{iθ}z_1) – drobno-lineænoe otobraßenie

kruga U na sebØ, kotoroe pri podhodØwem vewestvennom θ perevodit toqki 0 i th d(z_1, z_2) sootvetstvenno v toqki z_1 i z_2. PrimenØØ neravenstvo (1.1) k funkciØm f(ζ(z)), l(z) ≡ k(z), f(z) ∈ M i toqkam 0, th d(z_1, z_2), f(z_k ) ≠ ∞, k = 1, 2, poluqim

|f(z_1) − f(z_2 )| 6^1_2 sh(2d(z_1, z_2)) √ |f^′(z_1)f^′(z_2)|(1 − |z_1|^2)(1 − |z_2|^2).

Dannoe neravenstvo ffkvivalentno neravenstvu Fana [14], kotoroe, v svo¸ oqered~, vytekaet iz horoxo izvestnyh teorem dlØ odnolistnyh normirovannyh v kruge funkciæ (sm. takße [9, 11, 12]). Iz drugih konformnyh variantov klassiqeskih teorem iskaßeniØ otmetim variant teoremy Kebe [8, s. 144], teoremy Grunskogo [9, s. 223] i Gronuolla [9, s. 225]. Vmeste s tem, v

�KSTREMAL^NYE ZADAQI TEORII FUNKCI` 87 sovremennyh rabotah poluqeny novye dvutoqeqnye teoremy iskaßeniØ dlØ odnolistnyh v kruge funkciæ [8–12]. Dokazatel~- stva fftih rezul~tatov ispol~zu¸t bolee tonkie metody. V qastnosti, v rabotah Kim, Ma i Mindy [8, 12] primenØetsØ podhod Blffttera [15], a takße ocenki xvarciana i naqal~nyh kofffficientov v klasse odnolistnyh normirovannyh funkciæ. Odnako ffti metody neprimenimy, naprimer, dlØ funkciæ, zadannyh v kol~ce. ȷelaØ privesti bolee obwiæ rezul~tat, my rassmotrim zdes~ utverßdenie, soderßawee neravenstvo (1.1) i mnogie drugie teoremy iskaßeniØ v sluqae, kogda G est~ krugovoe kol~co K = {z : 1 < |z| < R}, 1 < R < ∞. Oboznaqim qerez M(R) klass funkciæ w = f(z), meromorfnyh i odnolistnyh v kol~ce K, dlØ kotoryh mnoßestvo f(K) znaqeniæ f(z) v K leßit v oblasti |w| > 1 i kotorye otobraßa¸t okrußnost~ |z| = 1 v okrußnost~ |w| = 1. �kstremal~naØ funkciØ Grœtxa h(z) ≡ h(z; R) konformno i odnolistno otobraßaet kol~co K na vnexnost~ ediniqnogo kruga s razrezom w ¿ P ,

P = h(R; R). Netrudno ubedit~sØ, qto

h(z; R) = τ sn^2 (( i π log zR + 1 ) K(τ^′ )/K(τ )^),

gde τ = τ (R) = 1/P – rexenie uravneniØ log R = π2 K(τ^′ )/K(τ ),

K(τ ) – polnyæ fflliptiqeskiæ integral pervogo roda s modulem

τ , τ^′ = √ 1 − τ^2, sn(u; τ ) – fflliptiqeskaØ funkciØ ˚kobi. Obo-

znaqim takße qerez [a, b, c, d] angarmoniqeskoe otnoxenie qetyreh toqek m(a), m(b), m(c) i m(d) na kompleksnoæ sfere, gde m(w) = w + 1/w. Utverßdenie 1.2. Pust~ funkciØ w = f(z) prinadleßit klassu

M(R), i pust~ r1, r2, r3, r4 – vewestvennye toqki kol~ca K, udo-

vletvorØ¸wie neravenstvam −R 6 r_1 < r_2 6 −1 i 1 6 r_3 < r_4 6 R. Pust~ w_2, w_3 – proizvol~nye razliqnye toqki na mnoßestve f([r_2, r_3] \ U ), a w_1 i w_4 – razliqnye toqki na drugoæ komponente dopolneniØ obraza kol~cevoæ oblasti K \ {[−R, r_1] ∪ [r_2, r_3] ∪ [r_4, R]} pri otobraßenii w = f(z). Togda spravedlivy neravenstva | |[w_3, w_1, w_2, w_4] | | 6 −[h(r3), h(r1), h(r2), h(r4)], | |[w_3, w_2, w_1, w_4] | | 6 [h(r3), h(r2), h(r1), h(r4)],

88 V. N. DUBININ, E. V. KOSTıQENKO

Ravenstvo v kaßdom iz privedennyh sootnoxeniæ imeet mesto tol~ko dlØ superpozicii funkcii h(z) i drobno-lineænogo avtomorfizma vnexnosti kruga |w| > 1 na sebØ i dlØ toqek w_k, ØvlØ¸- wihsØ obrazami toqek r_k ili r_{5−k}, k = 1, 2, 3, 4, sootvetstvenno.

Dokazatel~stvo fftogo utverßdeniØ v ideænom plane sovpadaet s dokazatel~stvom teoremy 1.1 i poqti doslovno sovpadaet s sootvetstvu¸wim dokazatel~stvom v zametke [6], primenennym k funkcii m(f(z)). VybiraØ proizvol~nym obrazom toqki r_k, moßno poluqit~ rØd dvutoqeqnyh teorem pokrytiØ dlØ funkciæ klassa M(R). V qastnosti, pri r_2 = r_1 + Δr, r_4 = r_3 + Δr i

Δr → 0, poluqim analog neravenstva Fana, t.e. neravenstvo (1.1)

dlØ krugovogo kol~ca, gde f(z) neobhodimo zamenit~ na m(f(z)), a

l(z) = m(h(z)), f(z) ∈ M(R). My ne privodim zdes~ ffto i drugie

neravenstva, tak kak oni vpolne analogiqny sootvetstvu¸wim neravenstvam dlØ funkciæ klassa M i ego podklassov, qto byli rassmotreny nami podrobno v rabote [6].

Pereædem teper~ k analizu neravenstva (1.2). Pust~ G = U ,

f ∈ M i z1, z2 – proizvol~nye razliqnye toqki kruga U , otliq-

nye ot pol¸sa funkcii f(z). Oboznaqim qerez ζ = ζ(z) drobnolineænoe otobraßenii kruga U na sebØ, perevodØwee simmetriqnye toqki ±ic, c > 0, v toqki z_1 i z_2. Oqevidno, 2c/(1 + c^2) =

th d(z_1, z_2). ZapisyvaØ neravenstvo (1.2) dlØ funkciæ f(ζ(z)) i l(z) ≡ k(z), posle nesloßnyh vyqisleniæ poluqim

|f(z_1) − f(z_2 )| ¿ th d(z_1, z_2) √ |f^′(z_1)f^′(z_2)|(1 − |z_1|^2)(1 − |z_2|^2). (1.3)

Neravenstvo (1.3) otliqno ot rezul~tatov v [8–12] i v literature, po-vidimomu, ne vstreqalos~, hotØ specialistam ponØtno, kak ego moßno poluqit~ iz izvestnoæ teoremy Lavrent~eva o nenalega¸wih oblastØh.

Privedennye teoremy moßno rassmatrivat~ kak ocenki vyraßeniØ f^′(z_1)f^′(z_2)/(f(z_1 ) − f(z_2))^2, ØvlØ¸wegosØ invariantom otnositel~no mebiusovyh avtomorfizmov sfery. Dopolnim seæqas ffti ocenki s privleqeniem drugogo izvestnogo invarianta – proizvodnoæ Xvarca: S_f (z) = f^{′′′}(z)/f^′(z) − (3/2)(f^{′′}(z)/f^′(z))^2.

Teorema 1.3. Esli funkciØ f(z) prinadleßit klassu M i f(±r) ≠

∞, to ime¸t mesto neravenstva | | | |S^f (r) + S^f (−r) − 12 f^′(r)f^′(−r) (f(r) − f(−r))^2 + 3 r^2 | | | | 6^{48r2}_{(1 − r4)2} , (1.4)

�KSTREMAL^NYE ZADAQI TEORII FUNKCI` 89 | | | |S^f (r) + S^f (−r) + 12 (1 + r^2)^2 | | | |− −12 Re { f^′(r)f^′(−r) (f(r) − f(−r))^2 } 6^{3(6r2 − r4 − 1)}

r^2(1 − r^2)^2

. (1.5)

Ravenstvo v (1.4) i (1.5) dostigaetsØ dlØ superpozicii funkcii Kebe i proizvol~nogo drobno-lineænogo avtomorfizma sfery.

Dokazatel~stvo. Pri dostatoqno malom ρ > 0 poloßim z_1 = r + ρe^{iφ}, z_2 = r − ρe^{iφ}, z_3 = −r + ρe^{iθ}, z_4 = −r − ρe^{iθ}, W = {f(z_1 ), f(z_2), f(z_3), f(z_4 )}, Δ = {1, −1, 1, −1}, Ψ = {r, r, r, r}. Iz monotonnosti privedennogo modulØ sleduet M (f(U ), W, Δ, Ψ) 6 M (C_w, W, Δ, Ψ). PerepisyvaØ levu¸ qast~ neravenstva v terminah vnutrennih radiusov i funkciæ Grina [4, s. 59], a takße vospol~zovavxis~ formuloæ dlØ privedennogo modulØ kompleksnoæ sfery [5], poluqim_n ∑ k=1 n∑ l=1 (−1)^{k+l}h(z_k, z_l) 6 0, (1.6) gde h(z_k, z_l) = log | | | |(1 − z^kz^l) f(z_k ) − f(z_l ) z_k − z_l | | | |, k ≠ l, h(z_k, z_k) = log |(1 − |z_k|^2)f^′(z_k)|. UqityvaØ razloßeniØ funkcii f

v okrestnostØh toqek r i −r: f(z) = ∞∑ k=0 a_k(z − r)^k i f(z) = ∞∑ k=0 b_k(z + r)^k,

nahodim

h(z_1, z_1) = log |a_1(1 − r^2)| + Re { ρ [ 2a_2e^{iφ} a_1 − r(e^{iφ} + e^{−iφ}) 1 − r^2 ] +

+ρ^2 [ 3a_3e^{2iφ}

a_1 − 2a^2e^{2iφ} a^2_1 − 1 1 − r^2 − r^2 2 ( e^{iφ} + e^{−iφ} 1 − r^2 )_2 ]} + o(ρ^2 ),

h(z_2, z_2) = log |a_1(1 − r^2)| + Re { ρ [ − 2a_2e^{iφ} a_1 + r(e^{iφ} + e^{−iφ}) 1 − r^2 ] +

90 V. N. DUBININ, E. V. KOSTıQENKO

+ρ^2 [ 3a_3e^{2iφ}

a_1 − 2a^2e^{2iφ} a^2_1 − 1 1 − r^2 − r^2 2 ( e^{iφ} + e^{−iφ} 1 − r^2 )_2 ]} + o(ρ^2 ),

h(z_3, z_3) = log |b_1(1 − r^2)| + Re { ρ [ 2b_2e^{iθ} b_1 + r(e^{iθ} + e^{−iθ}) 1 − r^2 ] +

+ρ^2 [ 3b_3e^{2iθ}

b_1 − 2b^2e^{2iθ} b^2_1 − 1 1 − r^2 − r^2 2 ( e^{iθ} + e^{−iθ} 1 − r^2 )_2 ]} + o(ρ^2),

h(z_4, z_4) = log |b_1(1 − r^2)| + Re { ρ [ − 2b_2e^{iθ} b_1 − r(e^{iθ} + e^{−iθ}) 1 − r^2 ] +

+ρ^2 [ 3b_3e^{2iθ}

b_1 − 2b^2e^{2iθ} b^2_1 − 1 1 − r^2 − r^2 2 ( e^{iθ} + e^{−iθ} 1 − r^2 )_2 ]} + o(ρ^2),

h(z_1, z_2) = log |a_1(1 − r^2)| + Re { −ρr e^{iφ} − e^{−iφ} 1 − r^2

+ ρ^2 [ 1 1 − r^2 +

+ a_3e^{2iφ} a_1 − r^2 2 ( e^{iφ} − e^{−iφ} 1 − r^2 )_2 ]} + o(ρ^2),

h(z_3, z_4) = log |b_1(1 − r^2)| + Re { ρr e^{iθ} − e^{−iθ} 1 − r^2

+ ρ^2 [ 1 1 − r^2 +

+ b_3e^{2iθ} b_1 − r^2 2 ( e^{iθ} − e^{−iθ} 1 − r^2 )_2]} + o(ρ^2 ),

h(z_1, z_3) = log

(1 + r^2)|a_0 − b_0| 2r + Re { ρ [ a_1e^{iφ} − b_1e^{iθ} a_0 − b_0 − e^{iφ} − e^{iθ} 2r +

+ r(e^{iφ} − e^{−iθ}) 1 + r^2 ] + ρ^2 [ a_2e^{2iφ} − b_2e^{2iθ} a_0 − b_0 + (e^{iφ} − e^{iθ})^2 8r^2 −

− 1 2 ( a_1e^{iφ} − b_1e^{iθ} a_0 − b_0

)_2 − r^2 2 ( e^{iφ} − e^{−iθ} 1 + r^2

)_2 − e^{i(φ−θ)} 1 + r^2 ]} + o(ρ^2 ),

h(z_1, z_4) = log

(1 + r^2)|a_0 − b_0| 2r + Re { ρ [ a_1e^{iφ} + b_1e^{iθ} a_0 − b_0 − e^{iφ} + e^{iθ} 2r +

+ r(e^{iφ} + e^{−iθ}) 1 + r^2 ] + ρ^2 [ a_2e^{2iφ} − b_2e^{2iθ} a_0 − b_0 + (e^{iφ} + e^{iθ})^2 8r^2 −

�KSTREMAL^NYE ZADAQI TEORII FUNKCI` 91 − 1 2 ( a_1e^{iφ} + b_1e^{iθ}

a_0 − b_0

)_2 − r^2 2 ( e^{iφ} + e^{−iθ} 1 + r^2

)_2 + e^{i(φ−θ)} 1 + r^2 ]} + o(ρ^2 ),

h(z_2, z_3) = log

(1 + r^2)|a_0 − b_0| 2r + Re { ρ [ − a_1e^{iφ}+b_1e^{iθ} a_0 − b_0 + e^{iφ}+e^{iθ} 2r −

− r(e^{iφ} + e^{−iθ}) 1 + r^2 ] + ρ^2 [ a_2e^{2iφ} − b_2e^{2iθ} a_0 − b_0 + (e^{iφ} + e^{iθ})^2 8r^2 −

− 1 2 ( a_1e^{iφ} + b_1e^{iθ}

a_0 − b_0

)_2 − r^2 2 ( e^{iφ} + e^{−iθ} 1 + r^2

)_2 + e^{i(φ−θ)} 1 + r^2 ]} + o(ρ^2 ),

h(z_2, z_4) = log

(1 + r^2)|a_0 − b_0| 2r + Re { ρ [ −a_1e^{iφ}+b_1e^{iθ} a_0 − b_0 + e^{iφ}−e^{iθ} 2r −

− r(e^{iφ} − e^{−iθ}) 1 + r^2 ] + ρ^2 [ a_2e^{2iφ} − b_2e^{2iθ} a_0 − b_0 + (e^{iφ} − e^{iθ})^2 8r^2 −

− 1 2 ( −a_1e^{iφ} + b_1e^{iθ}

a_0 − b_0

)_2 − r^2 2 ( e^{iφ} − e^{−iθ} 1 + r^2

)_2 − e^{i(φ−θ)} 1 + r^2 ]} + o(ρ^2 ).

V predele pri ρ → 0 neravenstvo (1.6) prinimaet vid Re { 2e^{i(φ+θ)} a_1b_1 (a_0 − b_0)^2 + e^{2iφ} a_3a_1 − a^2 a^2_1 +

+e^{2iθ} b_3b_1 − b^2 b^2_1 − − e^{i(φ+θ)} 2r^2 − 2e^{i(φ−θ)} (1 + r^2)^2 } 6^2_{(1 − r2)2} .

PolagaØ teper~ φ = θ + π, v silu proizvol~nosti θ, poluqim (1.4), a zatem pri φ = −θ + π – (1.5). Teorema dokazana.

Teoremu 1.3, po-vidimomu, moßno poluqit~ iz neravenstva (13) raboty [17] dlØ dvuh odnolistnyh v kruge funkciæ bez obwih znaqeniæ. Zametim takße, qto neravenstvo 1.6 voshodit k rabotam Nehari i ı. E. Alenicyna. Horoxo izvestny ves~ma obwie teoremy iskaßeniØ dlØ funkciæ v mnogosvØznyh oblastØh, poluqennye fftimi avtorami (sm., naprimer, [16, 17]). Ukazannye rezul~taty soderßat svobodnye parametry, vybor kotoryh privodit k interesnym qastnym sluqaØm i sledstviØm. Qast~ takih sledstviæ poluqaetsØ takße iz monotonnosti privedennogo modulØ ([5, teoremy 10 i 11]).

92 V. N. DUBININ, E. V. KOSTıQENKO Kak i v sluqae neravenstva (1.1), neravenstvo (1.2) daet toqnu¸ ocenku moduleæ proizvodnyh v klasse M(R). Dostatoqno primenit~ ego k funkciØm m(f(z)) i m(h(z)). V dopolnenie k fftomu rezul~tatu privedem ocenku sverhu dlØ proizvol~nyh toqek a i b kol~ca K, ne obØzatel~no simmetriqnyh. Pust~ g(z, ζ) – funkciØ Grina kol~ca K. Vyraßenie g(z, ζ) qerez teta-funkcii dano, naprimer, v [18, s. 232].

Teorema 1.4. DlØ l¸boæ funkcii w = f(z) klassa M(R) i dlØ l¸-

byh toqek a, b ∈ K, otliqnyh ot pol¸sa f(z), spravedlivo neravenstvo |f^′(a)f^′(b)||1 − f(a)f(b)|^2 |f(a) − f(b)|^2(|f(a)|^2 − 1)(|f(b)|^2 − 1) 6 exp(2g(a, b)) r(K, a)r(K, b) . Dokazatel~stvo. Pust~ Z, Δ, Ψ i W takie ße, kak i pri doka-

zatel~stve neravenstva (1.2), i pust~ D = {w : |w| > 1}. V silu monotonnosti privedennogo modulØ, imeem M (K, Z, Δ, Ψ) + 1 8π log |f^′(a)f^′(b)| = = M (f(K), W, Δ, Ψ) 6 M (D, W, Δ, Ψ) =

= 1 8π { log [ (|f(a)|^2−1)(|f(b)|^2−1) ] − 2 log | | | | | 1 − f(a)f(b)| f(a) − f(b) | | | | | } . Ostalos~ zametit~, qto M (K, Z, Δ, Ψ) = 1 8π { log r(K, a)r(K, b) − 2g(a, b) } . Teorema dokazana.

V zakl¸qenie otmetim, qto v teorii funkciæ izvestno nemalo rezul~tatov, kotorye takße moßno traktovat~ kak dvutoqeqnye teoremy iskaßeniØ. Naprimer, ocenki vnutrennego radiusa, poluqennye E. G. Emel~Ønovym [19], ili teoremy iskaßeniØ, uqityva¸wie geometri¸ obraza [3, 20]. Drugie tipy zadaq s dvukratno simmetriqnoæ ffkstremal~noæ konfiguracieæ rassmotreny takße v sledu¸wem paragrafe.

�KSTREMAL^NYE ZADAQI TEORII FUNKCI` 93

§2. Neravenstva dlØ moduleæ kolec

Pod kol~com ponimaetsØ proizvol~naØ dvusvØznaØ oblast~ G kompleksnoæ sfery C_z . Oboznaqim qerez mod G modul~ kol~ca G otnositel~no semeæstva krivyh, razdelØ¸wih ego graniqnye komponenty, i pust~ E_0 i E_1 – komponenty dopolneniØ kol~ca G. My sopostavlØem kol~cu G kondensator (E_0, E_1) [2]. Izvestno, qto mod G = mod(E_0, E_1)^{def}= (cap(E_0, E_1))^{−1}, gde cap(E_0, E_1) – emkost~ kondensatora (E_0, E_1). Sredi oblasteæ kanoniqeskogo vida naibolee qasto vstreqa¸tsØ krugovye kol~ca, kol~ca Grœtxa i Teæhm¸llera. Poslednie dva poluqa¸tsØ dvißeniØmi v ploskosti C_z iz oblasteæ G(P ) = {z : |z| > 1} \ [−∞, −P ], P > 1, i

T(P ) = C z \ ([−∞, −P ] ∪ [0, 1]), P > 0, sootvetstvenno.

Horoxo izvestny sledu¸wie utverßdeniØ (sm., naprimer, [21–22]).

Lemma (Rengel~). Iz vseh kolec G, otdelØ¸wih toqki 0 i ∞, i

ime¸wih fiksirovannu¸ koneqnu¸ plowad~ v logarifmiqeskoæ metrike (2π|z|)^{−1}|dz|, maksimal~nyæ modul~ ime¸t tol~ko kol~ca, ograniqennye koncentriqeskimi okrußnostØmi s centrom v naqale koordinat.

Lemma (Grœtx). Sredi vseh kolec, odna komponenta dopolneniØ

kotoryh soderßit ediniqnyæ krug, a drugaØ – toqki −P i ∞, kol~-

co G(P ), i tol~ko ono, obladaet maksimal~nym modulem. Lemma (Teæhm¸ller). Sredi vseh kolec, otdelØ¸wih paru to-

qek {0, 1} ot pary {−∞, −P }, kol~co T(P ), i tol~ko ono, imeet naibol~xiæ modul~.

Nam ponadobØtsØ analogi fftih lemm, no uße dlØ proizvol~- nyh kondensatorov (E_0, E_1), pole kotoryh G = C_z \ (E_0 ∪ E_1) ne obØzatel~no ØvlØetsØ kol~com. Vs¸du niße prinØto oboznaqenie

D_k = { z = re^{iθ} : 0 < r < ∞, | |θ − 2πk/n | | < π/n}, k = 1, . . , n, n ¿ 1. V qastnosti, pri n = 1, D_1 = C_z. Budem govorit~, qto svØznaØ komponenta G^′ mnoßestva G ∩ D_k, 1 6 k 6 n, n ¿ 1, otdelØet toqki 0 i ∞ v D_k, esli dopolnenie D_k \ G^′ moßno razbit~ na dva nepereseka¸wihsØ zamknutyh mnoßestva E i F , odno iz kotoryh soderßit toqku 0, drugoe – ∞, priqem E∩∂G^′ ⊂ E_0 i F ∩∂G^′ ⊂ E_1. V terminah kondensatorov i bez utverßdeniØ o ravenstve analog lemmy RengelØ formuliruetsØ sledu¸wim obrazom.

94 V. N. DUBININ, E. V. KOSTıQENKO

Lemma 2.1. Esli suwestvuet svØznaØ komponenta polØ konden-

satora (E_0, E_1), otdelØ¸waØ toqki 0 i ∞ v C_z, i plowad~ fftoæ komponenty v logarifmiqeskoæ metrike ne prevoshodit nekotoroæ veliqiny S, 0 < S < ∞, to

mod(E_0, E_1) 6 mod{z : r < |z| < R}, (2.1)

gde r i R – l¸bye vewestvennye qisla, udovletvorØ¸wie uslovi¸ S = (1/2π) log(R/r).

Dokazatel~stvo fftogo utverßdeniØ legko poluqit~ iz principa usrednØ¸weæ simmetrizacii Markusa [23].

Pereædem teper~ k obobweni¸ lemm Grœtxa i Teæhm¸llera. Vs¸du niße t oznaqaet kompleksnyæ parametr, Re t > 0;

w = d_t(z) = (z − t)/(z + t) – drobno-lineænaØ funkciØ, d^{−1}_t (w)

– funkciØ, obratnaØ k w = d_t(z). DlØ proizvol~nyh kompleksnyh qisel a, b i vewestvennyh r i R, udovletvorØ¸wih usloviØm: Re a > 0, Re b > 0, a ≠ b, r < |b| 6 R, r 6 |a| < R,

0 6 r < R 6 ∞, oboznaqim qerez G(t, r, a, b, R) dvusvØznu¸ oblast~ {z : r^′ < |z| < R^′, z ∉ [−a^′, a^′] ∪ [−R, −b^′] ∪ [b^′, R]}, gde vewe- stvennye qisla a^′, b^′, r^′ i R^′ opredelØ¸tsØ sledu¸wimi sootnoxeniØmi: d_{|t|}(a^′) = −|d_t(a)|, d_{|t|}(b^′) = |d_t(b)|, r^′ = |d^{−1}_{|t|} (−e^{iθ})|,

R^′ = |d^{−1}_{|t|} (e^{i(π−φ)})|, θ – ugol, pod kotorym iz toqki t viden ot-

rezok [−ir, ir], a φ – ugol, pod kotorym iz toæ ße toqki viden otrezok [−iR, iR]. Zametim, qto v sluqae poloßitel~nyh t vypolnØetsØ r^′ = r i R^′ = R, a esli dopolnitel~no a i b – poloßitel~nye, priqem a 6 t 6 b, to G(t, r, a, b, R) = {z : r < |z| < R, z ∉ [−a, a] ∪ [−R, −b] ∪ [b, R]}. V fftom sluqae pri a = r, R = ∞ libo pri r = 0, b = R oblast~ G(t, r, a, b, R) ØvlØetsØ konformnym variantom kol~ca Grœtxa G(P ), a pri r = 0, R = ∞ – kol~ca Teæhm¸llera T(P ).

Budem govorit~, qto proizvol~noe mnoßestvo E soedinØet toqku a s mnoßestvom F , esli suwestvuet svØznaØ komponenta mnoßestva E, soderßawaØ toqku a i nekotoru¸ toqku b ∈ F .

Lemma 2.2. Pust~ a, b, r i R takie ße, kak i vyxe, i pust~ kon-

densator (E_0, E_1) udovletvorØet sledu¸wim usloviØm: plastina E_0 soderßit krug |z| < r i soedinØet toqku a s toqkoæ −a, a plastina E_1 soderßit mnoßestvo |z| > R i soedinØet toqki b i −b. Togda dlØ l¸bogo t, Re t > 0, spravedlivo neravenstvo

mod(E_0, E_1) 6 mod G(t, r, a, b, R). (2.2)

�KSTREMAL^NYE ZADAQI TEORII FUNKCI` 95

Esli, dopolnitel~no, pole G kondensatora (E_0, E_1), ØvlØetsØ kol~com, to ravenstvo v (2.2) dostigaetsØ tol~ko pri sovpadenii G s kol~com G(t, r, a, b, R), s toqnost~¸, byt~ moßet, do sdviga vdol~ mnimoæ osi.

Dokazatel~stvo. Oboznaqim qerez (E^1_0 , E^1_1 ) obraz kondensatora

(E_0, E_1) pri otobraßenii w = d_t(z). Plastina E^1_0 soderßit mno-

ßestvo K_0 = d_t({z : |z| < r}) i soedinØet toqku d_t(a) s toqkoæ, simmetriqnoæ eæ otnositel~no okrußnosti |w| = 1, a plastina

E^1_1 soderßit K_1 = d_t({z : |z| > R}) i soedinØet toqku d_t(b) s toq-

koæ, simmetriqnoæ eæ otnositel~no toæ ße okrußnosti.Ugly, pod kotorymi iz toqki w = 0 vidny dugi K_0 ∩ {w : |w| = 1} i

K_1 ∩ {w : |w| = 1}, oboznaqim qerez θ^′ i φ^′, sootvetstvenno. Pri-

menim teper~ k kondensatoru (E^1_0 , E^1_1 ) krugovu¸ simmetrizaci¸ otnositel~no otricatel~noæ vewestvennoæ poluosi [2]. Imeem

cap(E_0, E_1) = cap(E^1_0 , E^1_1 ) ¿ cap Cr (E^1_0 , E^1_1 ).

Plastina E^2_0 poluqennogo kondensatora (E^2_0 , E^2_1 ) := Cr (E^1_0 , E^1_1 ) soedinØet toqku −|d_t(a)| s simmetriqnoæ eæ toqkoæ otnositel~- no |w| = 1, a plastina E^2_1 – toqku |d_t(b)| takße s simmetriqnoæ eæ toqkoæ otnositel~no |w| = 1. GarmoniqeskaØ mera dugi

K_0 ∩{w : |w| = 1} otnositel~no kruga |w| < 1, vyqislennaØ v toqke w = 0, ravna θ^′/2π i, v svo¸ oqered~, sovpadaet s garmoniqeskoæ

meroæ otrezka [−ir, ir] otnositel~no poluploskosti Re z > 0, vyqislennoæ v toqke z = t (sm., naprimer, [24]). PoslednØØ ravna θ/π i, znaqit, θ^′/2 = θ. Analogiqno, φ^′/2 = π − φ. Pri krugovoæ simmetrizacii centry graniqnyh okrußnosteæ mnoßestv K_0 i

K_1 perexli na vewestvennu¸ os~, priqem ugly, pod kotorymi

iz toqki w = 0 vidny dugi, poluqennye v rezul~tate simmetrizacii iz K_0 ∩ {w : |w| = 1} i K_1 ∩ {w : |w| = 1}, po-preßnemu ravny θ^′ i φ^′. VozvrawaØs~ k ploskosti z = d^{−1}_{|t|} (w), nahodim, qto proobraz kondensatora (E^2_0 , E^2_1 ) soderßit iskomyæ kondensator s polem G(t, r, a, b, R). Po svoæstvu monotonnosti emkosti, poluqaem neravenstvo (2.2).

Predpoloßim teper~, qto v (2.2) imeet mesto ravenstvo. Togda iz rezul~tata Dßenkinsa o ravenstve pri krugovoæ simmetrizacii [13] sleduet, qto toqki a, −a, b, −b i t dolßny leßat~ na odnoæ prØmoæ, a esli r > 0 ili R < ∞ – to na vewestvennoæ osi. Pri fftom kol~co G obØzano sovpadat~ s kol~com G(t, r, a, b, R) s

96 V. N. DUBININ, E. V. KOSTıQENKO toqnost~¸, byt~ moßet, do sdviga vdol~ mnimoæ osi. Lemma dokazana.

Netrudno videt~, qto pri podhodØwih parametrah lemma 2.2 soderßit lemmy Grœtxa i Teæhm¸llera. Rassmotrim teper~ obobweniØ drugogo roda (sr. [7]).

Pri l¸byh R, r i b, udovletvorØ¸wih usloviØm: 0 < r < |b| 6

R 6 ∞, Re b > 0, opredelim dvusvØznu¸ oblast~ H_1(r, b, R) = {z : r < |z| < R, z ∉ [−R, −b^′] ∪ [b^′, R]}, gde b^′ = d^{−1}_r (|d_r(b)|). Analogiqno, pri l¸byh r, R i a takih, qto

0 6 r 6 |a| < R < ∞, Re a > 0, postroim kol~co H2(r, a, R) = {z : r < |z| < R, z ∉ [−a^′, a^′]}, gde a^′ = d^{−1}_r (−|d_r(a)|). Lemma 2.3. Pust~ 0 < r < |b| 6 R 6 ∞, Re b > 0. Esli dopol-

nenie k plastine E_0 kondensatora (E_0, E_1) ne soderßit toqek z_1, z_2, svØzannyh ravenstvom z_1z_2 = r^2, a plastina E_1 soderßit mnoßestvo |z| > R i soedinØet toqki b i −b, to spravedlivo neravenstvo mod(E_0, E_1) 6 mod H_1(r, b, R). (2.3)

Esli, dopolnitel~no, pole G kondensatora (E_0, E_1), ØvlØetsØ kol~com, to ravenstvo v (2.3) dostigaetsØ tol~ko pri sovpadenii G s H_1(r, b, R).

Dokazatel~stvo. Oboznaqim qerez (E^1_0 , E^1_1 ) obraz kondensatora

(E_0, E_1) pri otobraßenii w = d_r(z). Mnoßestvo C_w \ E^1_0 ne soder-

ßit toqek w_1, w_2, svØzannyh ravenstvom w_1 = −w_2. Deæstvitel~- no, iz ravenstva d_r(z_1) = −d_r (z_2) pri nekotoryh z_1, z_2 ∈ C_z \ E_0 fflementarno vytekaet, qto z_1z_2 = r^2, a takie toqki ne soderßatsØ v C_z \ E_0 po uslovi¸. PrimenØØ dalee krugovu¸ simmetrizaci¸ otnositel~no otricatel~noæ vewestvennoæ poluosi, nahodim, qto plastina E^2_0 kondensatora (E^2_0 , E^2_1 ) := Cr (E^1_0 , E^1_1 ) soderßit poluploskost~ Re w < 0, a plastina E^2_1 soedinØet toqki |d_r(b)| i −1/|d_r(b)| i soderßit mnoßestvo d_r({z : |z| > R}). VozvrawaØs~ k ploskosti z = d^{−1}_r (w), zakl¸qaem, qto proobraz kondensatora (E^2_0 , E^2_1 ) soderßit iskomyæ kondensator s polem

H_1(r, b, R). V rezul~tate imeem

cap(E_0, E_1) = cap(E^1_0 , E^1_1 ) ¿ cap(E^2_0 , E^2_1 ) ¿ (mod H_1(r, b, R))^{−1}.

Utverßdenie o ravenstve proverØetsØ tak ße, kak i v lemme 2. Lemma 2.3 dokazana.

�KSTREMAL^NYE ZADAQI TEORII FUNKCI` 97 KombiniruØ obobweniØ lemm RengelØ, Grœtxa i Teæhm¸llera, privedem sledu¸wiæ rezul~tat dlØ kolec, voshodØwiæ k principu qastiqnoæ simmetrizacii Hff [7] (sm. takße [2, s. 42]).

Teorema 2.4. Pust~ G – dvusvØznaØ oblast~ na sfere C z, i pust~

E_0, E_1 – komponenty dopolneniØ fftoæ oblasti. Predpoloßim, qto dlØ kaßdogo k = 1, . . , n (n ¿ 2) oblast~ G udovletvorØet po kraæneæ mere odnomu iz sledu¸wih usloviæ.

(1) Suwestvuet svØznaØ komponenta mnoßestva G ∩ D_k, otdelØ¸waØ toqki 0 i ∞ v D_k, i plowad~ fftoæ komponenty v logarifmiqeskoæ metrike ne prevoshodit nekotoroæ veliqiny S_k, 0 < S_k < ∞.

(2) Pri nekotoryh r_k, a_k, b_k i R_k, 0 6 r_k < R_k 6 ∞, a_k,

b_k ∈ D_k ∩ {z : r_k 6 |z| 6 R_k}, odna komponenta dopolneniØ G, naprimer E_0, soderßit sektor {z : |z| < r_k} ∩ D_k i soedinØet toqku a_k s graniceæ D_k, a drugaØ (E_1) soderßit sektor {z : |z| > R_k} ∩ D_k i soedinØet toqku b_k s graniceæ D_k.

(3) Pri nekotoryh r_k, b_k i R_k, 0 < r_k < R_k 6 ∞, b_k ∈ D_k ∩ {z :

r_k < |z| 6 R_k}, odna iz komponent dopolneniØ G, dopustim E_1, soderßit sektor {z : |z| > R_k}∩ D_k i soedinØet toqku b_k s graniceæ D_k. Mnoßestvo G ∪ E_1 ne soderßit toqek z_1, z_2, svØzannyh ravenstvom z_1z_2 = r^2_ke^{i4kπ/n}.

(4) Pri nekotoryh r_k, a_k i R_k, 0 6 r_k < R_k < ∞, a_k ∈ D_k ∩ {z :

r_k 6 |z| < R_k}, odna iz komponent dopolneniØ G, dopustim E_0, soderßit sektor {z : |z| < r_k} ∩ D_k i soedinØet toqku a_k s graniceæ D_k. Mnoßestvo G ∪ E_0 ne soderßit toqek z_1, z_2, svØzannyh ravenstvom z_1z_2 = R^2_ke^{i4kπ/n}.

Togda spravedlivo neravenstvo

mod G 6 { 1 n n∑ k=1 (mod G_k)^{−1} }_{−1} , (2.5)

gde kol~ca G_k, k = 1, .., n, opredeleny sledu¸wim obrazom: esli pri dannom k oblast~ G udovletvorØet uslovi¸ (1), to G_k = {z : r_k < |z| < R_k} s proizvol~nymi r_k, R_k takimi, qto S_k = (1/2πn) log(R_k/r_k); esli ße ishodnaØ oblast~ udovletvorØet uslovi¸ (2), to G_k = {z : z^{n/2} ∈ G(t, r^{n/2}_k , a^{n/2}_k , b^{n/2}_k , R^{n/2}_k )}, gde t – l¸boe kompleksnoe qislo s Re t > 0; v sluqae, kogda pri dannom k oblast~ G udovletvorØet uslovi¸ (3), G_k imeet vid

98 V. N. DUBININ, E. V. KOSTıQENKO

{z : z^{n/2} ∈ H_1(r^{n/2}_k , b^{n/2}_k , R^{n/2}_k )}, a v sluqae (4) G_k = {z : z^{n/2} ∈ H_2(r^{n/2}_k , a^{n/2}_k , R^{n/2}_k )},

Ravenstvo v (2.5) imeet mesto tol~ko dlØ n-kratno simmetriqnogo kol~ca G, sovpada¸wego s odnim iz kolec G_k, 1 6 k 6 n, gde, v sluqae vypolneniØ usloviØ (2), parametr t vybiraetsØ vewestvennym i udovletvorØ¸wim neravenstvu |a^{n/2}_k | 6 t 6 |b^{n/2}_k |.

Dokazatel~stvo. Oboznaqim qerez C(k) = (E0(k), E1(k)) rezul~-

tat razdelØ¸wego preobrazovaniØ kondensatora C = (E_0, E_1) s polem G otnositel~no semeæstva funkciæ ζ = p_k(z) ≡ z^{n/2}

(z ∈ D_k, Re ζ > 0). Po teoreme 1.8 raboty [2],

cap C ¿ 1 2 n∑ k=1 cap C(k). Kaßdyæ iz kondensatorov C(k), k = 1, .., n, budet udovletvorØt~ po kraæneæ mere odnomu iz sledu¸wih usloviæ.

(1^′) SvØznaØ komponenta polØ kondensatora C(k), otdelØet toqki 0 i ∞ v C_ζ . Plowad~ fftoæ komponenty v logarifmiqeskoæ metrike ne prevoshodit veliqiny n^2S_k/2 (plowad~ uveliqilas~ v n^2/4 raz pri otobraßenii ζ = z^{n/2}, i ewe udvoilas~ za sqet dobavleniØ pri razdelØ¸wem preobrazovanii “poloviny” kondensatora v poluploskosti Re ζ < 0).

(2^′) Odna plastina kondensatora C(k) soderßit krug {ζ : |ζ| <

r^{n/2}_k } i soedinØet toqku a^{n/2}_k s toqkoæ −a^{n/2}_k , a drugaØ –

soderßit mnoßestvo {ζ : |ζ| > R^{n/2}_k } i soedinØet toqki

b^{n/2}_k i −b^{n/2}_k .

(3^′) Odna plastina kondensatora C(k) soderßit mnoßestvo

{ζ : |ζ| > R^{n/2}_k } i soedinØet toqki b^{n/2}_k i −b^{n/2}_k . Dopolnenie k drugoæ plastine ne soderßit toqek ζ_1, ζ_2, svØzannyh ravenstvom ζ_1ζ_2 = r^n_k .

(4^′) Odna plastina kondensatora C(k) soderßit krug {ζ : |ζ| <

r^{n/2}_k } i soedinØet toqki a^{n/2}_k i −a^{n/2}_k . Dopolnenie k drugoæ

plastine ne soderßit toqek ζ_1, ζ_2, svØzannyh ravenstvom

ζ_1ζ_2 = R^n_k .

Pri vypolnenii odnogo iz usloviæ (1^′), (2^′) i (3^′) vospol~zuemsØ, sootvetstvenno, lemmami 2.1, 2.2 i 2.3. Sluqaæ (4^′) svoditsØ k

�KSTREMAL^NYE ZADAQI TEORII FUNKCI` 99

(3^′) otobraßeniem η = 1/ζ. Poluqim neravenstva

cap C(k) ¿ (mod G(k))^{−1}, k = 1, .., n,

gde kol~ca G(k) – sledu¸wie: v pervom sluqae G(k) imeet vid {ζ : r(k) < |ζ| < R(k)} s proizvol~nymi r(k), R(k) pri uslovii n^2S_k/2 = (1/2π) log(R(k)/r(k)); vo vtorom – G(k) =

G(t, r^{n/2}_k , a^{n/2}_k , b^{n/2}_k , R^{n/2}_k ), v tret~em – G(k) = H_1(r^{n/2}_k , b^{n/2}_k , R^{n/2}_k ) i,

nakonec, v qetvertom – G(k) = H_2(r^{n/2}_k , a^{n/2}_k , R^{n/2}_k ). Kol~ca G(k),

1 6 k 6 n, simmetriqny kak otnositel~no mnimoæ, tak i otno-

sitel~no vewestvennoæ osi. Otobraßenie z = p^{−1}_k (ζ) = ζ^{2/n} daœt iskomye n-kratno simmetriqnye kol~ca G_k, priqem kaßdoæ iz n simmetriqnyh sostavlØ¸wih G_k odnolistno sootvetstvuet polovina kol~ca G(k). Okonqatel~no imeem

(mod G(k))^{−1} = 2 n (mod G_k)^{−1}.

Neravenstvo (2.5) dokazano. Soglasno principu razdelØ¸wego preobrazovaniØ, v sluqae ravenstva v (2.5) kol~co G dolßno byt~ simmetriqno otnositel~no prØmyh, soderßawih luqi

{z : arg z = π(2k − 1)/n}, k = 1, .., n. Sledovatel~no, polØ kondensatorov C(k) takße ØvlØ¸tsØ kol~cami i ostaetsØ vospol~- zovat~sØ edinstvennost~¸ v lemme RengelØ i lemmah 2.2, 2.3. Teorema dokazana.

V rØde qastnyh sluqaev modul~ kol~ca G(t, r, a, b, R) netrudno sosqitat~ s ispol~zovaniem fflliptiqeskih integralov (sr. [2, s. 41–42]). Sledu¸wiæ rezul~tat vytekaet iz usloviØ (2) teoremy 2.4 pri r_k = 0 i R_k = ∞, k = 1, .., n.

Sledstvie 2.5. Esli G – dvusvØznaØ oblast~ i dlØ kaßdogo k =

1, .., n (n ¿ 2) odna iz komponent dopolneniØ G soedinØet nekotoru¸ toqku a_k ∈ D_k s graniceæ D_k, a drugaØ komponenta dopolneniØ soedinØet nekotoru¸ toqku b_k ∈ D_k s graniceæ D_k, to vypolnØetsØ neravenstvo

mod G 6 1 2 {_n ∑ k=1 K^(qk^) K^{(√}1 − q^2_k^) }_{−1} , (2.6)

gde q_k = d^{−1}_{|t|} (−|d_t(a^{n/2}_k )|)/d^{−1}_{|t|} (|d_t(b^{n/2}_k )|), t – l¸boe s Re t > 0,

Re a^{n/2}_k > 0, Re b^{n/2}_k > 0, K(·) – polnyæ fflliptiqeskiæ integral

100 V. N. DUBININ, E. V. KOSTıQENKO

pervogo roda. V qastnosti, esli a_k = r_ke^{i2kπ/n}, b_k = R_ke^{i2kπ/n} i r^{n/2}_k 6 t 6 R^{n/2}_k , to q_k = √ r^n_k /R^n_k .Ravenstvo v (2.6) imeet mesto tol~ko dlØ n-kratno simmetriqnogo kol~ca Teæhm¸llera C z \^({z : 0 6 z^n 6 r^n} ∪ {z : z^n ¿ R^n}^), 0<r<R<∞, a_k = re^{i2kπ/n}, b_k = Re^{i2kπ/n}, k = 1, .., n, pri r^{n/2} 6 t 6 R^{n/2}. Zametim, qto pervye popytki rasprostranit~ ffkstremal~nye svoæstva kolec Grœtxa i Teæhm¸llera na ih n-kratno simmetriqnye analogi vypolneny kitaæskim matematikom Hff [7]. V ego rabote itogovyæ rezul~tat sformulirovan v vide teoremy, tak ße soderßaweæ qetyre usloviØ i neravenstvo vida (2.5), no so srednim arifmetiqeskim v pravoæ qasti. Qetvertoe uslovie teoremy v [7] ØvlØetsØ qastnym sluqaem toæ situacii v uslovii (2) teoremy 2.4, kogda r_k = 0, R_k = ∞, a_k = r_ke^{i2kπ/n} i

b_k = R_ke^{i2kπ/n}, k = 1, .., n. K soßaleni¸, rabota [7] napisana ne-

breßno i ostal~nye tri usloviØ sformulirovany s oxibkami. Metod dokazatel~stva v fftoæ rabote osnovan na zakonah kompozicii dlØ moduleæ semeæstv krivyh (sm. ob fftom [2, s. 40]).

§3. Neravenstva dlØ odnolistnyh funkciæ

V dannom paragrafe rassmatriva¸tsØ zadaqi, v kotoryh ffkstremal~naØ funkciØ obladaet n- kratnoæ simmetrieæ, n ¿ 2. V otliqie ot qastnogo sluqaØ n = 2 takie zadaqi menee izvestny. My vospol~zuemsØ teoremoæ predyduwego paragrafa, a takße vnov~ monotonnost~¸ privedennogo modulØ i razdelØ¸wim preobrazovaniem. Takoæ podhod odinakovo primenim dlØ funkciæ klassov M i M(R), vvedennyh v §1. V qastnosti, teoremu 2.4 moßno interpretirovat~ kak teoremu pokrytiØ v klas-

se M(R). �tot rezul~tat soderßit rØd klassiqeskih teorem v

dannom klasse funkciæ. OpuskaØ zdes~ ffti sledstviØ i drugie rezul~taty, my ograniqimsØ ocenkoæ snizu dlØ moduleæ proizvodnyh v klasse M, ocenkoæ sverhu dlØ moduleæ proizvodnyh v klasse M(R) i smexannoæ teoremoæ pokrytiØ-iskaßeniØ tak ße v klasse M(R). Odnoæ iz ffkstremal~nyh funkciæ v klas-

se M ØvlØetsØ funkciØ kn(z)^{def}= (k(z^n))^{1/n}, kotoraØ konformno

i odnolistno otobraßaet krug U na w-ploskost~ s razrezami po luqam arg(w^n) = 0, |w| ¿^n √ 1/4. �kstremal~noæ funkcieæ v klasse M(R) ØvlØetsØ n-kratno simmetriqnaØ funkciØ Grœtxa

�KSTREMAL^NYE ZADAQI TEORII FUNKCI` 101

h_n(z) ≡ h(z; n, R)^{def}=^n √ h(z^n; R^n),^n √ 1 = 1, konformno i odnolistno

otobraßa¸waØ kol~co K na oblast~ |w| > 1 s razrezami po luqam arg(w^n) = 0, P_n 6 |w|^n 6 ∞, gde P_n = h(R^n; R^n). V dopolnenie k opredeleni¸ klassa M(R) ukaßem, qto po principu simmetrii l¸baØ funkciØ w = f(z) fftogo klassa dopuskaet analitiqeskoe prodolßenie v kol~co K^∗ = {z : 1/R < |z| < R}. V dal~neæxem ukazannoe prodolßenie budem oboznaqat~ toæ ße bukvoæ f(z).

Sledu¸wiæ rezul~tat usilivaet teoremu 2.23 raboty [2].

Teorema 3.1. Pust~ funkciØ w = f(z) prinadleßit klassu M, i

pust~ z_k, k = 1, . . , n (n ¿ 2), – proizvol~nye toqki, udovletvorØ¸wie usloviØm: |z_k| = r, 0 < r < 1, i f(z_k ) ∈ D_k, k = 1, . . , n. Togda n n ∏ k=1 | | | f^n2^{−1}(z_k)f^′(z_k) Re f^n2 (z_k) | | | ¿^{1 − rn} r(1 + r^n)

. (3.1)

Ravenstvo imeet mesto dlØ funkciæ vida f(z) = ck_n(z) i toqek z_k = re^{i2kπ/n}, k = 1, . . , n, gde c – proizvol~naØ poloßitel~naØ postoØnnaØ.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim dva kondensatora

C^∗ = (⋃_n k=1[0, re^{i2kπ/n}], ⋃_n k=1[(r + Δr)e^{i2kπ/n}, e^{i2kπ/n}] ∪ {z : z /∈ U } ) i C = (⋃_n k=1[0, z_k], ⋃_n k=1[z_k + z_kΔr/r, z_k/r] ∪ {z : z /∈ U } ) , gde poloßitel~noe qislo Δr vybrano nastol~ko malym, qtoby toqki f(z_k + z_kΔr/r) po-preßnemu prinadleßali sektoram D_k. Putem dissimmetrizacii [2, s. 33–36] kondensator C moßet byt~ poluqen iz C^∗ i, sledovatel~no, dlØ emkosteæ kondensatorov vypolnØetsØ neravenstvo

cap C^∗ ¿ cap C. (3.2)

Oboznaqim qerez f(C) obraz kondensatora C pri otobraßenii

w = f(z). Soglasno sledstvi¸ 2.5, spravedliva ocenka

cap f(C) ¿ 2 n∑ k=1 K(qk ) K^{(√}1 − q^2_k^{),}

(3.3)

102 V. N. DUBININ, E. V. KOSTıQENKO gde q_k = 1/d^{−1}_1 ( |d_t(f^{n/2}(z_k + z_kΔr/r))| ) , t = f^{n/2}(z_k), Re t > 0. DlØ polnogo fflliptiqeskogo integrala K(τ ) ime¸t mesto sledu¸wie asimptotiqeskie razloßeniØ [18, s. 116]:

K(τ ) = ln^4√_{1 − τ 2} + o(1), τ → 1,

K^{(√}1 − τ^{2)} =^π_2 + o(^√1 − τ^2), τ → 1,

Takim obrazom, K(qk ) K^{(√}1 − q^2_k^{) =} 2 π ln 4 √ 1 − q^2_k + o(1), k = 1, . . , n. Zdes~ i niße pod o(1) ponimaetsØ veliqina, stremØwaØsØ k nul¸ pri Δr → 0.

S drugoæ storony, kondensator C^∗ konformno ffkvivalenten kondensatoru ( {z : 0 6 z^n 6 1}, {z : z^n ¿ R^n} ) , R = [ r^{n/2} + r^{−n/2} (r + Δr)^{n/2} + (r + Δr)^{−n/2} ]2/n , R > 1, i ego emkost~

cap C^∗ = 2n K (√ R^{−n} ) K^{(√}1 − R^{−n) =} 4n π ln 4 √ 1 − R^{−n} + o(1).

S uqetom neravenstv (3.2) i (3.3), prihodim k sootnoxeni¸ 1 6 n∏ k=1 (1 − q^2_k)

(1 − R^{−n})^n

(1 + o(1)). (3.4)

Rassmotrim otdel~no vyraßeniØ, vhodØwie v pravu¸ qast~ (3.4):

1 − R^{−n} = nΔr(1 − r^{2n} + o(1)) r(r + Δr)^n(r^n + r^{−n} + 2)

, (3.5)

q_k = 1 − |d_t(f^{n/2}(z_k + z_kΔr/r))| 1 + |d_t(f^{n/2}(z_k + z_kΔr/r))| ,

�KSTREMAL^NYE ZADAQI TEORII FUNKCI` 103 gde, pri t = f^{n/2}(z_k),

d_t(f^{n/2}(z_k + z_kΔr/r)) = f^{n/2}(z_k + z_kΔr/r) − f^{n/2}(z_k)

f^{n/2}(z_k + z_kΔr/r) + f^{n/2}(z_k) . Tak kak

f^{n/2}(z_k + z_kΔr/r) = f^{n/2}(z_k) + n 2 z_kΔr r f^′(z_k)f^{n/2−1}(z_k) + o(Δr), to 1 − q^2_k = nΔr | | | f^{n/2−1}(z_k)f^′(z_k) Re f^{n/2}(z_k) | | | + o(Δr), Δr → 0. (3.6)

PodstavlØØ (3.5) i (3.6) v (3.4) i ustremlØØ Δr k nul¸, poluqaem iskomoe neravenstvo (3.1). Ravenstvo proverØetsØ neposredstvenno. Teorema dokazana.

Neravenstvo (3.1) bylo poluqeno ranee pri dopolnitel~nom uslovii: arg f(z_k ) = 2πk/n, k = 1, . . , n, [2, s. 59]. V fftom sluqae levaØ qast~ (3.1) imeet vid n √_n ∏ k=1 |f^′(z_k)/f(z_k)|. Teorema 3.2. Esli funkciØ w = f(z) prinadleßit klassu M(R),

to dlØ l¸byh φ, 0 < φ < π/n, n ¿ 1, i l¸byh ρ, 1 6 ρ < R, vypolnØetsØ neravenstvo | | | | | 2n∏ k=1 f^′(z_k) | | | | | 2n∏ k,l=1 k≠l | |f(z_k ) − f(z_l ) | |^{(−1)k} +l 6 6^|^{h′(ρneinφ; Rn)} nρ^{n−1}(h(ρ^ne^{inφ}; R^n) − h(ρ^ne^{−inφ}; R^n)) | | | | 2n , (3.7) gde z_{2j−1} = ρ exp(i(−φ + 2πj/n)), z_{2j} = ρ exp(i(φ + 2πj/n)), j = 1, . . , n. Ravenstvo v (3.7) dostigaetsØ dlØ funkciæ w = h_m(z) i teh m, pri kotoryh sistema toqek {z_k} simmetriqna otnositel~no luqeæ arg(z^m) = 0.

Dokazatel~stvo. Poloßim Z = {zk}, W = {f(zk)}, Δ = {(−1)^k},

Ψ = {μ_kr^{νk} }, μ_k = ν_k = 1, k = 1, . . , 2n. PrimenØØ posledovatel~no

104 V. N. DUBININ, E. V. KOSTıQENKO formulu (14) raboty [4], svoæstvo monotonnosti privedennogo modulØ i formulu dlØ privedennogo modulØ kompleksnoæ sfery [5, s. 78, 84], poluqaem M (K^∗, Z, Δ, Ψ) = M (f(K^∗), W, Δ, Ψ) − 1 8πn^2 2n∑ k=1 log |f^′(z_k)| 6

6 M (C w, W, Δ, Ψ) −^1_{8πn2}^{2n∑}_{k=1} log |f^′(zk)| = = 1 8πn^2 − 2n∑ k,l=1 k≠l (−1)^{k+l} log |f(z_k) − f(z_l )| − 2n∑ k=1 log |f^′(z_k)| .

Esli qislo m takovo, qto sistema toqek {z_k} simmetriqna otnositel~no luqeæ arg(z^m) = 0, to sistema toqek {h_m(z_k)} simmetriqna otnositel~no luqeæ arg(w^m) = 0. Sledovatel~- no, funkciØ^{2n} ∑ k=1 (−1)^k log |w − h_m(z_k)| ravna nul¸ na granice

oblasti h_m(K^∗). Po teoreme 3 raboty [5] zakl¸qaem, qto dlØ funkcii h_m(z) pri takih m v privedennyh vyxe sootnoxeniØh imeet mesto ravenstvo. Ostalos~ pokazat~, qto veliqina exp(−8πn^2M (K^∗, Z, Δ, Ψ)) sovpadaet s pravoæ qast~¸ (3.7). Vospol~zuemsØ povedeniem privedennogo modulØ pri konformnom otobraßenii. Pust~ K^∗_n = {ζ : 1/R^n < |ζ| < R^n}, Z_n = {ρ^ne^{−inϕ}, ρ^ne^{inϕ}}, Δ_n = {−1, 1}, Ψ_n = {r/nρ^{n−1}, r/nρ^{n−1}}. Togda po teoreme 4 [5] s primeneniem formuly 6 [4] i uqetom simmetrii funkcii H(ζ)^{def}= h(ζ; R^n), poluqaem M (K^∗, Z, Δ, Ψ) = 1 n M (K^∗_n, Z_n, Δ_n, Ψ_n) = 1 8πn [ 2 log r(K^∗_n, ρ^n e^{inϕ}) 1/nρ^{n−1} − 2g_K�_n (ρ^ne^{−inϕ}, ρ^n e^{inϕ}) ] =

= 1 8πn [ 2 log r(H(K^∗_n), H(ρ^ne^{inϕ})) 1/nρ^{n−1} −2g_{H(K}�_{n )}(H(ρ^ne^{−inϕ}), H(ρ^ne^{inϕ})) ] − − 1 4πn log |H^′(ρ^ne^{inϕ})| = 1 n M (C w, {H(ρ^ne^{−inϕ}), H(ρ^ne^{inϕ})}, Δn, Ψn)−

�KSTREMAL^NYE ZADAQI TEORII FUNKCI` 105 − 1 4πn log |H^′(ρ^ne^{inϕ})| = 1 8πn [ −2 log(1/nρ^{n−1})+ + 2 log |H(ρ^ne^{−inϕ}) − H(ρ^ne^{inϕ})| ] − 1 4πn log |H^′(ρ^ne^{inϕ})|. Teorema dokazana.

Metodom razdelØ¸wego preobrazovaniØ oblasteæ [2] moßno poluqit~ ocenku sverhu dlØ proizvedeniØ moduleæ proizvodnyh v sluqae proizvol~nogo (ne obØzatel~no qetnogo) qisla somnoßiteleæ, odnako tol~ko dlØ simmetriqnyh toqek na okrußnosti

|z| = 1. �tot fakt byl otmeqen ranee A. ı. Solyninym [25, s. 135]. Imenno, iz 2.17 raboty [2] legko sleduet neravenstvo | | | n∏ k=1 f^′(e^{i(θ+2πk/n)}) | | | 6^|^{n∏}_{k=1} h^′_n(e^{i(π/n+2πk/n)})^| =^|h^′_n(e^{iπ/n})^{|n}, gde f(z) ∈ M(R). Estestvenno bylo by predpoloßit~, qto dlØ funkciæ klassa M(R) vypolnØetsØ n∏ k=1 | | |f^′(e^{i(θ+2πk/n)}) | | | ¿^|h^′_n(1)^{|n}. (3.8)

Odnako, rassmatrivaØ superpozicii s∘f ∈ M(R), gde s – drobnolineænyæ avtomorfizm oblasti |w| > 1 na sebØ, legko ubeßdaemsØ, qto levaØ qast~ (3.8) moßet byt~ skol~ ugodno maloæ veliqinoæ. Po-vidimomu, gipoteza (3.8) neverna daße dlØ regulØrnyh funkciæ klassa M(R). Vmeste s tem, esli f(z) ∈ M(R) i toqki z_k, k = 1, . . , n, n ¿ 2, na okrußnosti |z| = 1 takovy, qto f(z_k ) = e^{i(φ+2πk/n)}, k = 1, . . , n, φ – vewestvennoe qislo, to vypolnØetsØ neravenstvo n∏ k=1 | |f^′(z_k) | | ¿^|h^′_n(1)^{|n}. Deæstvitel~no, soglasno teoreme 1 [26], pri r > 1 i dostatoqno blizkom k edinice, minimum vyraßeni¸ n∏ k=1 [ Λ^{n/2}_f (r, φ + 2πk/n) − Λ^{−n/2}_f (r, φ + 2πk/n) ]

daet funkciØ e^{iφ}h_n(z). Zdes~ Λ_f (r, θ) oznaqaet rasstoØnie ot naqala koordinat do blißaæxeæ graniqnoæ toqki mnoßestva

106 V. N. DUBININ, E. V. KOSTıQENKO f({z : 1 < |z| < r}), leßaweæ na luqe arg w = θ, 1 < |w|. ZameqaØ,

qto Λ_f (r, φ + 2πk) = 1 + |f^′(z_k)|(r − 1) + o(r − 1), r → 1, k = 1, . . , n, poluqim ots¸da trebuemoe neravenstvo.

Dokazatel~stvu sledu¸weæ teoremy predpoxlem dve lemmy, kasa¸wiesØ vyqisleniØ privedennyh moduleæ simmetriqnyh konfiguraciæ. Lemma 3.3. Pust~ Z = {1, e^{2πi/n}, . . , e^{2πi(n−1)/n}}, Δ = {1, 1, . . , 1}, Ψ = {r, r, . . , r}. Togda M (K^∗, Z, Δ, Ψ) = 1 2πn { log(R^{n/2}/n) − ∞∑ k=1 2/k 1 + R^{2nk} } . Dokazatel~stvo. Po opredeleni¸ privedennogo modulØ,

M (K^∗, Z, Δ, Ψ) = lim_{r→0} ( |C(r; K^∗, Z, Δ, Ψ)| + 1 2πn log r ) , gde kondensator C(r; K^∗, Z, Δ, Ψ) moßno sqitat~ simmetriqnym otnositel~no okrußnosti |z| = 1 i luqeæ arg z = πk/n, k =

0, . . , 2n − 1, [3, 4]. Oboznaqim qerez ω(z) potencial~nu¸ funkci¸

fftogo kondensatora, kotoraØ takße obladaet ukazannoæ simmetrieæ. Vvedem otobraßenie w = 1 2 ((ze^{πi/n})^{n/2} +(ze^{πi/n})^{−n/2}), pere- vodØwee oblast~ G^{def}= {z ∈ K : | arg z| < π/n} na D ∩{w : Im w > 0}, gde D – oblast~, ograniqennaØ ffllipsom s fokusami v toqkah ±1 i poluosØmi (R^{n/2} + R^{−n/2})/2, (R^{n/2} − R^{−n/2})/2. Pust~ z = z(w) – obratnoe otobraßenie, i pust~ ~ω(w) = { ω(z(w)), Im w ¿ 0, ω(z(w)), Im w 6 0. (3.9)

UqityvaØ princip simmetrii dlØ garmoniqeskih funkciæ i princip Dirihle, zakl¸qaem |C(r; K^∗, Z, Δ, Ψ)| = { 2n ∫∫ G |∇ω|^2dxdy }_{−1} =

= { n ∫ ∫ D |∇~ω|^2dudv }_{−1} = 1 n | C(r; D, {0}, {1}, {(n/2)r}) | . Vnov~ po opredeleni¸ privedennogo modulØ, M (D, {0}, {1}, {(n/2)r}) =

�KSTREMAL^NYE ZADAQI TEORII FUNKCI` 107

= lim_{r→0} (| |C(r; D, {0}, {1}, {(n/2)r}) | | + 1 2π log r ) . Takim obrazom, M (K^∗, Z, Δ, Ψ) = 1 n M (D, {0}, {1}, {(n/2)r}) = = 1 2πn log [ r(D, 0)/(n/2) ] . Ostalos~ vospol~zovat~sØ formuloæ dlØ vyqisleniØ vnutrennego radiusa oblasti D [27, s. 315].

Lemma 3.4. Pust~ Q = C z \ {z = x + i0 : |x| 6 1/a, libo |x| ¿ 1/a}, Z = {i, −i}, Δ = {1, 1}, Ψ = {μr, μr}, gde a > 1, μ > 0. Togda M (Q, Z, Δ, Ψ) = 1 4π log [ (a + 1/a)/μ ] . Dokazatel~stvo. Analogiqno dokazatel~stvu predyduweæ te-

oremy, rassmotrim simmetriqnyæ otnositel~no vewestvennoæ osi i okrußnosti |z| = 1 kondensator C(r; Q, Z, Δ, Ψ), i pust~

ω(z) – ego potencial~naØ funkciØ. Oboznaqim qerez z(w) vetv~

funkcii, obratnoæ funkcii ȷukovskogo w = (z + 1/z)/2, otobraßa¸wu¸ verhn¸¸ poluploskost~ Im w > 0 na {z : |z| > 1, Im z >

0}^{def}= G. OpredelØØ ~ω(w) tak ße, kak v (3.9), poluqaem |C(r; Q, Z, Δ, Ψ)| = { 4 ∫ ∫ G |∇ω|^2dxdy }_{−1} = = { 2 ∫∫ Cw |∇~ω|^2dudv }_{−1} = 1 2 | |C(r; D, {0}, {1}, {μr}) | |, gde oblast~ D na fftot raz est~ w- ploskost~ s razrezami vdol~ luqeæ {w = u + iv : v = 0, |u| ¿ (a + 1/a)/2}. Ots¸da, M (Q, Z, Δ, Ψ) = 1 2 M (D, {0}, {1}, {μr}) = = 1 4π log[r(D, 0)/μ] = 1 4π log[(a + 1/a)/μ]. Lemma dokazana.

Pust~ funkciØ w = f(z) prinadleßit klassu M(R). Oboznaqim qerez Λ_f (θ) rasstoØnie ot naqala koordinat do blißaæxeæ graniqnoæ toqki oblasti f(K), leßaweæ na otkrytom luqe

arg w = θ, 1 < |w| < ∞. Esli pri dannom θ ukazannoæ toqki ne

suwestvuet, to polagaem Λ_f (θ) = +∞.

108 V. N. DUBININ, E. V. KOSTıQENKO

Teorema 3.5. DlØ funkciæ w = f(z) klassa M(R) spravedlivo ne-

ravenstvo_n ∏ k=1 |f^′(z_k)| Λ_f (α_k)^{π/βk} + Λ_f (α_k)^{−π/βk} 6

6^{2n}_{Rn2/2} exp (_∞ ∑ k=1 2n/k 1 + R^{2nk} ) , (3.10)

gde z_k = exp(2πik/n), n ¿ 2, α_k = (φ_{k+1} + φ_k)/2, β_k = φ_{k+1} − φ_k, φ_k = arg f(z_k ), k = 1, . . , n, φ_{n+1} = φ_1 + 2π, nepreryvnaØ vetv~ argumenta vybrana tak, qto φ_1 < φ_2 < . . . < φ_n. Ravenstvo v (3.10) dostigaetsØ dlØ funkcii w = h_n(e^{iπ/n}z).

Dokazatel~stvo. Vvedem semeæstvo oblasteæ {D_k}^n_{k=1}, D_k = {w : φ_k < arg w < φ_{k+1}}, k = 1, . . , n, i semeæstvo funkciæ {p_k}^n_{k=1}, ζ = p_k(w) ≡ i ( e^{−iφk} w )_{π/βk} , otobraßa¸wih sootvetstvenno oblasti D_k na pravu¸ poluploskost~

Re ζ > 0. Pust~ {C_k}^n_{k=1} – rezul~tat razdelØ¸wego preobrazo-

vaniØ kondensatora C(r; f(K^∗), W, Δ, ~Ψ) otnositel~no semeæstva funkciæ {p_k}^n_{k=1}, W = {f(z_1), . . , f(z_n)}, Δ = {1, . . , 1}, ~Ψ = {|f^′(z_1)|r, . . . , |f^′(z_n)|r} [2, s. 27]. Vvidu konformnoæ invariantnosti emkosti i po teoreme 1.8 [2], dlØ emkosteæ kondensatorov vypolnØetsØ neravenstvo

cap C(r; K^∗, Z, Δ, Ψ) = cap C(r; f(K^∗), W, Δ, ~Ψ) ¿ ¿^1_2^{n∑}_{k=1} cap Ck, Z = {z1, . . , zn}, Ψ = {r, . . , r}. Dalee, poloßim

C^∗_k = s^{−1}(Sym(s(C_k))), k = 1, . . , n,

gde s(ζ) = (ζ − i)/(ζ + i), a Sym oznaqaet simmetrizaci¸ otnositel~no ediniqnoæ okrußnosti [2, s. 25]. Nakonec, poloßim ~C_k = C(r; Q_k, {i, −i}, {1, 1}, {μ_kr, μ_kr}),

�KSTREMAL^NYE ZADAQI TEORII FUNKCI` 109 gde Q_k = C_ζ \ {ζ = ξ + i0 : |ξ| 6 Λ_f (α_k)^{−π/βk} libo |ξ| ¿ Λ_f (α_k)^{π/βk} },

μ_k = π β_k √ |f^′(z_k)f^′(z_{k+1})|, k = 1, . . , n. Iz teoremy 1.7 [2] i monotonnosti emkosti sleduet

cap C_k ¿ cap C^∗_k ¿ cap ~C_k, k = 1, . . , n.

SummiruØ vypisannye sootnoxeniØ, poluqim

cap C(r; K^∗, Z, Δ, Ψ) ¿ 1 2 n∑ k=1 cap ~C_k. Ots¸da

n^2M (K^∗, Z, Δ, Ψ) 6 n∑ k=1 2M (Q_k, {i, −i}, {1, 1}, {μ_kr, μ_kr}) (sm. [2, s. 12]). Zaverxaet dokazatel~stvo neravenstva (3.10) primenenie lemm 3.3 i 3.4, a takße klassiqeskogo neravenstva: n∏ k=1 β^{1/n}_k 6 1 n n∑ k=1 β_k = 2π n . DlØ funkcii f(z) = h_n(e^{iπ/n}z) vo vseh privedennyh vyxe sootnoxeniØh imeet mesto ravenstvo, sledovatel~no, ravenstvo imeet mesto i v (3.10). Teorema dokazana.

V zakl¸qenie otmetim, qto teoremy iskaßeniØ v §1, 3 privodØt k ocenkam kofffficientov v nekotoryh klassah odnolistnyh funkciæ. Naprimer, pust~ funkciØ w = f(z) prinadleßit klassu

M i pust~, dopolnitel~no, f(0) = 0, f^′(0) = 1. Togda v nekoto-

roæ okrestnosti toqki z = 0 funkciØ f(z) predstavlØetsØ v vide stepennogo rØda

f(z) = z + a_2z^2 + a_3z^3 + . . . .

PolagaØ v neravenstve Fana (§1) z_1 = −re^{iφ}, z_2 = re^{iφ}, i ustremlØØ r → 0, poluqim sootnoxenie Re e^{2iφ}(a^2 − a_3) 6 1, kotoroe vvidu proizvol~nosti φ daet klassiqeskoe neravenstvo

|a^2 − a_3| 6 1, (|S_f (0)| 6 6).

110 V. N. DUBININ, E. V. KOSTıQENKO

L¸bopytno, qto ffto ße neravenstvo vytekaet iz ocenki v drugu¸ storonu (1.3). Ewe interesnee tot fakt, qto ustremlØØ v sootnoxenii (1.4) r k nul¸, poluqim ocenku | |2a_5 − 4a_2a_4 − 3a^2_3 + 8a^2a_3 − 3a^4_2 | | 6 1. �ta ocenka ffkvivalentna neravenstvu |S^{′′}_f (0)− S^2_f (0)| 6 60, i byla poluqena ranee [5, s. 91] tak ße iz monotonnosti privedennogo modulØ, no otnositel~no nabora iz treh toqek (a ne qetyreh kak v naxem sluqae). �kstremal~noæ funkcieæ v vypisannyh neravenstvah ØvlØetsØ funkciØ Kebe k(z). Dalee, teorema 3.1 pri

n = 2, z_1 = −z_2 = r i r → 0 daet ocenku

|a_2|^2 − (7/4)(Re a_2)^2 + Re a_3 + 1 ¿ 0,

gde ffkstremal~noæ budet funkciØ f(z) = z/(1+z^2 ) = z−z^3 +z^5 −. . . .

Literatura

1. G. V. Kuz~mina, Metody geometriqeskoæ teorii funkciæ. I, II, Algebra i analiz 9, vyp. 3 (1997), 41–103; vyp. 5 (1997), 1–50.

2. V. N. Dubinin, SimmetrizaciØ v geometriqeskoæ teorii funkciæ kompleksnogo peremennogo, Uspehi mat. nauk 49, No. 1 (1994), 3–76.

3. V. N. Dubinin, Privedennye moduli otkrytyh mnoßestv v teorii analitiqeskih funkciæ, Dokl. RAN 363, No. 6 (1998), 731–734.

4. V. N. Dubinin, Asimptotika modulØ vyroßda¸wegosØ kondensatora i nekotorye ee primeneniØ, Zap. nauqn. semin. POMI 237 (1997), 56–73.

5. V. N. Dubinin, L. V. Kovalev, Privedennyæ modul~ kompleksnoæ sfery, Zap. nauqn. semin. POMI 254 (1998), 76–94.

6. V. N. Dubinin, E. V. Kost¸qenko, �kstremal~naØ zadaqa Teæhm¸llera i teoremy iskaßeniØ v teorii odnolistnyh funkciæ, Sib. mat. ßurn. 40, No. 2 (1999), 302–306.

7. Ch. He, Piecewise symmetrization in geometric function theory, J. Fudan. Univ.

Nat. Sci. 24, No. 4 (1985), 445–451.

8. Seong-A Kim, D. Minda, Two-point distortion theorems for univalent functions, Pacific J. Math. 163, No. 1 (1994), 137–157.

9. O. P. Juneja, S. Ponnusamy, S. Rajasekaran, Two-point distortion and rotation theorems, Glasnik Math. 30 (50) (1995), 221–242.

10. A. ı. Vasil~ev, G. N. Kamyxova, Moduli polosoobraznyh oblasteæ v rexenii izoperimetriqeskoæ zadaqi konformnogo otobraßeniØ, Sib. mat. ßurn. 37, No. 1 (1996), 60–69.

11. J. A. Jenkins, On weighted distortion in conformal mapping. II, Bull. Lond. Math.

Soc. 30, No. 2 (1998), 151–158.

12. W. Ma, D. Minda, Two-point distortion for univalent functions, J. Comput. and Appl. Math. 105 (1999), 385–392.

�KSTREMAL^NYE ZADAQI TEORII FUNKCI` 111

13. Dß. Dßenkins, Odnolistnye funkcii i konformnye otobraßeniØ, M., 1962.

14. Ky Fan, Distortion of univalent functions, J. Math. Anal. and Appl. 66, No. 3 (1978), 626–631.

15. C. Blatter, Ein Verzerrungssatz für schlichte Funktionen, Comment. Math. Helv.

53 (1978), 651–659.

16. Z. Nehari, Some inequalities in the theory of functions, Trans. Amer. Math. Soc.

75, No. 2 (1953), 256–286.

17. ı. E. Alenicyn, Ob odnolistnyh funkciØh bez obwih znaqeniæ v mnogosvØznoæ oblasti, Tr. Mat. in-ta AN SSSR 94 (1968), 4–18.

18. N. I. Ahiezer, �lementy teorii fflliptiqeskih funkciæ, M., 1970. 19. E. G. Emel~Ønov, O maksimume konformnogo radiusa v semeæstvah oblasteæ, udovletvorØ¸wih dopolnitel~nym usloviØm, Zap. nauqn. semin. POMI 226 (1996), 93–108.

20. A. ı. Solynin, Geometriqeskie svoæstva ffkstremal~nyh razbieniæ i ocenki moduleæ semeæstv krivyh v krugovom kol~ce, Zap. nauqn. semin. POMI 204 (1993), 93–114.

21. E. Rengel, Über einige Schlitztheoreme der konformen Abbildung, Schr. Math.

Sem. und Inst. fur angew. Math. Univ. Berlin. 1, No. 4 (1933), 141–162.

22. L. Al~fors, Lekcii po kvazikonformnym otobraßeniØm, M., 1969.

23. M. Marcus, Radial averaging of domains, estimates for Dirichlet integrals and applications, J. Anal. Math. 27 (1974), 47–48.

24. S. Stoilov, TeoriØ funkciæ kompleksnogo peremennogo, T. 2, M., 1962. 25. A. ı. Solynin, Graniqnoe iskaßenie i ffkstremal~nye zadaqi v nekotoryh klassah odnolistnyh funkciæ, Zap. nauqn. semin. POMI 204 (1993), 115-142.

26. V. N. Dubinin, Teoremy pokrytiØ otrezkov pri konformnom otobraßenii kol~ca, Izv. vuzov. Matematika No. 9 (1987), 42–50.

27. G. Polia, G. Sege, Izoperimetriqeskie neravenstva v matematiqeskoæ fizike, M., 1962.

Postupilo 19 i¸lØ 2000 Institut prikladnoæ matematiki DVO RAN, Vladivostok