Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 276, 2001 g.

ı. V. Dymqenko

RAVENSTVO EMKOSTI I MODUL˚ KONDENSATORA NA POVERHNOSTI

1. Osnovnye opredeleniØ i oboznaqeniØ Pust~ G – oblast~ v R^n, E_0, E_1 – zamknutye nepereseka¸wiesØ mnoßestva iz G. Troæku mnoßestv (E_0, E_1, G) s ukazannymi svoæstvami nazovem kondensatorom. Oboznaqim qerez F = (G, ds^2_F ) poverhnost~ nad G s poloßitel~no opredelennoæ metrikoæ

ds^2_F = n∑ i,j=1 g_{ij}(x)dx_idx_j, gde g_{ij} (x), i, j = 1, . . . , n, – nepreryvnye funkcii na G, g(x) = det(g_{ij}(x)), dσ = √ g(x)dx – fflement ob¨ema poverhnosti F . Obo-

znaqim qerez B(x, r) otkrytyæ xar s centrom v toqke x radiusa r, a qerez m(A) – n-mernu¸ meru Lebega mnoßestva A ⊂ R^n.

Pust~ φ : R^+ → R^+ – N -funkciØ (t. e. vypuklaØ funkciØ φ takaØ, qto φ^′(0) = 0, φ^′(∞) = lim_{t→∞} φ^′(t) = ∞, sm. [2]), udovletvorØ¸waØ uslovi¸: suwestvuet C takoe, qto dlØ l¸bogo t > 0 φ(2t) 6 Cφ(t). (1) �to uslovie ravnosil~no sledu¸wemu [2]: suwestvuet p > 1 takoe, qto 1 < tφ^′(t) φ(t) 6 p dlØ l¸bogo t > 0. Ots¸da sleduet, qto dlØ l¸byh a ¿ 1 i

t > 0 verno neravenstvo φ(at) 6 a^pφ(t). (2) Esli funkciØ φ k tomu ße ewe takova, qto φ( √ t) vypukla, to vypolnØetsØ neravenstvo φ ( x + y 2 ) + φ ( |x − y| 2 ) 6^1_2 (φ(x) + φ(y)) ,

Rabota vypolnena pri podderßke programmy ”Universitety Rossii” (grant No. 991282). 112

RAVENSTVO EMKOSTI I MODUL˚ KONDENSATORA 113 esli x, y ¿ 0. Deæstvitel~no, v silu vypuklosti φ( √ t), imeem φ ( x + y 2 ) + φ ( |x − y| 2 ) = φ (√ (x + y)^2 4 ) + φ (√ (x − y)^2 4 ) 6 6 φ (√ (x + y)^2 4 + (x − y)^2 4 )

= φ (√ x^2 + y^2 2 ) 6^1_2^(φ(^√x^2) + φ(^√y^2)^) =^1_2 (φ(x) + φ(y)) .

Ots¸da integrirovaniem poluqim dlØ neotricatel~nyh funkciæ f, g : G → R neravenstvo ∫ φ ( f(x) + g(x) 2 ) dσ + ∫ φ ( |f(x) − g(x)| 2 ) dσ 6 6^1_2^{(∫} φ(f(x))dσ +^∫ φ(g(x))dσ^) ,

kotoroe perehodit v izvestnoe neravenstvo Klarksona (sm. [4]), esli φ(t) = t^p, p ¿ 2, g_{ij}(x) = δ_{ij} , i, j = 1, . . ., n (zdes~ i dalee, esli v integrale ne ukazany predely integrirovaniØ, to podrazumevaetsØ integrirovanie po G).

Krivoæ nazovem obraz otkrytogo intervala pri nepreryvnom otobraßenii. Pust~ dano nekotoroe semeæstvo krivyh Γ ⊂ G. (φ, F )-modulem semeæstva Γ nazovem veliqinu

M_{φ,F} (Γ) = inf ∫ φ(ρ)dσ, gde infimum beretsØ po borelevskim neotricatel~nym funkciØm takim, qto dlØ l¸boæ krivoæ γ ∈ Γ vypolneno ∫ γ ρds_F ¿ 1. Takie

funkcii ρ nazyva¸tsØ dopustimymi (budem pol~zovat~sØ oboznaqeniem ρ ∧ M_{φ,F} (Γ)). Infimum v opredelenii modulØ semeæstva krivyh moßno sqitat~ po dopustimym funkciØm, polunepreryvnym snizu v R^n, tak kak dlØ l¸boæ borelevskoæ funkcii moßno naæti shodØwu¸sØ k neæ monotonno vozrasta¸wu¸ posledovatel~nost~ polunepreryvnyh snizu funkciæ.

114 ı. V. DYMQENKO

Budem govorit~, qto nekotoroe svoæstvo vypolnØetsØ dlØ poqti vseh krivyh, esli semeæstvo krivyh, dlØ kotoryh ono neverno, imeet (φ, F )-modul~, ravnyæ nul¸. Legko videt~, qto infimum v opredelenii ukazannogo modulØ moßno brat~ po borelevskim neotricatel~nym funkciØm, dlØ kotoryh neravenstvo ∫ γ ρds_F ¿ 1 vypolnØetsØ lix~ dlØ poqti vseh γ ∈ Γ. Takie funk-

cii nazovem poqti dopustimymi dlØ M_{φ,F} (Γ). Funkci¸ ρ nazovem ffkstremal~noæ dlØ M_{φ,F} (Γ), esli ona poqti dopustima i

M_{φ,F} (Γ) = ∫ φ(ρ)dσ. (4) Pust~ krivaØ γ zadana parametrizacieæ x(t), t_1 < t < t_2. Po opredeleni¸, krivaØ γ soedinØet toqki a i b iz R^n, esli suwestvu¸t predely

lim_{t→t1} x(t) = a i lim_{t→t2} x(t) = b.

Budem govorit~, qto krivaØ soedinØet dva mnoßestva, esli ona soedinØet kaku¸-libo toqku odnogo mnoßestva s nekotoroæ toqkoæ drugogo mnoßestva. S pomow~¸ kvadratiqnoæ formy ds_F opredelim dlinu krivoæ γ ⊂ G i rasstoØnie meßdu dvumØ toqkami x i y iz G:

s_F (γ) = ∫ γ ds_F , d_F (x, y) = inf{s_F (γ), γ soedinØet x i y v G}.

Esli dana posledovatel~nost~ krivyh γ_k, k = 1, 2, . . . i krivaØ γ, to budem govorit~, qto γ_k shodØtsØ k γ (γ_k → γ), esli suwestvu¸t takie parametrizacii x_k(t) i x(t) krivyh γ_k i γ, 0 < t < 1, qto

x_k(t)^{−→}→ x(t) na (0, 1) pri k → ∞, gde ravnomernaØ shodimost~

ponimaetsØ po metrike ds_F .

Prostranstvom L_{φ,F} (G) nazovem prostranstvo funkciæ u, dlØ kotoryh ∫ G φ(u)dσ < ∞. Analogiqno [2], opredelim normu v nem

sledu¸wim obrazom: ‖u‖_{φ,F} = sup { ∫ uv dσ, ∫ ψ(v)dσ 6 1 } , gde ψ – N -funkciØ, dopolnitel~naØ k φ (t.e. ψ(u) = sup_{v>0}(uv−φ(v)),

u > 0).

RAVENSTVO EMKOSTI I MODUL˚ KONDENSATORA 115 Vvedem v rassmotrenie bilineænu¸ formu E_F (a, b) = n∑ i,j=1 g^{ij}(x)a_ib_j, gde a, b ∈ R^n, a matrica (g^{ij} ) obratna matrice (g_{ij}). Sootvetstvu¸wu¸ kvadratiqnu¸ formu E_F (a, a) budem oboznaqat~ qerez

E_F (a).

Prostranstvom L^1_{φ,F} (G) nazovem prostranstvo funkciæ u s ∫ φ(E^{1/2}_F (∇u))dσ < ∞. Normu v L^1_{φ,F} (G) opredelim sootnoxeni- em: ‖u‖_L1_{φ,F (G)} = sup { ∫ E_F (∇u, ∇v) dσ, ∫ ψ(E^{1/2}_F (∇v))dσ 6 1 } . Vvedem takße prostranstvo funkciæ L_{n,φ,F} (G), sostoØwee iz teh funkciæ u = (u_1, . . . , u_n) : G → R^n, dlØ kotoryh ∫ φ ( E^{1/2}_F (u) ) dσ < ∞. DlØ nego normu opredelim sledu¸wim obrazom: ‖u‖_{n,φ,F} = sup { ∫ E_F (u, v) dσ, ∫ ψ ( E^{1/2}_F (v) ) dσ 6 1^}. Esli g_{ij} = δ_{ij} , i, j = 1, . . . , n, to vvedennye prostranstva oboznaqim sootvetstvenno qerez L_φ(G), L^1_φ(G) i L_{n,φ}(G).

Pust~ Γ – semeæstvo lokal~no sprØmlØemyh krivyh, soedinØ¸wih E_0 i E_1 v G. Togda (φ, F )-modul~ fftogo semeæstva krivyh nazovem (φ, F )-modulem kondensatora (E_0, E_1, G) i oboznaqim qerezM_{φ,F} (E_0, E_1, G).

φ-emkost~ kondensatora (E_0, E_1, G) opredelim sledu¸wim ravenstvom:

C_{φ,F} (E_0, E_1, G) = inf ∫ φ(E^{1/2}_F (∇v))dσ, gde infimum beretsØ po lokal~no lipxicevym v G \ {∞} funkciØm v, udovletvorØ¸wim usloviØm: 0 6 v 6 1 v G, lim x→E_j v(x) = j, j = 0, 1. Takie funkcii v nazovem dopustimymi dlØ

C_{φ,F} (E_0, E_1, G). Funkci¸ u nazovem ffkstremal~noæ funkcieæ dlØ

116 ı. V. DYMQENKO emkosti C_{φ,F} (E_0, E_1, G), esli ona ØvlØetsØ predelom v L^1_{φ,F} (G) nekotoroæ posledovatel~nosti dopustimyh funkciæ i ∫ φ(E^{1/2}_F (∇u))dσ = C_{φ,F} (E_0, E_1, G). Pust~ dany otkrytye mnoßestva D_k, k = 1, 2, . . . i D. Budem govorit~, qto mnoßestva D_k isqerpyva¸t D iznutri, esli ∞⋃ k=1 D_k = D, D_k ⊂ D_{k+1}.

2. Vspomogatel~nye utverßdeniØ

Pri naloßennyh usloviØh na funkci¸ φ moßno dokazat~, ispol~zuØ metody iz [2], qto shodimost~ posledovatel~nosti u_k k u po norme v rassmatrivaemyh prostranstvah ffkvivalentna shodimosti v srednem, t.e. qto esli ‖u_k − u‖ → 0 pri k → ∞, to ∫ φ(|u_k − u|)dσ → 0 dlØ prostranstva L_{φ,F} (G), ∫ φ(E^{1/2}_F (u_k − u))dσ → 0 dlØ L_{n,φ,F} (G) i ∫ φ(E^{1/2}_F (∇u_k − ∇u))dσ → 0 dlØ L^1_{φ,F} (G). Dokaßem ffto utverßdenie, naprimer, dlØ prostran- stva L_{n,φ,F} (G). Lemma 1. Esli funkciØ φ udovletvorØet uslovi¸ (1), to iz uslo-

viØ ∫ φ(E^{1/2}_F (u_m)) → 0 pri m → ∞

sleduet, qto ‖u_m‖ → 0 pri m → ∞.

Dokazatel~stvo. Pust~ ε > 0. Voz~mem natural~noe k takoe, qto 1 2k�1 < ε. V silu neravenstva (1), ∫ φ(E^{1/2}_F (2^ku_m)) → 0

RAVENSTVO EMKOSTI I MODUL˚ KONDENSATORA 117 pri m → ∞, t.e. pri bol~xih m ∫ φ(E^{1/2}_F (2^ku_m)) < 1.

Ispol~zuØ neravenstvo ınga, dlØ l¸boæ funkciØØ w ∈ L_{n,ψ,F} (G) takoæ, qto ∫ ψ(E^{1/2}_F (w)) 6 1, poluqaem ∫ E_F (2^ku_m, w)dσ 6 ∫ E^{1/2}_F (2^ku_m)E^{1/2}_F (w)dσ 6

6^∫ φ(E^{1/2}_F (2^kum)) +^∫ ψ(E^{1/2}_F (w)) < 2.

Ots¸da, v silu proizvol~nosti w, vytekaet neravenstvo 2^k‖u_m‖_{n,φ,F} < 2, t.e. ‖u_m‖_{n,φ,F} <^1_{2k}�_1 < ε. Lemma dokazana. Lemma 2. Esli ‖u‖n,φ,F 6 1, to v =^{uφ0(E1/2F (u))}_{E1/2F (u)} ∈ Ln,ψ,F (G) i I(v) = ∫ ψ(E^{1/2}_F (v))dσ 6 1.

Dokazatel~stvo. Snaqala dokaßem neravenstvo ∫ E_F (u, v)dσ 6 ‖u‖_{n,φ,F} I(v) (5) dlØ u ∈ L_{n,φ,F} (G) i l¸boæ funkcii v ∈ L_{n,ψ,F} (G) takoæ, qto I(v)> 1.

Iz opredeleniØ vypukloæ funkcii vytekaet, qto ψ(αt) 6 αψ(t) pri α < 1. Sledovatel~no, ψ ( E^{1/2}_F (v) I(v) ) 6^ψ ( E^{1/2}_F (v) ) I(v) . Ots¸da ∫ ψ ( E^{1/2}_F (v) I(v) ) dσ 6 1. Takim obrazom, ∫ E_F ( u, v I(v) ) dσ 6 ‖u‖n,φ,F , i my poluqaem neravenstvo (5).

118 ı. V. DYMQENKO

Pust~ teper~ ‖u‖_{n,φ,F} 6 1, G_m, m = 1, 2, . . ., – isqerpanie G oblastØmi koneqnoæ lebegovoæ mery,

u_m(x) = { u(x), x ∈ G_m ∩ {x : E^{1/2}_F (u(x)) 6 m}, 0 v protivnom sluqae.

Posledovatel~nost~ u_m shoditsØ v L_{n,φ,F} (G) k u pri m → ∞ v srednem, sledovatel~no, i po norme. Po postroeni¸,

φ^′(E^{1/2}_F (u_m)) ∈ L_{n,ψ,F} (G). Esli utverßdenie lemmy neverno, to

suwestvuet M takoe, qto pri m > M ∫ ψ ( φ^′(E^{1/2}_F (u_m)) ) dσ > 1. Ispol~zuØ izvestnye svoæstva vypuklyh funkciæ i neravenstvo (5) s v =^{um φ}

0_{(E}1/2_{F (um))}

E1^/2_F (u_m ) , poluqim, qto pri m > M dlØ nekotoro-

go c > 0 ∫ ψ ( φ^′(E^{1/2}_F (u_m)) ) dσ < ∫ { ψ ( φ^′(E^{1/2}_F (u_m)) ) dσ + φ(E^{1/2}_F (u_m)) } dσ − c = ∫ E^{1/2}_F (u_m)φ^′(E^{1/2}_F (u_m))dσ − c 6 ‖u_m‖_{n,φ,F} ∫ ψ ( φ^′(E^{1/2}_F (u_m)) ) dσ − c. �to protivoreqit tomu, qto ‖u_m‖_{n,φ,F} → ‖u‖_{n,φ,F} 6 1 pri m → ∞. Lemma dokazana. Lemma 3. Esli ‖u‖n,φ,F 6 1, to^∫ φ(E^{1/2}_F (u))dσ 6 ‖u‖n,φ,F . Dokazatel~stvo. Pust~ v – funkciØ, udovletvorØ¸waØ uslovi¸ predyduweæ lemmy. Imeem sledu¸wu¸ cepoqku sootnoxeniæ: ∫ φ(E^{1/2}_F (u))dσ < ∫ E^{1/2}_F (u)φ^′(E^{1/2}_F (u))dσ = ∫ E_F (u, v)dσ 6 ‖u‖_{n,φ,F} . Iz lemmy 3 sleduet, qto esli posledovatel~nost~ u_m ∈

L_{n,φ,F} (G) shoditsØ po norme, to ona shoditsØ i v srednem.

Ispol~zuØ tehniku iz [2], moßno dokazat~, qto prostranstva

L_{φ,F} (G) i L_{n,φ,F} (G) polny. Dokaßem, naprimer, polnotu pro-

stranstva L_{n,φ,F} (G).

RAVENSTVO EMKOSTI I MODUL˚ KONDENSATORA 119

Teorema 1. Prostranstvo Ln,φ,F (G) polno.

Dokazatel~stvo. Pust~ dana fundamental~naØ v Ln,φ,F (G) posledovatel~nost~ u_m, t. e. lim p,q→∞ ‖ u_p − u_q‖_{n,φ,F} = 0. Togda ∫

φ(E^{1/2}_F (u_p − u_q))dσ → 0

pri p, q → ∞. Ots¸da sleduet, qto posledovatel~nost~ u_m(x) shoditsØ po mere. Togda iz nee moßno vydelit~ podposledovatel~nost~ u_{mk} (x), shodØwu¸sØ poqti vs¸du v G k nekotoroæ funkcii u_0(x).

DlØ l¸bogo ε > 0 suwestvuet N takoe, qto pri p, q > N i dlØ l¸boæ funkcii v ∈ L_{n,ψ,F} (G), udovletvorØ¸weæ uslovi¸ ∫ ψ(E^{1/2}_F (v))dσ 6 1, vypolneno neravenstvo ∫ E_F (u_{mp} − u_{mq} , v)dσ < ε. PerehodØ v fftom sootnoxenii k predelu pri q → ∞ i ispol~zuØ lemmu Fatu, poluqim: ∫ E_F (u_{mp} − u_0, v)dσ 6 ε. Sledovatel~no, ‖u_{mp} − u_0‖_{n,φ,F} 6 ε, pofftomu u_{mp} − u_0 ∈ L_{n,φ,F} (G),

u_0 ∈ L_{n,φ,F} (G) i u_{mk} shoditsØ po norme k u_0 v L_{n,φ,F} (G). Takim

obrazom, u_m → u_0 v L_{n,φ,F} (G) pri k → ∞.

Lemma 4. Pust~ Γ – nekotoroe semeæstvo krivyh v R^n. Mφ,F (Γ) =

0 v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda suwestvuet neotricatel~- naØ funkciØ h ∈ L_{φ,F} (R^n) takaØ, qto ∫ γ hds_F = ∞ dlØ l¸boæ γ ∈ Γ.

Dokazatel~stvo. Pust~ suwestvuet funkciØ h s trebuemymi svoæstvami. Togda dlØ l¸bogo natural~nogo k^h_k ∧ M_{φ,F} (Γ). Ots¸da

M_{φ,F} (Γ) 6 ∫ φ ( h k ) dσ → 0 pri k → ∞. Obratno, pust~ M_{φ,F} (Γ) = 0. Togda suwestvu¸t krivye ρ_k ∧

M_{φ,F} (Γ) takie, qto ∫ φ(ρ_k)dσ < (2C)^{−k}, gde C – konstanta iz (1).

120 ı. V. DYMQENKO

Pust~ h = φ^{−1} (_∞ ∑ k=1 C^kφ(ρ_k) ) . Imeem: ∫ φ(h)dσ = ∞∑ k=1 C^k ∫ φ(ρ_k )dσ < ∞∑ k=1 2^{−k} = 1

i vmeste s tem dlØ l¸boæ krivoæ γ ∈ Γ ∫ γ hds_F = ∫ γ φ^{−1} (_∞ ∑ k=1 C^kφ(ρ_k) ) ds_F ¿ ∫ γ φ^{−1} ( C^kφ(ρ_k) ) ds_F ¿ ∫ γ φ^{−1} ( φ(2^kρ_k) ) ds_F = 2^k ∫ γ ρ_kds_F ¿ 2^k → ∞ pri k → ∞.

Lemma dokazana.

Lemma 5. Pust~ Γ – semeæstvo krivyh v R^n. Esli^∫ φ(|ρk−ρ|)dσ →

0 pri k → ∞, to suwestvuet podposledovatel~nost~ ρ_{kl} takaØ, qto dlØ l¸bogo ε > 0 suwestvuet semeæstvo Γ_ε ⊂ Γ, udovletvorØ¸wee usloviØm: M_{φ,F} (Γ_ε) < ε i ∫ γ |ρ_{kl} − ρ|ds_F^{−→}→ 0 pri l → ∞ na Γ \ Γ_ε.

Dokazatel~stvo. Pust~ kl – takaØ posledovatel~nost~ natural~nyh qisel, dlØ kotoroæ ∫ φ(|ρ_{kl} − ρ|)dσ < (2C)^{−k}. Oboznaqim f_l = |ρ_{kl} − ρ|, A_l = {γ ∈ Γ : ∫ γ f_l ds_F > 2^{−l}}, B_s = ⋃ l>s A_l. Pust~ s_0 takoe, qto 2^{−s0} < ε. Pokaßem, qto za Γ_ε moßno prinØt~ semeæstvo B_{s0} . Imeem:

M_{φ,F} (A_l) 6 ∫ φ(2^lf_l)dσ 6 C^l ∫ φ(f_l)dσ < 2^{−l}, M_{φ,F} (B_{s0} ) 6 ∑ l>s0 M_{φ,F} (A_l) 6 2^{−s0} < ε,

RAVENSTVO EMKOSTI I MODUL˚ KONDENSATORA 121 a na Γ \ B_{s0} dlØ vseh l > s_0 poluqaem ∫ γ f_lds_F 6 2^{−l}, t.e. ∫ γ |ρ_{kl} − ρ|ds_F^{−→}→ 0. V kaqestve sledstviØ poluqaem obobwenie dlØ sluqaØ (φ, F )- modulØ rezul~tata iz [8], kotoroe budet ispol~zovat~sØ dalee. Sledstvie. Esli^∫ φ(|ρk − ρ|)dσ → 0 pri k → ∞, to suwestvuet

podposledovatel~nost~ ρ_{kl} takaØ, qto ∫ γ |ρ_{kl} −ρ|ds_F → 0 pri l → ∞ dlØ poqti vseh γ ∈ Γ.

Deæstvitel~no, voz~mem v lemme ε =^1_m . Togda suwestvu¸t Γ_m s M_{φ,F} (Γ_m) <^1_m takie, qto dlØ l¸bogo natural~nogo m na Γ \ Γ_m ∫ γ |ρ_{kl} − ρ|ds_F → 0, sledovatel~no, shodimost~ imeet mesto

na Γ \ Γ_0, gde Γ_0 =^∞ ⋂ m=1 Γ_m i M_{φ,F} (Γ_0) = 0.

Teorema 2. Prostranstvo L^1_{φ,F} (G) polno.

Dokazatel~stvo. Pust~ posledovatel~nost~ uk fundamental~na v L^1_{φ,F} (G), t.e. ∫ φ(E^{1/2}_F (∇u_k − ∇u_l))dσ → 0 pri k, l → ∞. Dokaßem, qto suwestvuet funkciØ u ∈ L^1_{φ,F} (G) takaØ, qto u_k → u pri k → ∞ v L^1_{φ,F} (G).

Moßno sqitat~, qto m(G) < ∞ i na G c_1|a|^2 6 E_F (a) 6 c_2|a|^2,

c_1ds^2 6 ds^2_F 6 c_2ds^2, c_1dσ 6 dx 6 c_2dσ (c_1, c_2 – nekotorye polo-

ßitel~nye konstanty), inaqe razbivaØ G \{∞} na sqetnoe qislo mnoßestv G_l, l = 1, 2, . . ., kompaktno leßawih v G i udovletvorØ- ¸wih vyxeprivedennym usloviØm, poluqim dlØ kaßdogo iz fftih mnoßestv funkci¸ u^l ∈ L^1_{φ,F} (G_l) taku¸, qto u_k → u^l na G_l pri

k → ∞. Dalee, poloßiv u = u^l na G_l, l = 1, 2, . . ., legko poluqaem,

qto u ∈ L^1_{φ,F} (G) i u_k → u na G.

Pri takih usloviØh na G prostranstva L_{φ,F} (G), L^1_{φ,F} (G) i

L_{n,φ,F} (G) sovpada¸t sootvetstvenno s prostranstvami L_φ(G),

122 ı. V. DYMQENKO L^1_φ(G) i L_{n,φ}(G). Po teoreme 1, suwestvuet funkciØ f ∈ L_{n,φ,F} (G)

takaØ, qto ∫ φ(E^{1/2}_F (∇u_k − f))dσ → 0 pri k → ∞. Sledovatel~no, po sledstvi¸ iz lemmy 5 suwestvuet podposledovatel~nost~ u_{kl} , dlØ kotoroæ ∫ γ |∇u_{kl} − f|ds_F 6 c^{−1/2}_1 ∫ γ E^{1/2}_F (∇u_{kl} − f)ds_F → 0, γ ∈ Γ \ Γ_0,

gde Γ – semeæstvo vseh lokal~no sprØmlØemyh krivyh v G, a

M_{φ,F} (Γ_0) = 0. Po lemme 4 suwestvuet funkciØ h ∈ L_{φ,F} (G) takaØ, qto ∫ γ hds_F = ∞ dlØ l¸boæ γ ∈ Γ_0. Po neravenstvu Gel~dera

imeem (sm. [2]): ∫ (1 + |x|)^{1−n}h(x) dx 6 6^{(∫} φ(h)dx + 1^{) (∫} ψ((1 + |x|)^{1−n})dx + 1^) 6 (∫ φ(h)dx + 1 ) (m(G)ψ(1) + 1) < ∞.

Znaqit, po teoreme iz [8], potencial U^h_1 ØvlØetsØ summiruemoæ funkcieæ v G i mnoßestvo E teh toqek iz G, gde U^h_1 = ∞, imeet lebegovu meru 0. Dal~neæxee dokazatel~stvo provoditsØ tak ße, kak i v [8].

Pust~ 0 < ε < 1/2, K = { η ∈ R^n : 1 2 6 |η| 6^3_2^},

G_k – otkrytye mnoßestva, isqerpyva¸wie iznutri G \(E_0 ∪ E_1).

Funkcii log n∑ i,j=1 g_{ij}(x)η_iη_j, log n∑ i,j=1 g_{ij}(∞)η_iη_j i log √ g(x) nepreryvny sootvetstvenno na G × K, K i G (vtoraØ funkciØ rassmatrivaetsØ, esli ∞ ∈ G). Sledovatel~no, dlØ l¸bogo k

RAVENSTVO EMKOSTI I MODUL˚ KONDENSATORA 123 oni ravnomerno nepreryvny na (G_k \ {∞}) × K, K i G_k \ {∞}, sootvetstvenno, t.e. dlØ dannogo ε > 0 suwestvuet δ_k takoe, qto dlØ l¸byh x^′, x^{′′} ∈ G_k : |x^′ − x^{′′}| < δ_k i dlØ l¸byh η^′, η^{′′} ∈ K takih, qto |η^′ − η^{′′}| < δ_k, ime¸t mesto neravenstva: n∑ i,j=1 g_{ij}(x^′)η^′_iη^′_j n∑ i,j=1 g_{ij}(x^{′′})η^{′′}_i η^{′′}_j < 1 + ε,

n∑ i,j=1 g_{ij}(∞)η^′_iη^′_j n∑ i,j=1 g_{ij}(∞)η^{′′}_i η^{′′}_j < 1 + ε, √ g(x^′) g(x^{′′}) < 1 + ε (6)

(vtoroe neravenstvo opuskaetsØ, esli ∞ /∈ G).

Pust~ d_k = d(∂G_k, ∂G_{k+1}), k ¿ 1. Poloßim dlØ edinoobraziØ rassußdeniæ d_0 = δ_0 = ∞, G_0 = G_{−1} = ∅.

Lemma 6. Suwestvuet funkciØ αε(x) ∈ C^∞(G \ (E0 ∪ E1)), udovle-

tvorØ¸waØ usloviØm:

1. 0 < α_ε(x) < 1, α_ε(x) < d(x, ∂G ∪ E_0 ∪ E_1), |∇α_ε(x)| < min(1, ε), esli x ∈ G \ (E_0 ∪ E_1), 2. α_ε(x) < d_k, α_ε(x) < δ_{k+1}, |∇α_ε(x)| < δ_{k+1} pri x ∈ G_k \ G_{k−1}.

Dokazatel~stvo. Pust~ ak = min{1, dk, δk+1}, bk = min{1, δk+1, ε}. Suwestvuet funkciØ β_k(x) ∈ C^∞(G) takaØ, qto β_k(x) ¿ 0 v G,

β_k(x) > 0 v G_k \ G_{k+1} i β_k(x) = 0 na (G \ G_{k+1}) ∪ G_{k−2}. UmnoßaØ

na konstantu, moßno sqitat~, qto β_k(x) < 1 3 min{a_{k−1}, a_k, a_{k+1}}, |∇β_k(x)| < 1 3 min{b_{k−1}, b_k, b_{k+1}}, 3β_k(x) < d(x, ∂G ∪ E_0, ∪E_1), esli x ∈ G_{k+1} \ G_{k−2}. Togda funkciØ α_ε(x) = ∑ k β_k(x) udovletvorØet usloviØm lemmy.

124 ı. V. DYMQENKO

Teorema 3. Infimum v opredelenii Mφ,F (E0, E1, G) moßno brat~

tol~ko po nepreryvnym v G \ (E_0 ∪ E_1) dopustimym funkciØm.

Dokazatel~stvo. Pust~ zadano ε > 0 i funkciØ ρ∧Mφ,F (E0, E1, G) takova, qto ∫ φ(ρ)dσ < M_{φ,F} (E_0, E_1, G) + ε. Pust~ takße χ(x) ∈

C^∞(R^n), supp χ ⊂ B(0, 1), ∫ χ(x)dx = 1. Rassmotrim funkci¸

ρ_ε(x) = ∫ B(0,1) ρ(x + α_ε(x)y)χ(y)dy. Oqevidno, qto ρ_ε(x) ∈ C^∞(G \ (E_0 ∪ E_1)).

Pust~ γ ∈ Γ. Togda ∫ γ ρ_εds_F = ∫ γ ∫ B(0,1) ρ(x + α_ε(x)y)χ(y)dy n∑ i,j=1 g_{ij}(x)dx_idx_j =

∫ B(0,1) χ(y)dy ∫ γ ρ(x + α_ε(x)y) n∑ i,j=1 g_{ij}(x)dx_idx_j. Rassmotrim vnutrenniæ integral. Pust~ z(x) = x + α_ε(x)y, ds – fflement dliny krivoæ γ v evklidovoæ metrike. Togda ∫ γ ρ(z(x)) n∑ i,j=1 g_{ij}(x) dx_i ds dx_j ds ds =

= ∫ z(γ) ρ(z) n∑ i,j=1 g_{ij}(z) dz_i ds dz_j ds

√_n ∑ i,j=1 g_{ij}(x)^{dxi}_{ds}^{dxj}_{ds} √_n ∑ i,j=1 g_{ij}(z)^{dzi}_{ds}^{dzj}_{ds} ds. (7)

Voz~mem toqku x ∈ γ \ {∞}, v kotoroæ suwestvuet kasatel~naØ k γ. Togda suwestvuet k takoe, qto x ∈ G_k. Sledovatel~no, z(x) ∈

G_{k+1} i |z − x| < δ_{k+1} po postroeni¸ funkcii α_ε(x). Imeem takße: | | | | dx ds | | | | = 1, | | | | dz ds − dx ds | | | | < δ^{k+1}.

RAVENSTVO EMKOSTI I MODUL˚ KONDENSATORA 125 Ots¸da sleduet, qto dlØ H^1-poqti vseh x ∈ γ drob~ pod integralom v pravoæ qasti (7) ne men~xe (1 + ε)^{−1}. Tak kak z(γ) ∈ Γ, to v silu dopustimosti ρ poluqaem, qto ∀γ ∈ Γ ∫ γ ρ_εds_F ¿ 1 1 + ε , t.e. (1 + ε)ρ_ε ∧ M_{φ,F} (Γ). Dalee, ∫ φ(ρ_ε)dσ = ∫ φ ∫ B(0,1) ρ(x + α_ε(x)y)χ(y)dy dσx 6 6^∫ dσx^∫ B(0,1) φ(ρ(x + α_ε(x)y))χ(y)dy =

= ∫ B(0,1) χ(y)dy ∫ φ(ρ(x + α_ε(x)y))dσ_x. Moßno sqitat~, qto vnutrenniæ integral beretsØ po G\(E_0 ∪E_1). Ocenim ego, poloßiv snova z(x) = x + α_ε(x)y: ∫ G\(E0∪E1 ) φ(ρ(x + α_ε(x)y))dσ_x = ∫ z(G\(E0∪E1 )) φ(ρ(z)) dσ_x dσ_z dσ_z, gde dσ_x dσ_z = lim_{r→0} σ(B(x, r)) σ(z(B(x, r))) . �ta formula verna, tak kak otobraßenie z(x) in~ektivno i pofftomu otobraßenie z : G \ (E_0 ∪ E_1) → z(G \ (E_0 ∪ E_1)) vzaimno odnoznaqno. z(B(x, r)) soderßit xar s centrom z(x) i radiusom inf |x0_{−x|=r} |z(x^′) − z(x)|. No |z(x^′)−z(x)| ¿ |x^′ −x|−|α_ε(x^′)−α_ε(x)| ¿ (1−ε)r, tak kak |∇α_ε| < ε. Takim obrazom, dσ_x dσ_z 6 lim_{r→0} ∫ B(x,r) √ g(w)dw ∫ B(z(x),(1−ε)r) √ g(w)dw =

126 ı. V. DYMQENKO = √ g(x) (1 − ε)^n √ g(z(x)) 6 1 + ε (1 − ε)^n v silu svoæstv funkcii α_ε(x). Itak, my poluqili, qto ∫ G\(E0∪E1 ) φ(ρ_ε)dσ 6 1 + ε (1 − ε)^n ∫ G\(E0∪E1 ) φ(ρ)dσ. FunkciØ (1 + ε)ρ_ε ∧ Γ, nepreryvna v G \ (E_0 ∪ E_1) i ∫ φ((1 + ε)ρ_ε)dσ 6 (1 + ε)^p ∫ φ(ρ_ε)dσ 6 (1 + ε)^{p+1} (1 − ε)^n ∫ φ(ρ)dσ 6 6^{(1 + ε)p+1}

(1 − ε)^n

(M_{φ,F} (E_0, E_1, G) + ε),

gde p – konstanta iz (2). Lemma dokazana. Lemma 7. max |η|=1 n∑ i,j=1 ∂v ∂x_i ∂v ∂x_j ηiηj n∑ i,j=1 g_{ij}η_iη_j = n∑ i,j=1 g^{ij} ∂v ∂x_i ∂v ∂x_j .

Dokazatel~stvo fftoæ lemmy privedeno v [3]. 3. Ravenstvo (φ, F )-modulØ i (φ, F )-emkosti Teorema 4._M

φ,F (E_0, E_1, G) = C_{φ,F} (E_0, E_1, G),

esli dlØ l¸boæ toqki iz ∂G \ {∞} suwestvuet ee okrestnost~ U takaØ, qto ∫ U∩G dσ < ∞. Dokazatel~stvo. Dokaßem snaqala neravenstvo

M_{φ,F} (E_0, E_1, G) 6 C_{φ,F} (E_0, E_1, G). (8)

Voz~mem proizvol~nu¸ funkci¸ v, dopustimu¸ dlØ C_{φ,F} (E_0,

E_1, G). Analogiqno [1], pokaßem, qto funkciØ ρ(x) = { E^{1/2}_F (∇v(x)), x ∈ G \ {∞}, 0, x ∈ R^n \ G

RAVENSTVO EMKOSTI I MODUL˚ KONDENSATORA 127 dlØ l¸boæ krivoæ γ ∈ Γ udovletvorØet neravenstvu ∫ γ | | | | dv ds (x(s)) | | | | ds ¿ 1. Iz lemmy 7 sleduet, qto | | |dv ds (x(s)) | | |^2 6 E_F (∇v) n∑ i,j=1 g_{ij}(x) dx_i ds dx_j ds . Ots¸da vytekaet dopustimost~ funkcii ρ(x) dlØ M_{φ,F} (E_0,

E_1, G). Sledovatel~no,

M_{φ,F} (E_0, E_1, G) 6 ∫ φ(ρ)dσ = ∫ φ(E^{1/2}_F (∇v))dσ. V silu proizvol~nosti v neravenstvo (8) dokazano.

Dokaßem teper~ obratnoe neravenstvo. V opredelenii modulØ kondensatora pri ograniqeniØh, naloßennyh v formulirovke teoremy, infimum moßno brat~ po funkciØm, poloßitel~nym v

G \ {∞}. Kak i v [1], vzØv nepreryvnu¸ v G funkci¸ f , poloßi-

tel~nu¸ v l¸boæ ograniqennoæ qasti G i taku¸, qto ∫ φ(f)dσ men~xe l¸bogo napered zadannogo qisla, obrazuem novu¸ funkci¸ ρ^′ = max(ρ, f). Ona budet udovletvorØt~ vsem vyxepereqislennym usloviØm i ∫ φ(ρ^′)dσ budet skol~ ugodno malo otliqat~-

sØ ot ∫ φ(ρ)dσ. TakaØ funkciØ f suwestvuet v silu usloviØ teo-

remy.

Itak, pust~ M_{φ,F} (E_0, E_1, G) < ∞, ρ dopustima dlØ M_{φ,F} (E_0,

E_1, G), nepreryvna v G \ (E_0 ∪ E_1), polunepreryvna snizu v R^n,

poloßitel~na v G\(E_0 ∪E_1 ∪{∞}) i ∫ φ(ρ)dσ < M_{φ,F} (E_0, E_1, G)+^ε_2 .

Pust~ takße G_{ik}, k = 1, 2, . . ., – otkrytye mnoßestva, isqerpyva¸wie snarußi E_i, i = 0, 1 (t.e. G_{ik} ⊃ G_{i,k+1}, k = 1, 2, . . ., ∞⋂ k=1 G_{ik} = E_i, i = 0, 1), i takie, qto G_{01} ∩ G_{11} = ∅. Sqitaem, qto

∞ /∈ ∂G_{ik}, i = 0, 1, k = 1, 2, . . ., i, esli ∞ ∈ G \ (E_0 ∪ E_1), to

pust~ ∞ ∈ G \ (G_{01} ∪ G_{11}).

Oboznaqim

V_{01} = V_{11} = G \ (G_{01} ∪ G_{11}), V_{ik} = (G_{i,k−1} \ G_{ik}) ∩ G, V_k = V_{0k} ∪ V_{1k},

α_k = d_F (∂G_{0k} ∪ ∂G_{1k}, ∂G_{0,k+1} ∪ ∂G_{1,k+1}) > 0, k ¿ 1, i = 0, 1.

128 ı. V. DYMQENKO

Voz~mem posledovatel~nost~ ε_k taku¸, qto

2^{p+1} ∞∑ k=1 ε_k < ε, ε_k inf_{Vk∩G} ρ < α_k, k = 2, 3, . . ., (9) gde p – konstanta iz (2). Predpoloßim snaqala, qto ∂G \ (E_0 ∪

E_1) ≠ ∅.

Pust~ Δ_k, k ¿ 1, – isqerpanie oblasti G iznutri otkrytymi mnoßestvami. Voz~mem k_l nastol~ko bol~xim, qto ∫ B_{kl} φ(ρ)dσ < ε^{p+1}_l (10)

pri l ¿ 1, gde

B_{k1} = (G \Δ_{k1})∩(V_1 ∪ V_2), B_{kl} = (G \Δ_{kl} )∩(V_{l−1} ∪ V_l ∪ V_{l+1} ), l ¿ 2.

Poloßim B = ⋃ l B_{kl} . Esli ∂G ⊂ E_0 ∪ E_1, to polagaem B = ∅. Krome togo, esli ∞ ∈ G \ (E_0 ∪E_1), to moßno sqitat~, qto ∞ ∈ V_1 \B. Pust~ W_l = B ∩G∩V_l . Vvedem funkci¸

ρ_1 = ρ ε_k , x ∈ W_k, 0, x ∈ R^n \ ∞⋃ k=1 W_k. FunkciØ ρ_2 = ρ + ρ_1 dopustima dlØ M_{φ,F} (E_0, E_1, G) i ∞∑ k=1 ∫ W_k φ(ρ_2)dσ = ∞∑ k=1 ∫ W_k φ (( 1 + 1 ε_k ) ρ ) dσ 6 6^{∞∑}_{k=1}^∫_W k φ ( 2ρ ε_k ) dσ < 2^p ∞∑ k=1 ε^{−p}_k ∫ W_k φ(ρ)dσ < ε 2 v silu (2), (9) i (10). Ots¸da ∫ φ(ρ_2 )dσ = ∫ G\B φ(ρ)dσ + ∞∑ k=1 ∫ W_k φ(ρ_2)dσ < M_{φ,F} (E_0, E_1, G)+ε. (11)

RAVENSTVO EMKOSTI I MODUL˚ KONDENSATORA 129 Pri pomowi rassußdeniæ, analogiqnyh privedennym v [1], poluqaem, qto ∃k : ∀γ ∈ Γ_k ∫ γ ρ_2ds_F > 1 − ε, (12)

gde Γ_k – semeæstvo krivyh, soedinØ¸wih G_{0k} i G_{1k} v G.

Vvedem funkci¸

ρ^′(x) = ρ_2(x) 1 − ε , x ∈ G \ (G_{0k} ∪ G_{1k}), 0, x /∈ G \ (G_{0k} ∪ G_{1k}). Ona lokal~no ograniqena na G \ (E_0 ∪ E_1). Pokaßem, qto funkciØ

v(x) = inf ∫ γ(x) ρ^′ds_F , gde infimum beretsØ po vsem krivym γ(x), soedinØ¸wim G_{0k} s toqkoæ x, lokal~no lipxiceva v G \ (G_{0k} ∪ G_{1k}) i poqti vs¸du udovletvorØet neravenstvu

E^{1/2}_F (∇v) 6 ρ^′. (13)

Voz~mem toqku x i nekotoryæ xar B(x, t_0), prinadleßawie G \ (G_{0k} ∪ G_{1k}). Pust~ x^′ = x + tθ, gde 0 < t 6 t_0, θ ∈ R^n, |θ| = 1. Imeem: v(x + tθ) − v(x) = v(x^′) − v(x) 6 x0∫ x ρ^′ds_F . Zdes~ integral beretsØ po otrezku [x, x^′]. Dalee poluqaem: x0∫ x ρ^′ds_F 6 max_{B(x,t)} ρ^′ t∫ 0 n∑ i,j=1 g_{ij}(x + rθ)θ_iθ_j dr. Ob¨edinØØ ffti dva neravenstva, delØ na t i ustremlØØ t k nul¸, nahodim:_n ∑ i=1 θ_i ∂v ∂x_i = dv dθ 6 ρ^′(x) n∑ i,j=1 g_{ij} (x)θ_iθ_j .

130 ı. V. DYMQENKO Ots¸da (_n ∑ i=1 θ_i^{∂v}_{∂xi} )_2

n∑ i,j=1 g_{ij}(x)θ_iθ_j = n∑ i,j=1 θ_iθ_j^{∂v}_{∂xi}^{∂v}_{∂xj} n∑ i,j=1 g_{ij}(x)θ_iθ_j 6 ρ^′. PerehodØ k maksimumu po θ i ispol~zuØ lemmu 7, poluqim (13).

Krome togo, v(x) = 0 na E_0 i v(x) ¿ 1 na E_1. Takim obrazom, funkciØ ~v = min (1, v) dopustima dlØ C_{φ,F} (E_0, E_1, G). Imeem sledu¸wu¸ cepoqku neravenstv:

C_{φ,F} (E_0, E_1, G) 6 ∫ G φ(E^{1/2}_F (∇~v))dσ 6 ∫ G φ(E^{1/2}_F (∇v))dσ 6 6^∫ φ(ρ^′)dσ 6^∫ φ^{( ρ2}_{1 − ε}^) dσ 6^1_{(1 − ε)p}^∫ φ(ρ2 )dσ 6 6^1_{(1 − ε)p} (Mφ,F (E0, E1, G) + ε). V silu proizvol~nosti ε teorema dokazana.

4. Suwestvovanie i edinstvennost~ ffkstremal~nyh funkciæ dlØ modulØ i emkosti

V fftoæ qasti raboty naloßim na funkci¸ φ sledu¸wee ograniqenie: libo φ( √ t) vypukla, libo φ(t) = t^s, s > 1.

Teorema 5. Pust~ Γ – semeæstvo krivyh v R^n. Togda suwestvuet

edinstvennaØ (s toqnost~¸ do mnoßestva lebegovoæ mery nul~) ffkstremal~naØ funkciØ dlØ M_{φ,F} (Γ).

Dokazatel~stvo. Esli Mφ,F (Γ) = ∞, to v kaqestve ffkstremal~- noæ funkcii moßno vzØt~ ρ ≡ ∞.

Pust~ M_{φ,F} (Γ) < ∞ i ρ_k – posledovatel~nost~ dopustimyh funkciæ takaØ, qto ∫ φ(ρ_k)dσ → M_{φ,F} (Γ) pri k → ∞. Rassmotrim

snaqala sluqaæ, kogda φ( √ t) vypukla. Ispol~zuØ (3), poluqim: ∫ φ ( ρ_k + ρ_l 2 ) dσ + ∫ φ ( ρ_k − ρ_l 2 ) dσ 6 6^1_2^{(∫} φ(ρk )dσ +^∫ φ(ρl)dσ^) .

RAVENSTVO EMKOSTI I MODUL˚ KONDENSATORA 131 Tak kak funkciØ^{ρk +ρl}_2 ∧ M_{φ,F} (Γ), a pri bol~xih k, l pravaØ qast~ poslednego neravenstva skol~ ugodno malo otliqaetsØ ot

M_{φ,F} (Γ), to iz fftogo neravenstva sleduet fundamental~nost~ po-

sledovatel~nosti ρ_k, a v silu polnoty prostranstva L_{φ,F} (R^n) – ee shodimost~ k nekotoroæ funkcii ρ iz fftogo prostranstva: ∫ φ(|ρ_k − ρ|)dσ → 0, k → ∞. Pofftomu dlØ poqti vseh γ ∈ Γ suwestvuet podposledovatel~- nost~ ρ_{km} takaØ, qto ∫ γ |ρ_{km} − ρ|ds_F → 0, a ffto znaqit, qto ρ poqti

dopustima dlØ M_{φ,F} (Γ) i, oqevidno, dlØ nee vypolnØetsØ ravenstvo (4).

Esli ρ^′ – ewe odna ffkstremal~naØ funkciØ, to primenØØ (3) s

f = ρ, g = ρ^′ i provodØ analogiqnye rassußdeniØ, poluqim, qto ∫ φ(|ρ^′ − ρ|)dσ = 0, t.e. ρ^′ = ρ poqti vs¸du.

DlØ sluqaØ φ(t) = t^s, s > 1, dokazatel~stvo provodim podobnym obrazom, ispol~zuØ neravenstvo Klarksona. Teorema 6. Esli Cφ,F (E0, E1, G) > 0, to suwestvuet edinstven-

naØ (s toqnost~¸ do mnoßestva lebegovoæ mery nul~) ffkstremal~naØ funkciØ dlØ C_{φ,F} (E_0, E_1, G) takaØ, qto lim_{x→Ej ,x∈γ} u(x) = j,

j = 0, 1, dlØ poqti vseh krivyh γ, soedinØ¸wih E_0 i E_1 v G. Krome togo, l¸baØ posledovatel~nost~ dopustimyh funkciæ u_k(x), dlØ kotoroæ ∫

φ(E^{1/2}_F (∇u_k))dσ → C_{φ,F} (E_0, E_1, G), (14)

shoditsØ k u(x) pri k → ∞ poqti vs¸du v G \ (E_0 ∪ E_1).

Dokazatel~stvo. Pust~ uk – l¸baØ posledovatel~nost~ dopustimyh funkciæ, dlØ kotoroæ vypolnØetsØ (14).

Ispol~zuØ neravenstva Klarksona, esli φ(t) = t^s, ili neravenstvo (3), esli φ( √ t) vypukla, moßno pokazat~ ravnomernu¸ vypuklost~ prostranstva L_{n,φ,F} (G), t.e. qto dlØ l¸bogo ε > 0 suwestvuet takoe δ, qto dlØ l¸byh f_1, f_2 ∈ L_{n,φ,F} (G) s ‖f_1‖ 6 1 i ‖f_2‖ 6 1 iz neravenstva ‖f_1 − f_2‖ ¿ ε sleduet neravenstvo

‖f_1 + f_2‖ 6 2(1 − δ).

Ispol~zuØ metod raboty [5], poluqim, qto u_k shoditsØ k nekotoroæ funkcii u ∈ L^1_{φ,F} (G). Opredelim mnoßestvo E, semeæstva krivyh Γ, Γ_0 i funkci¸ h tak ße, kak i v teoreme 2.

132 ı. V. DYMQENKO

Pust~ dana krivaØ γ iz Γ \ Γ_0. Voz~mem toqku x_0, leßawu¸ na

γ \ E, i predpoloßim, qto posledovatel~nost~ u_k(x_0) shoditsØ.

Rassmotrim dugu γ^′ ⊂ γ, kotoraØ soedinØet x_0 s E_0. Esli x ∈

γ^′ \ E, to v silu neravenstva x∫ x0 |∇u_k − ∇u|ds 6 ∫ γ |∇u_k − ∇u|ds, gde pervyæ integral beretsØ po qasti krivoæ γ, soedinØ¸weæ x_0 s x, poluqim, qto

u_k(x) − u_k(x_0) = x∫ x0 n∑ i=1 ∂u_k ∂x_i dx_i^{−→}→ x∫ x0 n∑ i=1 ∂u ∂x_i dx_i = u(x) − u(x_0), k → ∞, x ∈ γ^′ \ E, t.e. na γ^′ \ E u_k(x)^{−→}→ u(x). Iz fftogo sootnoxeniØ i togo fakta, qto u_k(x) → 0 pri x → E_0, x ∈ γ^′, poluqaem, qto u(x) → 0 pri

x → E_0, x ∈ γ^′.

Takim obrazom, my dokazali, qto po poqti vsem krivym u(x) → 0, kogda x → E_0 i, analogiqno, u(x) → 1, esli x ∈ E_1. Krome togo, tak kak l¸bu¸ toqku x ∈ G \ E moßno soedinit~ s x_0 krivoæ iz Γ \ Γ_0, to moßno zametit~, qto u_k(x) → u(x) pri k → ∞ na G \ E.

Dalee predpoloßim, qto posledovatel~nost~ u_k(x_0) ne shoditsØ. �to znaqit, qto suwestvu¸t dve podposledovatel~nosti

u^′_k(x_0) → c^′ i u^{′′}_k(x_0) → c^{′′} pri k → ∞, gde c^′ ≠ c^{′′}. RassußdaØ

analogiqno, poluqim funkcii u^′(x) i u^{′′}(x), sootvetstvenno, kotorye svØzany v G \ E ravenstvom u^{′′}(x) = u^′(x) − c^′ + c^{′′}. Ots¸da dlØ vseh krivyh γ ∈ Γ u^{′′}(x) − u^′(x) = c^{′′} − c^′, x ∈ γ \ E. No tak kak u^{′′}(x) − u^′(x) → 0, esli x → E_0 ∪ E_1 po poqti vsem ukazannym krivym, to c^′ − c^{′′} = 0 i u^′(x) = u^{′′}(x) poqti vs¸du v G. Teorema dokazana.

Literatura

1. I. N. Demxin, ı. V. Dymqenko, V. A. Xlyk, Kriterii nul~-mnoßestv dlØ vesovyh sobolevskih prostranstv, v nastoØwem sbornike.

2. M. A. Krasnosel~skiæ, ˚. B. Rutickiæ, Vypuklye funkcii i prostranstva Orliqa, M., 1958.

3. V. M. Mikl¸kov, Nekotorye priznaki paraboliqnosti i giperboliqnosti graniqnyh mnoßestv poverhnosteæ, Izv. RAN, Ser.mat. 60, No. 4 (1996), 111–158.

RAVENSTVO EMKOSTI I MODUL˚ KONDENSATORA 133

4. S. M. Nikol~skiæ, Priblißenie funkciæ mnogih peremennyh i teoremy vloßeniØ, M., 1977.

5. V. A. Xlyk, Emkost~ kondensatora i modul~ semeæstva razdelØ¸wih poverhnosteæ, Zap. nauqn. semin. LOMI 185 (1990), 168–182.

6. V. A. Xlyk, O ravenstve p-emkosti i p-modulØ, Sib. mat. ßurn. 34,

No. 6 (1993), 216–221.

7. V. A. Xlyk, Ob edinstvennosti ffkstremal~noæ funkcii dlØ p-emkosti kondensatora, Zap. nauqn. semin. POMI 226 (1996), 228–234.

8. B. Fuglede, Extremal length and functional completion, Acta Math. 126, No. 3 (1957), 171–219.

9. J. Hesse, A p-extremal length and p-capacity equality, Ark. Mat. 13, No. 1 (1975), 131–144.

Postupilo 29 i¸nØ 2000 g. Institut prikladnoæ matematiki DVO RAN, Vladivostok

E-mail: dymch@nt.pin.dvgu.ru