Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 276, 2001 g.

L. V. Kovalev

MONOTONNOST^ OBOBWENNOGO PRIVEDENNOGO MODUL˚

Privedennyæ modul~ otkrytogo mnoßestva harakterizuet asimptotiqeskoe povedenie emkosteæ kondensatorov ili moduleæ semeæstv krivyh pri vyroßdenii sootvetstvu¸wih ob¨ektov. V ideænom plane ffto ponØtie voshodit k rabotam G. Grœtxa i O. Teæhm¸llera naqala 20-go veka, a ego sistematiqeskoe ispol~zovanie v teorii funkciæ v soqetanii s simmetrizacionnoæ tehnikoæ beret naqalo v rabotah U. K. Heæmana (sm. [1]). Vposledstvii rassmatrivalis~ mnogoqislennye raznovidnosti privedennyh moduleæ [2, 3]. V. N. Dubinin [4–6] rassmotrel privedennyæ modul~, voznika¸wiæ pri stØgivanii plastin obobwennogo kondensatora v toqki po stepennomu zakonu. �ta konstrukciØ naxla dal~neæxee razvitie i priloßeniØ v stat~Øh [7–10].

Dostoinstvom fftogo podhoda ØvlØetsØ xirota klassa rexaemyh zadaq: teoremy iskaßeniØ, zadaqi ob ffkstremal~nom razbienii, neravenstva dlØ polinomov i drugie. Vmeste s tem sleduet otmetit~, qto opisaniØ ffkstremal~nyh ob¨ektov v rabotah [4– 10] nepolny libo otsutstvu¸t. DlØ ustraneniØ fftogo nedostatka neobhodimo rexit~ dve zadaqi: naæti neobhodimye i dostatoqnye usloviØ sohraneniØ privedennogo modulØ pri rasxirenii otkrytogo mnoßestva i pri ego simmetrizacionnyh preobrazovaniØh. V nastoØweæ stat~e rexena pervaØ iz fftih zadaq.

V pervom paragrafe vvodØtsØ oboznaqeniØ i dokazyva¸tsØ lemmy vspomogatel~nogo haraktera. V §2 naædeno neobhodimoe i dostatoqnoe uslovie ravenstva privedennyh moduleæ otkrytyh mnoßestv Ω i B, gde Ω ⊂ B i R^n\ B nepolØrno. S pomow~¸ fftogo kriteriØ v §3 rexena analogiqnaØ zadaqa pri uslovii polØrnosti mnoßestva R^n\B. V qetvertom paragrafe v kaqestve primera priloßeniØ rezul~tatov §3 naædeny ffkstremal~nye funkcii dlØ teoremy iskaßeniØ v klasse odnolistnyh funkciæ, otobraßa¸-

Rabota vypolnena pri podderßke RFFI (grant 99-01-00443) i programmy ”Universitety Rossii” (grant 991282). 219

220 L. V. KOVALEV wih ediniqnyæ krug na oblast~ s ograniqennym transfinitnym diametrom, dokazannoæ ranee V.N. Dubininym [5].

§1. OpredeleniØ. Vspomogatel~nye rezul~taty

1.1. Vs¸du niße N oboznaqaet mnoßestvo natural~nyh qisel, Nm = {1, . . ., m}, R^n – n-mernoe evklidovo prostranstvo toqek

x = (x_1, . . . , x_n), n ¿ 2, s normoæ |x| = √ x^2_1 + · · · + x^2_n i nulevym fflementom 0 = (0, . . ., 0). Qerez R^n = R^n∪{∞} oboznaqaetsØ odnotoqeqnaØ kompaktifikaciØ R^n. V dal~neæxem, esli ne ogovoreno protivnoe, topologiqeskie terminy (naprimer, granica mnoßestva E, oboznaqaemaØ ∂E) otnosØtsØ k topologii R^n. Vvedem takße sledu¸wie oboznaqeniØ:

R^n_∗ =^{ R^{n, n} ¿^{3,}

R^n, n = 2;^{Kn(x) =} { −x^{2−n}, n ¿ 3, log x, n = 2;

U(r) = {x ∈ R^n : |x| < r}, U= U(1);

E(a, r) = {x ∈ R^n : |x − a| 6 r}, a ∈ R^n; E(∞, r) = R^n \ U(1/r); –n =^{{ Γ(n/2)π−n/2(2n − 4)−1, n} ¿^{3,} (2π)^{−1}, n = 2.

Borelevskoe mnoßestvo E ⊂ R^n_∗ nazyvaetsØ polØrnym, esli dlØ l¸boæ koneqnoæ nenulevoæ borelevskoæ mery μ na R^n s kompaktnym nositelem, leßawim v E, vypolnØetsØ ravenstvo ∫∫ K_n(|x − y|) dμ(x)dμ(y) = −∞. Soglasno fftomu opredeleni¸, pri n ¿ 3 podmnoßestvo R^n, soderßawee ∞, ne ØvlØetsØ polØrnym. O polØrnyh mnoßestvah sm. [11–13]. V dal~neæxem fraza “priblizitel~no vs¸du” oznaqaet “vs¸du, za iskl¸qeniem polØrnogo mnoßestva”.

Pust~ B – otkrytoe podmnoßestvo R^n_∗, R^n\B nepolØrno. Funkcieæ Grina g_B(x, y) mnoßestva B s pol¸som v toqke y ∈ B nazyvaem naimen~xu¸ iz neotricatel~nyh garmoniqeskih v B \ {y} funkciæ, ime¸wih pri x → y asimptotiqeskoe razloßenie

g_B(x, y) = = { log |x| + log r(B, y) + o(1), esli n = 2 i y = ∞,

−K_n(|x − y|) + K_n(r(B, y)) + o(1) v protivnom sluqae.

MONOTONNOST^ OBOBWENNOGO PRIVEDENNOGO MODUL˚221 VhodØwaØ v ffto razloßenie veliqina r(B, y) nazyvaetsØ garmoniqeskim radiusom mnoßestva B otnositel~no toqki y [14, 15]. Suwestvovanie, edinstvennost~ i osnovnye svoæstva funkcii Grina dokazany v [11, s. 267–273], 12, s. 285–286].

Pust~ B ⊂ R^n_∗ – otkrytoe mnoßestvo, X = (x_1, . . . , x_m) – uporØdoqennyæ nabor razliqnyh toqek B, W = (w_1, . . ., w_m) ∈ R^m \ {0}. Oboznaqim

S(B, X, W )^{def}= m∑ k=1 w^2_kK_n(r(B, x_k)) + m∑ k=1 ∑ l≠k w_kw_lg_B(x_k, x_l),

esli mnoßestvo R^n \ B nepolØrno, i

S(B, X, W )^{def}= − ∑ k∈I ∑ l∈I\{k} w_kw_lK_n(|x_k − x_l|),

I = {k ∈ N_m : x_k ≠ ∞},

v protivnom sluqae.

Pod kondensatorom ponimaetsØ para (P | Δ), gde P = (E_1, . . . , E_m) – koneqnaØ posledovatel~nost~ nepereseka¸wihsØ nepustyh zamknutyh podmnoßestv R^n, nazyvaemyh plastinami kondensatora, Δ = (δ_1, . . . , δ_m) ∈ R^m. Pri n ¿ 3 dopolnitel~no trebuem ∞ ∈^m ⋃ k=1 E_k. Emkost~ kondensatora C = (P | Δ) ravna

cap C^{def}= inf ∫ Rn^{|∇v|2 dx,} gde nißnØØ gran~ beretsØ po vsem nepreryvnym funkciØm

v : R^n → R, lipxicevym v R^n i ravnym δk na mnoßestve Ek, k ∈ Nm. Modul~ kondensatora C raven |C|^{def}= (cap C)^{−1}.

Pust~ B ⊂ R^n_∗ – otkrytoe mnoßestvo; x_1, . . . , x_m – razliqnye toqki B; Δ = (δ_1, . . . , δ_m) ∈ R^m \ {0}; Ψ = (ψ_1, . . . , ψ_m), gde ψ_k(r) = μ_kr^νk, μ_k, ν_k > 0. Oboznaqim ν(n, Δ, Ψ) = (_m∑ k=1 δ^2_kμ^{n−2}_k ν^{−1}_k )_{−1} , C(r; B, X, Δ, Ψ) = = ( (R^n \ B, E(x1 , ψ1(r)), . . . , E(xm , ψm(r))) | (0, δ1, . . . , δm)^) .

222 L. V. KOVALEV Esli imeet mesto asimptotiqeskoe razloßenie |C(r; B, X, Δ, Ψ)| = = −–nν(n, Δ, Ψ)Kn(r) + M(B, X, Δ, Ψ) + o(1), r → 0, to vhodØwaØ v nego veliqina M(B, X, Δ, Ψ) nazyvaetsØ privedennym modulem mnoßestva B otnositel~no sovokupnosteæ X, Δ i Ψ.

Pri m = δ_1 = μ_1 = ν_1 = 1 i nepolØrnom mnoßestve R^n \ B opisannaØ vyxe konstrukciØ horoxo izvestna [1, 14, 16] i naxla mnogoqislennye priloßeniØ v teorii funkciæ. V fftom sluqae imeet mesto ravenstvo

M(B, (x), (1), (r)) = –_nK_n(r(B, x)),

ØvlØ¸weesØ qastnym sluqaem formuly M(B, X, Δ, Ψ) = αS(B, X, (δ_1μ^{n−2}_1 ν^{−1}_1 , . . . , δ_mμ^{n−2}_m ν^{−1}_m )) − αβ, (1) gde α = –_nν(n, Δ, Ψ)^2; β = 0 pri n ¿ 3, β = m∑ k=1 δ^2_kν^{−2}_k log μ_k pri n = 2.

DlØ m ¿ 1 k nastoØwemu vremeni ravenstvo (1) dokazano v sledu¸wih sluqaØh.

1) n = 2, Δ = (1, . . . , 1), R^2 \ B nepolØrno: predvaritel~noe soobwenie v [17], podrobnoe izloßenie – [4].

2) n = 2, R^2 \ B nepolØrno: predvaritel~noe soobwenie – [6], podrobnoe izloßenie – [5], dopolnenie dlØ sluqaØ 0 ∈ {δ_1, . . . , δ_m} – [7].

3) n = 2, R^2 \ B polØrno,^m ∑ k=1 δ_kν^{−1}_k = 0: predvaritel~noe soob-

wenie – [6], podrobnoe izloßenie – [7].

4) n ¿ 3; δ_k ≠ 0, ν_k = 1, k ∈ N_m; R^n \ B nepolØrno i pri y ∈ ∂B, k ∈ N_m vypolnØetsØ lim x→y g_B (x, x_k) = 0 – [8] (otmetim,

qto v nastoØweæ stat~e normirovka funkcii Grina otliqna ot [8]).

Zameqanie 1. Uslovie^{m∑}_{k=1} δkν^{−1}_k = 0 v sluqae 3) neobhodimo

dlØ suwestvovaniØ privedennogo modulØ. Deæstvitel~no, pust~

MONOTONNOST^ OBOBWENNOGO PRIVEDENNOGO MODUL˚223 m∑ k=1 δ_kν^{−1}_k ≠ 0. Oboznaqim

ε = m∑ k=1 δ_kν^{−1}_k (_m∑ k=1 ν^{−1}_k )_{−1} ; δ̃_k = δ_k − ε, k ∈ N_m; ~Δ = (δ̃_1, . . . , δ̃_m).

Netrudno videt~, qto 1 ν(2, ~Δ, Ψ) = m∑ k=1 δ^2_k ν_k − 2ε m∑ k=1 δ_k ν_k + ε^2 m∑ k=1 1 ν_k =

= 1 ν(2, Δ, Ψ) − ε^2 m∑ k=1 1 ν_k < 1 ν(2, Δ, Ψ) . Iz opredeleniØ emkosti kondensatora vytekaet ravenstvo cap C(r; B, X, ~Δ, Ψ) = cap C(r; B, X, Δ, Ψ). Tak kak posledovatel~nosti X, ~Δ i Ψ udovletvorØ¸t usloviØm punkta 3), to imeem |C(r; B, X, Δ, Ψ)| = |C(r; B, X, ~Δ, Ψ)| = = − ν(2, ~Δ, Ψ) 2π log r + o(1), r → 0.

S uqetom (2) poluqaem

lim_{r→0} ( |C(r; B, X, Δ, Ψ)| + ν(2, Δ, Ψ) 2π log r ) = +∞. Zameqanie 2. Uslovie δk ≠ 0, k ∈ Nm, v punkte 4 nesuwestven-

no dlØ spravedlivosti formuly (1). V fftom legko ubedit~sØ, povtorØØ rassußdeniØ iz [7, s. 77] dlØ sluqaØ n ¿ 3.

1.2. Neposredstvenno iz opredeleniØ privedennogo modulØ sle-

duet ego monotonnost~: M(Ω, X, Δ, Ψ) 6 M(B, X, Δ, Ψ), (3) esli Ω ⊂ B i privedennye moduli suwestvu¸t. �to svoæstvo v soqetanii s (1) i simmetrizacionnymi preobrazovaniØmi [17] privodit k rØdu klassiqeskih i novyh rezul~tatov v teorii

224 L. V. KOVALEV funkciæ [4–10]. V svØzi s fftim ØvlØetsØ aktual~noæ zadaqa nahoßdeniØ neobhodimyh i dostatoqnyh usloviæ ravenstva v (3). Vvidu sootnoxeniØ (1), v nastoØweæ stat~e vmesto (3) rassmatrivaetsØ neravenstvo S(Ω, X, W ) 6 S(B, X, W ), (4) spravedlivoe pri Ω ⊂ B ⊂ R^n_∗ za iskl¸qeniem sluqaØ, kogda

n = 2, R^2\B polØrno, R^2\Ω nepolØrno i^m ∑ k=1 w_k ≠ 0 odnovremenno.

Deæstvitel~no, pri polØrnom mnoßestve R^n\Ω dokazyvat~ neqego. Esli n = 2 i ne imeet mesta ukazannyæ iskl¸qitel~nyæ sluqaæ, to neravenstvo (4) sleduet iz rezul~tata (3) raboty Nehari [18]. Pri n ¿ 3 poloßim Δ = W , Ψ = (ψ_1, . . ., ψ_m), gde ψ_k(r) = r, k = 1, . . ., m. Oboznaqim qerez {Ω_k : k ∈ N} taku¸ posledovatel~nost~ otkrytyh mnoßestv, qto x_l ∈ Ω_1 pri l ∈ N_m,

Ω_k ⊂ Ω_{k+1},^∞ ⋃ k=1 Ω_k = Ω i dlØ kaßdogo Ω_k spravedlivo raven-

stvo (1). Esli R^n \ B nepolØrno, to qerez {B_k : k ∈ N} oboznaqim analogiqnu¸ posledovatel~nost~ dlØ B; v protivnom sluqae poloßim B_k = U(k). Netrudno videt~, qto dlØ l¸bogo natural~- nogo k suwestvuet takoe qislo p(k) ¿ k, qto Ω_k ⊂ B_{p(k)}. Vvidu (1) i (3) imeem S(Ω_k, X, W ) 6 S(B_{p(k)}, X, W ). UstremlØØ k → ∞ i uqityvaØ ravenstvo [8, s. 102]

S(U(ρ), X, W ) = −^{m∑}_{k=1} w^2_k(ρ − |xk|^2/ρ)^{2−n}+ + m∑ k=1 ∑ l≠k w_kw_l ( |x_k − x_l|^{2−n} − | | | | |x_k| ρ x_l − ρ |x_k| x_k | | | | 2−n) , (5)

poluqim (4).

DlØ opisaniØ sluqaev ravenstva v (4) nam potrebu¸tsØ dopolnitel~nye oboznaqeniØ i vspomogatel~nye rezul~taty. Oboznaqim qerez ⟨E⟩ mnoßestvo svØznyh komponent mnoßestva E ⊂ R^n; ⟨E, x⟩ – fflement ⟨E⟩, soderßawiæ toqku x ∈ E; ⟨E, F ⟩ – fflement ⟨E⟩, soderßawiæ svØznoe mnoßestvo F ⊂ E.

Lemma 1. Esli D ⊂ G ⊂ R^n_∗ – oblasti i mnoßestvo ∂D ∩ G

polØrno, to G \ D = ∂D ∩ G. V qastnosti, G \ D polØrno.

MONOTONNOST^ OBOBWENNOGO PRIVEDENNOGO MODUL˚225

Dokazatel~stvo. Uslovie svØznosti D i vkl¸qenie D ⊂ G pri-

vodØt k ravenstvu D = ⟨G \ ∂D, D⟩. Tak kak hausdorfova razmernost~ polØrnogo mnoßestva ∂D ∩ G ne prevoshodit n − 2 [12, s. 245], ono ne razdelØet n-mernu¸ oblast~ G. Sledovatel~no, mnoßestvo G \ ∂D svØzno, qto vleqet D = G \ ∂D. Poslednee ravenstvo ravnosil~no G \ D = ∂D ∩ G. Lemma dokazana.

Pust~ D ⊂ R^n_∗ – oblast~, R^n \ D nepolØrno. GarmoniqeskaØ mera [11, s. 133, 265] borelevskogo mnoßestva E ⊂ ∂D, oboznaqaemaØ ω_D(x, E), ravna verhneæ ogiba¸weæ funkciæ h, garmoniqeskih v D i udovletvorØ¸wih usloviØm

limx_→y h(x) 6 { 1, y ∈ E, 0, y ∈ ∂D \ E. Pri x ∈ D ω_D(x, ·) – borelevskaØ mera na ∂D. Tak kak ravenstva ω_D(x, E) = 0 ravnosil~ny pri vseh x ∈ D, zapis~ ω_D(E) = 0 ØvlØetsØ korrektnoæ. Nositel~ mer ω_D(x, ·) oboznaqaem qerez supp ω_D.

Pokaßem, qto regulØrnye graniqnye toqki oblasti D (t.e., toqki y ∈ ∂D, dlØ kotoryh pri x_0 ∈ D vypolnØetsØ limx_→y g_D(x, x_0)

= 0) prinadleßat supp ω_D. Deæstvitel~no, esli y – regulØrnaØ graniqnaØ toqka, to dlØ l¸bogo r > 0 vypolnØetsØ ω_D(x, ∂D ∩

E(y, r)) → 1 pri x → y [11, s. 265]. Sledovatel~no, ωD(∂D ∩ E(y, r)) > 0, qto vleqet y ∈ supp ωD.

Zametim, qto soglasno opredeleni¸ regulØrnoæ graniqnoæ toqki dlØ vsØkoæ neograniqennoæ oblasti D ⊂ R^n, n ¿ 3, graniqnaØ toqka ∞ ØvlØetsØ regulØrnoæ, i potomu prinadleßit supp ω_D.

Napomnim dva osnovnyh rezul~tata teorii potenciala, ispol~zuemye v dal~neæxem. Lemma Kelloga [11, s. 260]: mnoßestvo neregulØrnyh graniqnyh toqek oblasti polØrno. Obobwennyæ princip maksimuma [11, s. 250]: ograniqennaØ subgarmoniqeskaØ v oblasti D ⊂ R^n_∗ funkciØ, graniqnye znaqeniØ kotoroæ nepoloßitel~ny “priblizitel~no vs¸du” na ∂D, ne prevoshodit nulØ v D.

Lemma 2. Pust~ D ⊂ R^n_∗ – oblast~, R^n \ D nepolØrno, E – bore-

levskoe podmnoßestvo ∂D. Togda:

a) Esli E polØrno, to ω_D(E) = 0 [11, s. 266].

226 L. V. KOVALEV

b) Esli E otkryto otnositel~no ∂D i ω_D(E) = 0, to E polØr- no. Dokazatel~stvo. Esli E otkryto v ∂D i ωD(E) = 0, to E ∩

supp ω_D = ?. Po dokazannomu vyxe, mnoßestvo E ne soderßit regulØrnyh graniqnyh toqek oblasti D. Soglasno lemme Kelloga, ono polØrno. Utverßdenie b) dokazano.

§2. Mnoßestva s nepolØrnym dopolneniem

Teorema 1. Pust~ Ω ⊂ B ⊂ R^n_∗ – otkrytye mnoßestva, R^n \

B nepolØrno, x_1, . . . , x_m – razliqnye toqki Ω. Oboznaqim W = (w_1, . . . , w_m) ∈ R^m \ {0}, E = { x ∈ B : m∑ k=1 w_kg_B(x, x_k) = 0 } . Togda v neravenstve (4) ravenstvo imeet mesto togda i tol~ko togda, kogda mnoßestvo B \ (Ω ∪ E) polØrno.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto mnoßestvo B \ (Ω ∪ E) po-

lØrno, i pokaßem, qto v (4) imeet mesto ravenstvo. Iz svoæstv funkcii Grina, lemmy Kelloga i obobwennogo principa maksimuma sleduet ravenstvo m∑ k=1 w_kg_Ω(x, x_k) = m∑ k=1 w_kg_B (x, x_k), x ∈ Ω. (6)

PribavlØØ k obeim qastØm (6) w_lK_n(|x − x_l|) (ili w_l log(1/|x|), esli x_l = ∞), perehodØ k predelu pri x → x_l, umnoßaØ na w_l i summiruØ po l ∈ N_m, prihodim k trebuemomu ravenstvu.

Predpoloßim, qto mnoßestvo B \ (Ω ∪ E) ne ØvlØetsØ polØrnym, i pokaßem, qto v fftom sluqae v (4) imeet mesto strogoe neravenstvo. Oboznaqim G_k = ⟨B \ E, x_k⟩, D_k = ⟨Ω, x_k⟩, k ∈ N_m.

Iz opredeleniØ mnoßestva E sleduet B \ E =^m ⋃ k=1 G_k. Ots¸da

B \ (Ω ∪ E) = m⋃ k=1 (G_k \ Ω) ⊂ m⋃ k=1 (G_k \ D_k). Sledovatel~no, dlØ nekotorogo p ∈ N_m mnoßestvo G_p \ D_p nepolØrno. Oboznaqim D = D_p, G = G_p. S uqetom lemmy 1 poluqaem,

MONOTONNOST^ OBOBWENNOGO PRIVEDENNOGO MODUL˚227 qto ∂D ∩ G nepolØrno. V silu lemmy 2, ω_D(∂D ∩ G) > 0. Pust~ y_0 ∈ supp ω_D ∩ G, togda m∑ k=1 w_kg_B (x_k, y_0) ≠ 0. (7)

Pust~ E_r = E(y_0 , r), gde r > 0 nastol~ko malo, qto vypolnØ¸tsØ usloviØ E_r ⊂ B i D \ E_r ≠ ?. Oboznaqim γ_r = ∂D ∩ E_r , B(r) = ⟨B \ γ_r , D⟩. Dokaßem ravenstvo ∂B(r) = γ_r ∪ ∂⟨B, y_0⟩ (8) Deæstvitel~no, iz usloviæ γ_r ⊂ ∂D, D ⊂ B(r) i γ_r ∩ B(r) = ? sleduet, qto γ_r ⊂ ∂B(r). Tak kak ∂B(r) ⊂ ∂(B \ γ_r ), imeem

∂B(r) ∩ E_r = γ_r . (9)

Oblast~ ⟨B, y_0⟩\E_r soderßitsØ v B\γ_r , peresekaetsØ s D i potomu soderßitsØ v B(r). S drugoæ storony, iz usloviØ B(r) ⊂ ⟨B, D⟩ = ⟨B, y_0⟩ sleduet B(r)\E_r ⊂ ⟨B, y_0⟩\E_r. Itak, B(r)\E_r = ⟨B, y_0⟩\E_r, otkuda ∂B(r) \ E_r = ∂⟨B, y_0 ⟩, qto vmeste s (9) daet (8).

UqityvaØ, qto γ_r ⊂ ∂B(r) ∩ ∂D i D ⊂ B(r), soglasno principu Karlemana imeem

ω_{B(r)} (x, γ_r) ¿ ω_D(x, γ_r) > 0, x ∈ D.

Pust~ I = {k ∈ N_m : x_k ∈ ⟨B, y_0⟩}; c_k = g_B(y_0, x_k), k ∈ I; g_r = g_B − g_{B(r)} . Zametim, qto g_r(x, x) = K_n(r(B, x))− K_n(r(B(r), x)), x ∈ B(r). V silu nepreryvnosti funkcii Grina g_B (y, x_k) = c_k + o(1), y ∈ γ_r , r ↓ 0, k ∈ I (zdes~ i niße, ocenka ostatoqnogo qlena o(1) ravnomerna po x, y). Sledovatel~no, pri k ∈ I ravenstvo

limx_→y g_r(x, x_k) = (c_k + o(1)) limx_→y ω_{B(r)}(x, γ_r ), r ↓ 0, (10)

vypolnØetsØ “priblizitel~no vs¸du” na γ_r . Krome togo, po lemme Kelloga obe qasti (10) obrawa¸tsØ v nul~ “priblizitel~no vs¸du” na ∂⟨B, y_0 ⟩. Vvidu (8), po obobwennomu principu maksimuma imeem

g_r (x, x_k) = (c_k + o(1))ω_{B(r)} (x, γ_r), r ↓ 0, x ∈ B(r).

OboznaqaØ ω_k(r) = ω_{B(r)} (x_k, γ_r), k ∈ I, nahodim

g_r(x_l , x_k) = (c_k + o(1))ω_l(r), r ↓ 0, k, l ∈ I. (11)

228 L. V. KOVALEV Vvidu simmetriqnosti funkcii Grina,

g_r (x_l, x_k) = g_r(x_k, x_l) = (c_l + o(1))ω_k(r), r ↓ 0, k, l ∈ I. (12) Vyberem j ∈ I i poloßim α(r) = ω_j (r)/c_j. Togda iz (11) i (12) poluqaem ω_l(r) = (c_l + o(1))α(r), r ↓ 0, l ∈ I. Sledovatel~no, g_r(x_l, x_k) = c_kc_lα(r)(1 + o(1)), r ↓ 0, k, l ∈ I.

Itak, S(B, X, W ) − S(B \ γ_r, X, W ) = ∑ l∈I ∑ k∈I w_lw_kg_r (x_l, x_k) =

= α(r)(1 + o(1)) ∑ l∈I ∑ k∈I w_lw_kc_lc_k = α(r)(1 + o(1)) ( ∑ k∈I w_kc_k )_2 , r ↓ 0. V silu (7) pri dostatoqno malyh r > 0 poslednee vyraßenie poloßitel~no. Sledovatel~no, S(B, X, W ) > S(B \ γ_r, X, W ) ¿ S(Ω, X, W ). Teorema dokazana.

§3. Mnoßestva s polØrnym dopolneniem Esli oba mnoßestva R^n \ B i R^n \ Ω polØrny, to (4) obrawaetsØ v ravenstvo po opredeleni¸. OstaetsØ rassmotret~ sluqaæ, kogda polØrno rovno odno iz fftih mnoßestv, a imenno R^n\B. Napomnim, qto pri fftom predpoloßenii i n = 2 dlØ suwestvovaniØ privedennogo modulØ oblasti B neobhodimo i dostatoqno dopolnitel~noe uslovie na ego parametry. V stat~e [8] byla vyskazana gipoteza, qto pri n ¿ 3 neobhodimosti v podobnom uslovii net. Tem ne menee, v nastoØwee vremØ fftot vopros ostaetsØ otkrytym, qto otraßaet suwestvennoe razliqie svoæstv ploskih i prostranstvennyh oblasteæ s polØrnym dopolneniem do R^n. V nastoØwem paragrafe sluqai n = 2 i n ¿ 3 rassmatriva¸tsØ otdel~no.

Teorema 2. Pust~ Ω ⊂ B ⊂ R^2 – otkrytye mnoßestva, R^2 \ Ω

nepolØrno, R^2 \ B polØrno, x_1, . . . , x_m – razliqnye toqki Ω. Pust~ W = (w_1, . . . , w_m) ∈ R^m \ {0}, gde^m ∑ k=1 w_k = 0. Oboznaqim

I = {k ∈ N_m : x_k ≠ ∞}, E(λ) = { x ∈ B : ∑ k∈I w_k log |x − x_k| = λ } .

MONOTONNOST^ OBOBWENNOGO PRIVEDENNOGO MODUL˚229 Togda v neravenstve (4) ravenstvo imeet mesto togda i tol~- ko togda, kogda pri nekotorom λ ∈ R mnoßestvo B \ (Ω ∪ E(λ)) polØrno.

Dokazatel~stvo. PovtorØØ dokazatel~stvo teoremy 3 stat~i

[7], poluqaem, qto pri uslovii polØrnosti mnoßestva B \ (Ω ∪ E(λ)) v (4) imeet mesto ravenstvo.

Predpoloßim, qto v (4) imeet mesto ravenstvo i pokaßem, qto v fftom sluqae suwestvuet λ ∈ R, dlØ kotorogo mnoßestvo B \ (Ω∪E(λ)) polØrno. Vvidu opredeleniØ S(B, X, W ) moßno sqitat~, qto B = R^2. Pust~ D ∈ ⟨Ω⟩, y_0 ∈ supp ω_D \ {∞}, λ = ∑ k∈I w_k log |y_0 − x_k|.

Pri 0 < r < sup x∈D |x − y_0| poloßim γ_r = ∂D ∩ E(y_0 , r) i B(r) =

⟨R^2 \ γr , D⟩. SleduØ dokazatel~stvu sootnoxeniØ (9), poluqaem

∂B(r) = γ_r .

Tak kak Ω ⊂ B(r) ⊂ R^2, predpoloßenie o ravenstve v (4) vleqet S(Ω, X, W ) = S(B(r), X, W ). Po postroeni¸ imeem ω_D(γ_r ) > 0. UqityvaØ lemmu 2 i vkl¸qenie γ_r ⊂ R^2 \ B(r), prihodim k vyvodu, qto R^2 \ B(r) ne ØvlØetsØ polØrnym mnoßestvom. PrimenØØ teoremu 1 k mnoßestvam Ω i B(r), poluqaem analog ravenstva (6): m∑ k=1 w_kg_Ω(x, x_k) = m∑ k=1 w_kg_{B(r)} (x, x_k), x ∈ Ω. (13)

Pust~ ε > 0, togda pri dostatoqno malyh r > 0 | | | ∑ k∈I w_k log |y − x_k| − λ | | | < ε, y ∈ γ^r . (14) V dal~neæxem sqitaem uslovie (14) vypolnennym. Rassmotrim garmoniqesku¸ v B(r) funkci¸

h(x) = m∑ k=1 w_kg_{B(r)}(x, x_k) − ( λ − ∑ k∈I w_k log |x − x_k| ) . Vvidu (14), “priblizitel~no vs¸du” na γ_r imeem | | | limx_→y h(x) | | | < ε. Po obobwennomu principu maksimuma, |h(x)| < ε pri x ∈ B(r).

230 L. V. KOVALEV Ispol~zuØ (13) i proizvol~nost~ vybora ε, prihodim k ravenstvu_m ∑ k=1 w_kg_Ω(x, x_k) = λ − ∑ k∈I w_k log |x − x_k|, x ∈ Ω.

S uqetom lemmy Kelloga poluqaem, qto mnoßestvo ∂Ω \ E(λ) polØrno. PrimenØØ lemmu 1 k svØznym komponentam mnoßestv Ω \ E(λ) i R^2 \ E(λ), prihodim k vyvodu, qto R^2 \ (Ω ∪ E(λ)) takße polØrno.

Teorema dokazana.

Teorema 3. Pust~ n ¿ 3, Ω ⊂ B ⊂ R^n – otkrytye mnoßestva, R^n \ Ω nepolØrno, R^n \ B polØrno, x1, . . . , xm – razliqnye toqki Ω.

Oboznaqim W = (w_1, . . . , w_m) ∈ R^m \ {0}, E = { x ∈ B : m∑ k=1 w_k|x − x_k|^{2−n} = 0 } . Togda v neravenstve (4) ravenstvo imeet mesto togda i tol~ko togda, kogda mnoßestvo B \ (Ω ∪ E) polØrno.

Dokazatel~stvo. Bez ograniqeniØ obwnosti moßem sqitat~,

qto B = R^n. VidoizmenØØ dokazatel~stvo teoremy 3 stat~i [7], poluqaem, qto pri uslovii polØrnosti mnoßestva R^n \ (Ω ∪ E) v (4) imeet mesto ravenstvo.

Predpoloßim, qto v (4) imeet mesto ravenstvo, i pokaßem, qto v fftom sluqae R^n \ (Ω ∪ E) polØrno. Vnaqale zametim, qto mnoßestvo Ω neograniqeno. Deæstvitel~no, v protivnom sluqae pri dostatoqno bol~xom ρ vypolnØlos~ by Ω ⊂ U(ρ). Vvidu (4) i (5) poslednee vkl¸qenie vleqet S(Ω, X, W ) 6 S(U(ρ), X, W ) < S(R^n, X, W ), qto protivoreqit naxemu predpoloßeni¸. Itak, suwestvuet po kraæneæ mere odna neograniqennaØ svØznaØ komponenta mnoßestva Ω, kotoru¸ my oboznaqim qerez D. Pri 0 < r < sup x∈D |x|^{−1} poloßim γ_r = ∂D\U(1/r) i B(r) = ⟨R^n\γ_r , D⟩. SleduØ dokazatel~- stvu (9), poluqaem ∂B(r) = γ_r . Tak kak Ω ⊂ B(r) ⊂ R^n, to naxe predpoloßenie daet S(Ω, X, W ) = S(B(r), X, W ). V silu lemmy 2, mnoßestvo R^n \ B(r) ⊃ γ_r nepolØrno. PrimenØØ teoremu 1 k

MONOTONNOST^ OBOBWENNOGO PRIVEDENNOGO MODUL˚231 mnoßestvam Ω i B(r), poluqaem (13). Pust~ ε > 0, togda pri dostatoqno malyh r > 0 | | | m∑ k=1 w_k|y − x_k|^{2−n} | | | < ε, y ∈ γ^r . (15) V dal~neæxem sqitaem uslovie (15) vypolnennym. Rassmotrim garmoniqesku¸ v B(r) funkci¸

h(x) = m∑ k=1 w_k ( g_{B(r)}(x, x_k) − |x − x_k|^{2−n} ) . Vvidu (15), “priblizitel~no vs¸du” na γ_r imeem | | | limx_→y h(x) | | | < ε. Po obobwennomu principu maksimuma |h(x)| < ε pri x ∈ B(r). Ispol~zuØ (13) i proizvol~nost~ vybora ε, poluqaem m∑ k=1 w_kg_Ω(x, x_k) = m∑ k=1 w_k|x − x_k|^{2−n}, x ∈ Ω. Po lemme Kelloga mnoßestvo ∂Ω \ E polØrno. PrimenØØ lemmu 1 k svØznym komponentam mnoßestv Ω \ E i R^n \ E, prihodim k vyvodu, qto R^n \ (Ω ∪ E) takße polØrno.

Teorema dokazana.

§4. PriloßeniØ

Rezul~taty §§2,3 ØvlØ¸tsØ osnovoæ dlØ poluqeniØ polnyh opisaniæ ffkstremal~nyh konfiguraciæ vo mnogih zadaqah, rexaemyh s privleqeniem obobwennyh privedennyh moduleæ. V kaqestve primera ukaßem ffkstremal~nye funkcii dlØ teoremy 7 stat~i [5]. Kak obyqno, C i C otoßdestvlØ¸tsØ s R^2 i R^2 pri pomowi biekcii z ↔ (Re z, Im z). Nam potrebuetsØ sledu¸wiæ rezul~tat, neskol~ko usiliva¸wiæ teoremu 4 iz [5].

Teorema 4. Pust~ B ⊂ C – otkrytoe mnoßestvo, soderßawee

toqki 0 i z_1, . . ., z_n, gde arg z_k = 2πk/n, k ∈ N_n. Oboznaqim Z = (0, z_1, . . . , z_n), W = (−n, 1, . . . , 1). Togda exp(S(B, Z, W )) 6 n^{−n} n∏ k=1 |z_k|^{n+1}. (16)

232 L. V. KOVALEV Ravenstvo v (16) imeet mesto togda i tol~ko togda, kogda suwestvu¸t takie qisla R, λ > 0, qto |z_1| = · · · = |z_n| = R i mnoßestvo C \ (B ∪ {z ∈ C : |1 − (R/z)^n| = λ}) polØrno.

Dokazatel~stvo. Preßde vsego otmetim, qto v neravenstve (11)

stat~i [5] n∏ k=1 ∏ l≠k |z_k − z_l| ¿ n^n n∏ k=1 |z_k|^{n−1}, arg z_k = 2πk/n, k ∈ N_n, (17) ravenstvo imeet mesto tol~ko pri |z_1| = · · · = |z_n|. Deæstvitel~- no, kak pokazano v [5, s. 67], levaØ qast~ (17) ne men~xe ( n 2 )_n^n∏ k=1 |z_k|^{n/2−1} ( |z_k|^{n/2} + |z_{k+1}|^{n/2} ) , gde z_{n+1} = z_1.

Tak kak |z_k|^{n/2} + |z_{k+1}|^{n/2} ¿ 2|z_kz_{k+1}|^{n/4}, poslednee vyraßenie ne men~xe pravoæ qasti (17) i ravno eæ tol~ko pri |z_1| = · · · = |z_n|.

Pri λ > 0 oboznaqim E(λ) = { z ∈ C :^{n∏}_{k=1}^|1 −^{zk}_z^| = λ^}. Po

teoreme 2 v neravenstve exp(S(B, Z, W )) 6 n∏ k=1 |z_k|^{2n} n∏ k=1 ∏ l≠k |z_k − z_l|^{−1}, (18)

ØvlØ¸wemsØ sledstviem (4), ravenstvo imeet mesto togda i tol~- ko togda, kogda pri nekotorom λ > 0 mnoßestvo C \ (B ∪ E(λ)) polØrno. Soglasno (17), pravaØ qast~ (18) ne prevoshodit pravoæ qasti (16).

Itak, dlØ dostißeniØ ravenstva v (16) neobhodimo i dostatoqno, qtoby vypolnØlos~ |z_1| = · · · = |z_n| i mnoßestvo

C \ (B ∪ E(λ)) bylo polØrnym. OstaetsØ zametit~, qto pri |z1| =

· · · = |z_n| = R imeem E(λ) = {z ∈ C : |1 − (R/z)^n| = λ}. Teorema dokazana.

Sledu¸wee utverßdenie rasprostranØet teoremu 7 stat~i [5] na neodnolistnye funkcii s polnym opisaniem sluqaev ravenstva. Qerez d(E) oboznaqaetsØ transfinitnyæ diametr mnoßestva E [19, s. 286].

MONOTONNOST^ OBOBWENNOGO PRIVEDENNOGO MODUL˚233

Teorema 5. Pust~ regulØrnaØ v kruge UfunkciØ f otobraßaet U

v ograniqennu¸ oblast~ D, priqem d(D) 6 1. Predpoloßim, qto toqki w_0 i z_1, . . . , z_n udovletvorØ¸t usloviØm f(z_k) ≠ w_0 i arg [(f(z_k ) − w_0)/(f(z_1 ) − w_0)] = 2π(k − 1)/n, k = 1, . . . , n.

Togda n^n n∏ k=1 |f^′(z_k)||f(z_k) − w_0|^{n−1} 6 6^{n∏}_{k=1}^{( ∏}_{l≠k} |zk − zl|^{n∏}_{l=1} |1 − zkz̄l|^{−1)}, (19) gde ravenstvo dostigaetsØ togda i tol~ko togda, kogda D = {w ∈ C : |(w − w_0)^n − η^n| < 1} (20) i f(z) = w_0 + (1 − |η|^{2n})^{1/n} ( e^{iψ} z − z_0 1 − z̄_0z ) ×

× ( 1 − η̄^n ( e^{iψ} z − z_0 1 − z̄_0z )_n)_{−1/n} , (21)

gde η, z_0 ∈ U i ψ ∈ R takovy, qto e^{iψ} z_k − z_0 1 − z̄_0z_k = η exp{2πi(k − 1)/n} pri k ∈ N_n.

Dokazatel~stvo. Oboznaqim pravu¸ qast~ (19) qerez M i vve-

dem sledu¸wie oboznaqeniØ:

F (z) = 1/(f(z) − w_0), B_1 = F (U), B_0 = C \ B_1, Φ = (0, F (z_1), . . . , F (z_n)), W = (−n, 1, . . . , 1). Netrudno videt~, qto r(B_0, 0) = 1/d(D) ¿ 1. Ispol~zuØ princip Lindelefa [19, s. 328], poluqaem exp(S(B_0 ∪ B_1, Φ, W )) =

= r(B_0, 0)^{n2} n∏ k=1 r(B_1, F (z_k)) n∏ k=1 ∏ l≠k exp{g_{B1}(F (z_k), F (z_l))} ¿

234 L. V. KOVALEV ¿^{n∏}_{k=1} |F^′(zk)|(1 − |zk|^2)^{n∏}_{k=1}^∏_{l≠k}^|^{1 − zkz̄l}_{zk − zl}^| = = M^{−1} n∏ k=1 |f^′(z_k)| |f(z_k) − w_0|^2

. (23)

Po teoreme 4

exp(S(B_0 ∪ B_1, Φ, W )) 6 n^{−n} n∏ k=1 |f(z_k ) − w_0|^{−n−1}. (22)

Iz (22) i (23) nemedlenno sleduet (19). Pust~ v (19) imeet mesto ravenstvo. Togda d(D) = 1 i sootnoxeniØ (22), (23) obrawa¸tsØ v ravenstva. Soglasno principu Lindelefa, ffto vozmoßno lix~ dlØ odnolistnoæ funkcii f. Vvidu teoremy 4, suwestvu¸t takie qisla R, λ > 0 i θ ∈ R, qto F (z_k) = R exp{i(θ − 2π(k − 1)/n)}, k ∈ N_n, (24) i mnoßestvo C \^(B0 ∪ B1 ∪ {ζ ∈ C : |1 − (Re^{iθ}/ζ)^n| = λ}^) polØrno. UqityvaØ, qto B_1 – odnosvØznaØ oblast~, soderßawaØ toqki F (z_k), poluqaem B_1 = {∞} ∪ {ζ ∈ C : |1 − (Re^{iθ}/ζ)^n| < λ}, D = {w ∈ C : |1 − (Re^{iθ}(w − w_0))^n| < λ}, gde λ > 1. Iz ravenstva d(D) = 1 sleduet λ = R^n. Netrudno videt~, qto pri η = e^{−iθ}/R imeet mesto (20).

Zametim, qto w_0 ∈ D i oboznaqim z_0 = f^{−1}(w_0). Po dokazannomu, funkciØ z → (f(z)−w_0 )^n −η^n ØvlØetsØ proizvedeniem BlØxke stepeni n s nulØmi v toqkah z_1, . . . , z_n i edinstvennoæ kritiqeskoæ toqkoæ z_0. Sledovatel~no,

(f(z) − w_0)^n − η^n = = (( e^{iψ} z − z_0 1 − z̄_0z )_n − η^n ) ( 1 − η̄^n ( e^{iψ} z − z_0 1 − z̄_0z )_n)_{−1} ,

MONOTONNOST^ OBOBWENNOGO PRIVEDENNOGO MODUL˚235

gde ψ ∈ R udovletvorØet uslovi¸ e^{iψ} z_1 − z_0 1 − z̄_0z_1

= η. Ots¸da neme-

dlenno sleduet (21). S uqetom (21) i (24) poluqaem e^{iψ} z_k − z_0 1 − z̄_0z_k

= η exp{2πi(k − 1)/n} pri vseh k ∈ N_n.

Teorema dokazana.

Analogiqnym obrazom mogut byt~ opisany ffkstremal~nye konfiguracii teoremy 11 stat~i [4], teoremy 6 iz [5], teorem 5 i 6 [7], teorem 2 i 3 [8], teorem 1 i 2 [9].

Literatura

1. V. K. Heæman, Mnogolistnye funkcii, M., 1960.

2. G. V. Kuz~mina, Metody geometriqeskoæ teorii funkciæ I,II, Algebra i analiz 9, No. 3 (1997), 41–103; No. 5 (1997), 1–50.

3. A. ı. Solynin, Moduli i ffkstremal~no-metriqeskie problemy, Algebra i analiz 11, No. 1 (1999), 3–86.

4. V. N. Dubinin, Nekotorye svoæstva vnutrennego privedennogo modulØ, Sib. mat. ßurn. 35, No. 4 (1994), 774–792.

5. V. N. Dubinin, Asimptotika modulØ vyroßda¸wegosØ kondensatora i nekotorye ee primeneniØ, Zap. nauqn. semin. POMI 237 (1997), 56–73.

6. V. N. Dubinin, Privedennye moduli otkrytyh mnoßestv v teorii analitiqeskih funkciæ, Dokl. RAN 363, No. 6 (1998), 731–734.

7. V. N. Dubinin, L. V. Kovalev, Privedennyæ modul~ kompleksnoæ sfery, Zap. nauqn. semin. POMI 254 (1998), 76–94.

8. V. N. Dubinin, E. G. Prilepkina, Ob ffkstremal~nom razbienii prostranstvennyh oblasteæ, Zap. nauqn. semin. POMI 254 (1998), 95–107.

9. V. N. Dubinin, V. ı. Kim, Privedennye moduli i neravenstva dlØ polinomov, Zap. nauqn. semin. POMI 263 (2000), 70–83.

10. V. N. Dubinin, Teoremy iskaßeniØ dlØ polinomov na okrußnosti, Mat.

sb. (v peqati).

11. U. K. Heæman, P. B. Kennedi, Subgarmoniqeskie funkcii, M., 1980. 12. N. S. Landkof, Osnovy sovremennoæ teorii potenciala, M., 1966.

13. T. Ransford, Potential theory in the complex plane, Cambridge Univ. Press, 1995.

14. B. E. Levickiæ, Privedennyæ p-modul~ i vnutrenniæ p-garmoniqeskiæ radius, Dokl. AN SSSR 316, No. 4 (1991), 812–815.

15. C. Bandle, M. Flucher, Harmonic radius and concentration of energy, hyperbolic

radius and Liouville’s equations ΔU = eU and ΔU = U n+2 n�2_{, SIAM Review} 38_,

No. 2 (1996), 191–238.

16. B. E. Levickiæ, I. P. Mit¸k, “Uzkie” teoremy o prostranstvennyh modulØh, Dokl. AN SSSR 248, No. 4 (1979), 780–783.

17. V. N. Dubinin, SimmetrizaciØ v geometriqeskoæ teorii funkciæ kompleksnogo peremennogo, Uspehi mat. nauk 49, No. 1 (1994), 3–76.

236 L. V. KOVALEV

18. Z. Nehari, Some inequalities in the theory of functions, Trans. Amer. Math. Soc.

75, No. 2 (1953), 256–286.

19. G. M. Goluzin, GeometriqeskaØ teoriØ funkciæ kompleksnogo peremennogo, 2-e izd, M., 1966.

Postupilo 29 i¸nØ 2000 Institut prikladnoæ matematiki DVO RAN, Vladivostok

E-mail: lkovalev@iam-mail.febras.ru