Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 276, 2001 g.

V. O. Kuznecov

O SVO`STVAH KONFORMNOGO RADIUSA OBLASTI

Konformnyæ radius odnosvØznoæ oblasti D otnositel~no toqki z ∈ D budem oboznaqat~ qerez R(D, z). Esli ∞ ∈ D, to polagaem R(D, ∞)^{def}= R ({ z : z^−1 ∈ D } , 0 ) . DlØ udobstva izloßeniØ funkci¸ ρ(z) = R(D, z) budem prodolßat~ po nepreryvnosti v C , polagaØ R(D, z) = 0 dlØ z /∈ D. Esli R(D, z_0) = sup_{z∈D} R(D, z) = ρ,

to toqku z_0 budem nazyvat~ konformnym centrom oblasti D, a veliqinu ρ – maksimal~nym konformnym radiusom oblasti D i oboznaqat~ qerez Ṙ(D).

PonØtie konformnogo radiusa odnosvØznoæ oblasti predstavlØet soboæ odno iz osnovnyh ponØtiæ teorii konformnyh otobraßeniæ, v terminah kotorogo formuliru¸tsØ mnogie klassiqeskie rezul~taty geometriqeskoæ teorii funkciæ. Odnako zavisimost~ veliqiny konformnogo radiusa R(D, z) ot poloßeniØ toqki z v oblasti D do poslednego vremeni byla sravnitel~no malo izuqena. Nekotorye svoæstva funkcii ρ(z) = R(D, z), konformnogo centra i maksimal~nogo konformnogo radiusa ustanovleny v [1, 2].

V nedavnih rabotah E. G. Emel~Ønova [3] i L. V. Kovaleva [4] poluqeny toqnye neravenstva dlØ raznosti znaqeniæ konformnogo radiusa v dvuh toqkah oblasti, raspoloßennoæ na koneqnoæ ploskosti. NastoØwaØ rabota prodolßaet issledovaniØ v [2–4] i posvØwena izuqeni¸ zavisimosti meßdu znaqeniØmi funkcii ρ(z) = R(D, z) v razliqnyh toqkah oblasti i nekotorym smeßnym voprosam. Teorema 1 §1 daet toqnu¸ ocenku konformnogo radiusa proizvol~noæ odnosvØznoæ oblasti D ⊂ C otnositel~no toqki z qerez konformnye radiusy fftoæ oblasti otnositel~no dvuh drugih toqek. V teoreme 2 ustanavlivaetsØ svØz~ konformnogo radiusa oblasti s poloßeniem eœ konformnogo centra i naibol~xim konformnym radiusom. V §2 privodØtsØ analogiqnye rezul~taty dlØ vypuklyh oblasteæ. 237

238 V. O. KUZNECOV

V dal~neæxem dlØ funkcii f(ζ) = a_0 + a_1ζ^{−1} + . . . , regulØrnoæ v okrestnosti beskoneqno udalennoæ toqki, polagaem f^′(∞) = − lim_{ζ→∞}[ζ2f^′(ζ)] = a1. Qerez capE oboznaqaem logarifmi-

qesku¸ emkost~ zamknutogo ograniqennogo mnoßestva E. Budem ispol~zovat~ takße sledu¸wie oboznaqeniØ:

M – klass meromorfnyh i odnolistnyh v kruge U = {|ζ| < 1} funkciæ f(ζ), normirovannyh usloviØmi f(0) = f^′(0) − 1 = 0;

S – klass funkciæ f(ζ) ∈ M , regulØrnyh v kruge U ; S^c – klass funkciæ f(ζ) ∈ S, otobraßa¸wih krug U na vypuklye oblasti;

Σ – klass funkciæ f(ζ) = ζ + a_0 + a_1ζ^{−1} + . . . , meromornyh i odnolistnyh v oblasti {|ζ| > 1}.

§1. Svoæstva konformnogo radiusa proizvol~noæ odnosvØznoæ oblasti 1. Pust~ a i b – razliqnye toqki na zamykanii R vewestvennoæ

osi R. Qerez ⟨a, b⟩ budem oboznaqat~ tu iz leßawih na R dug s koncami v toqkah a i b, kotoraØ prohoditsØ “sleva napravo” pri dvißenii ot toqki a k toqke b. Takim obrazom, ⟨a, b⟩ = (a, b) pri a < b, ⟨a, b⟩ = (a, +∞) ∪ {∞} ∪ (−∞, b) pri a > b, ⟨a, ∞⟩ = (a, +∞), ⟨∞, b⟩ = (−∞, b). Pust~ D(a, b) = C \ ⟨b, a⟩. Semeæstvo oblasteæ D(a, b), gde a i b – vsevozmoßnye razliqnye toqki R, oboznaqim qerez D.

Teorema 1. Pust~ D – odnosvØznaØ oblast~ na rimanovoæ sfere

C , R(D, 0) = r, R(D, 1) = R. Pust~ P1(x) = r(1−x)2+Rx2−2x(1−x) √ 4 + rR, P_1(∞)^{def}= r+R+2 √ 4 + rR, P2(x) = r(1−x)2+Rx2+2x(1−x) √ 4 + rR, P_2(∞)^{def}= r+R−2 √ 4 + rR, i pust~

a1 =

2 − r + √ 4 + rR 4 + R − r , b1 = 2 + r − √ 4 + rR 4 + r − R , (1)

a2 = 2 − r − √ 4 + rR 4 + R − r , b2 = 2 + r + √ 4 + rR 4 + r − R (2) – nuli mnogoqlenov P_1(z) i P_2(x), sootvetstvenno. Togda ⟨a_2, b_2⟩ \ [b_1, a_1] ⊂ D. Ime¸t mesto neravenstva

P1(x) 6 R(D, x) 6 P2(x) pri x ∈ (0, 1), (3)

O SVO`STVAH KONFORMNOGO RADIUSA OBLASTI 239 P1(x) ¿ R(D, x) ¿ P2(x) pri x ∈ R\ [0, 1]. (4)

Ravenstvo v levyh qastØh neravenstv (3) i (4) imeet mesto tol~- ko v sluqae D = D(a_1, b_1) i x ∈ ⟨a_1, b_1⟩. Ravenstvo v pravyh qastyh fftih neravenstv imeet mesto tol~ko v sluqae D = D(a_2, b_2) i x ∈ ⟨a_2, b_2⟩.

Zameqanie. LevaØ qast~ neravenstva (3) i pravaØ qast~ nera-

venstva (4) formal~no spravedlivy i dlØ teh x, dlØ kotoryh P1(x) < 0 ili P2(x) < 0. V fftom sluqae, kak pokazyvaet analiz teoremy, suwestvu¸t oblasti, udovletvorØ¸wie usloviØm teoremy 1, no ne soderßawie toqki x.

Dokazatel~stvo. Pust~ x ∈ (−∞, ∞) ∩ D, ρ = ρ(x) = R(D, x).

Suwestvuet funkciØ f(ζ) = ζ + c_2ζ^2 + . . . ∈ M takaØ, qto funkciØ ρf(ζ) + x otobraßaet krug U na oblast~ D. Pri vseh dostatoqno malyh z imeem

f^−1 ( z ρ ) = z ρ − c_2 ( z ρ )_2 + o(z^2),

R(D, x + z) = ρ ( 1 − | |f^{−1} ( z ρ )| |^2 )| |f^′ ( f^−1 ( z ρ ))| | =

= ρ ( 1 − | | z ρ | |^2 )| |1 + 2c_2 ( z ρ − c_2 ( z ρ )_2)

+ 3c_3 ( z ρ )_2| | + o(z^2) =

= ρ [ 1 + 2 Re(c_2z) ρ + Re [ (3c_3 − 2c^2)z^2 ] + 2(Im c_2z)^2 − |z|^2 ρ2 ] + o(z^2) =

= ρ + 2 Re(c_2z) +

3 Re [ (c_3 − c^2)z^2 ] + ( |c_2|^2 − 1 ) |z|^2 ρ + o(z^2). (5)

Sledovatel~no,

ρ^′ = ρ^′(x) = 2 Re c2, ρ^{′′} = ρ^{′′}(x) = 2

3 Re(c_3 − c^2) + |c_2|^2 − 1 ρ . (6)

Poskol~ku f ∈ M , to ( f(ζ^−1) )_{−1} = ζ − c_2 − (c_3 − c^2_3)ζ^{−1} + · · · ∈ Σ i, v silu izvestnoæ ocenki dlØ klassa Σ (sm., naprimer, [5]), Re(c_3 − c^2) ¿ −1. Tak kak |c_2|^2 ¿^1_4 (ρ^′)^2, to iz (6) poluqaem ρ^{′′} ¿ (ρ^′)^2 2ρ − 8 ρ . (7)

240 V. O. KUZNECOV

�to neravenstvo spravedlivo pri vseh vewestvennyh x ∈ D. Ravenstvo v fftom neravenstve dostigaetsØ tol~ko pri Im c_2 = 0 i Re(c_3 − c^2) = −1, qto imeet mesto tol~ko v sluqae D ∈ D.

Dokaßem snaqala utverßdeniØ teoremy otnositel~no pravyh qasteæ neravenstv (3) i (4). Esli x ∈ ⟨α, β⟩, to R ( D(α, β), x ) = | |4(x − β)(x − α) β − α | |. NeposredstvennaØ proverka pokazyvaet, qto rexenie a = a(r, R), b = b(r, R) sistemy R ( D(a, b), 0 ) = r, R ( D(a, b), 1 ) = R, (0, 1) ⊂ ⟨a, b⟩, edinstvenno i daetsØ ravenstvami (2). VyraßaØ ρ_0(x) = R ( D(a2, b2)x ) qerez r i R, nahodim, qto ρ_0(x) = P_2(x) pri x ∈ ⟨a_2, b_2⟩ i ρ0(x) = 0 pri x /∈ ⟨a2, b2⟩. Zametim, qto funkciØ ρ_0(x) pri vseh x ∈ ⟨a_2, b_2⟩ \ {∞} udovletvorØet differencial~nomu uravneni¸ ρ^{′′} = (ρ^′)^2 2ρ − 8 ρ , a dlØ funkcii ρ(x), sootvetstvu¸weæ oblasti D /∈ D, pri l¸bom vewestvennom x ∈ D v (7) imeet mesto strogoe neravenstvo. Sdelav v (7) zamenu peremennoæ s = √ρ, ubeßdaemsØ, qto funkcii s(x) = √ ρ(x) i s0(x) = √ ρ0(x) udovletvorØ¸t usloviØm s^{′′}(x) > − 4 s3(x) i s^{′′}_0 (x) = − 4 s30(x) , sootvetstvenno.

Rassmotrim funkci¸ φ(x) = s(x) − s_0(x). �ta funkciØ nepreryvna na (−∞, ∞), priqem φ(0) = φ(1) = 0 i φ(x) = −s_0(x) < 0 pri x ∈ ⟨a_2, b_2⟩ \ D. Pri fftom, esli φ(x) ¿ 0 dlØ nekotorogo x ∈ ⟨a2, b2⟩ ∩ D, to s(x) ¿ s0(x) i φ^{′′}(x) = s^{′′}(x) − s^{′′}0(x) > − 4 s3(x) + 4 s30(x) ¿ 0. DlØ dokazatel~stva utverßdeniæ teoremy otnositel~no pravyh qasteæ neravenstv (3) i (4) dostatoqno pokazat~, qto φ(x) < 0 pri vseh x ∈ (0, 1) i φ(x) > 0 pri vseh x ∈ ⟨a_2, b_2⟩ \ [0, 1].

O SVO`STVAH KONFORMNOGO RADIUSA OBLASTI 241

Predpoloßim, qto φ(x_0) ¿ 0 dlØ nekotorogo x_0 ∈ (0, 1). Togda naibol~xee znaqenie funkcii φ na [0, 1] dostigaetsØ v nekotoroæ toqke c ∈ (0, 1) ∩ D i ØvlØetsØ lokal~nym maksimumom funkcii φ. Poskol~ku φ(c) ¿ 0 i, sledovatel~no, φ^{′′}(c) > 0, to ffto nevozmoßno.

Dokazatel~stvo pravoæ qasti neravenstva (4) naqnem s rassmotreniØ sluqaØ |r − R| < 4. Togda −∞ < a_2 6 0, 1 6 b_2 < ∞. Otmetim, qto pri r = R = 0 pravaØ qast~ neravenstva (4) bessoderßatel~na, tak kak v fftom sluqae a_2 = 0, b_2 = 1 i P_2(x) < 0 pri x ∈ R\ [0, 1]. Pust~ R > 0. Iz (2) togda vytekaet, qto b2 > 1. Tak kak φ(1) = 0, to φ^{′′}(1) > 0 i, poskol~ku φ(x) < 0 pri x ∈ (0, 1), to φ^′(1) > 0. Predpoloßim, qto φ(x0) 6 0 dlØ nekotorogo x0 ∈ (1, b2]. Togda suwestvuet c > 1 takoe, qto φ(c) = 0 i φ(x) > 0 pri x ∈ (1, c). Sledovatel~no, φ^{′′}(x) > 0 na [1, c] i, v silu vypuklosti, φ(x) < 0 na (1, c). Poluqennoe protivoreqie pokazyvaet, qto φ(x) > 0 na (1, b2]. Poskol~ku φ(x) < 0 pri x ∈ ⟨a2, b2⟩ \ D, to [1, b_2) ⊂ D. Esli r > 0, to sluqaæ x_0 ∈ [a_2, 0) rassmatrivaetsØ analogiqno.

Pust~ teper~ |r − R| ¿ 4. Togda ∞ ∈ ⟨a_2, b_2⟩. Predpoloßim, qto R(D, x) 6 R ( D(a2, b2), x ) dlØ nekotorogo x ∈ ⟨a_2, b_2⟩ \ [0; 1].

Rassmotrim drobno-lineænoe preobrazovanie μ(z) = z 1 + λ(z − 1)

, λ – vewestvennoe.

Imeem μ(0) = 0, μ(1) = 1, μ^′(0) = (1−λ)^{−1}, μ^′(1) = (1−λ). Poloßim ~D = μ(D), D(~a,~b) = μ(D(a_2, b_2)), ~x = μ(x), ~r = R( ~D, 0) = (1 − λ)−1r, ~R = R( ~D, 1) = (1−λ)R. Togda ~x ∈ ⟨~a,~b⟩\[0, 1]. Vybrav nadleßawim obrazom parametr λ ∈ (−∞, 0)∪(0, 1), poluqim |~r− ~R| < 4 i, v silu dokazannogo vyxe, R( ~D, ~x) > R ( D(~a,~b), ~x ) . Ots¸da R(D, x) = | μ^′(x) |_{−1} R( ~D, ~x) > | μ^′(x) |_{−1} R ( D(~a,~b), ~x ) =R ( D(a2, b2), x ) . UtverßdeniØ teoremy otnositel~no pravyh qasteæ neravenstv (3) i (4) dokazany.

Qtoby proverit~ utverßdeniØ teoremy otnositel~no levyh qasteæ neravenstv (3) i (4) rassmotrim drobno-lineænoe preobrazovanie μ(z) = z 2z − 1 .

242 V. O. KUZNECOV

Imeem μ(0) = 0, μ(1) = 1, μ^′(0) = μ^′(1) = −1, μ ( ⟨a_1, b_1⟩ ) = ⟨a_2, b_2⟩.

PrimenØØ dokazannye vyxe neravenstva k oblasti μ(D) i toqkam 0, 1, μ(x), poluqim ostal~nye utverßdeniØ teoremy.

PolagaØ v teoreme 1 R = 0, poluqim

Sledstvie 1. Pust~ D – odnosvØznaØ oblast~ na C , 1 /∈ D,

R(D, 0) = r. Pust~ a = r(r − 4)^{−1}, b = r(r + 4)^{−1}. Togda ⟨a, b⟩ ⊂ D i dlØ vseh x ∈ ⟨a, b⟩ \ {∞} imeet mesto neravenstvo | R(D, x) − r(1 − x)^2 | 6 4^|x(1 − x)^|. (8) Esli, krome togo, ∞ ∈ ⟨a, b⟩, to |R(D, ∞) − r| 6 4. (9) Ravenstvo v (8) pri x ≠ 0, 1 imeet mesto tol~ko v sluqaØh D = D(1, b) i x ∈ ⟨1, b⟩ \ {∞}, D = D(a, 1) i x ∈ [a, 1]. Ravenstvo v (9) imeet mesto tol~ko v sluqaØh D = D(1, b) i D = D(a, 1).

Sledstvie 2 [3,4]. Pust~ D – odnosvØznaØ oblast~ na C , R(D, 0) =

r. Togda |R(D, 1) − r| 6 4. (10) Ravenstvo v fftom neravenstve imeet mesto tol~ko v sluqaØh: D = D ( ∞,^1_4 r ) , r 6 4; D = D^(−^1_4 r, ∞^).

Dokazatel~stvo. Rassmotrim drobno-lineænoe preobrazovanie

μ(z) = z(z + 1)^−1, perevodØwee toqki 0, 1, ∞ v 0, 12 , 1, i primenim k oblasti ~D = μ(D) sledstvie 1. Imeem R( ~D, 0) = r, R ( ~D,^1_2 ) = 1 4 R(D, 1), μ^{−1}(a) = −^1_4r, μ^{−1}(b) =^1_4r. Zdes~ a i b – te ße, qto i v sledstvii 1. PolagaØ v (8) x =^1_2 i preobrazuØ poluqennoe neravenstvo, prihodim k neravenstvu (10). Pri fftom ravenstvo v (10) dlØ oblasti D ( ∞,^1_4 r ) imeet mesto tol~ko v sluqae^1_2 ∈ [b, 1], t.e. pri r ¿ 4.

Zameqanie. V silu sledstviØ 2, znaqeniØ konformnyh radiu-

sov R(D, 0) = r i R(D, 1) = R oblasti D ∈ C udovletvorØ¸t uslovi¸ |r − R| = 4 tol~ko togda, kogda D = D(∞, a), a 6 0, ili D = D(b, ∞), b ¿ 1. V fftom sluqae R(D, x) = r(1−x)+Rx dlØ l¸bogo vewestvennogo x ∈ D. Esli |r−R| < 4, to prØmoæ funkcional~- noæ zavisimosti meßdu veliqinami R(D, 0), R(D, 1) i R(D, x) ne suwestvuet. Poskol~ku ffkstremal~naØ oblast~ D(a_2, b_2) v teoreme 1 pri |r − R| 6 4 ne soderßit beskoneqno udalennoæ toqki,

O SVO`STVAH KONFORMNOGO RADIUSA OBLASTI 243

to pravye qasti neravenstv (3) i (4) v fftom sluqae ØvlØ¸tsØ toqnymi i v bolee uzkom semeæstve odnosvØznyh oblasteæ D na koneqnoæ ploskosti, dlØ kotoryh R(D, 0) = r, R(D, 1) = R.

Sledstvie 3. Pust~ r, R > 0,^~D(z1, z2, z3, r, R) – semeæstvo odno-

svØznyh oblasteæ D na C , soderßawih fiksirovannye razliqnye toqki z_1, z_2, z_3 ∈ C i takih, qto R(D, z_1) = r, R(D, z_2) = R. Pust~ O – okrußnost~, prohodØwaØ qerez toqki z_1, z_2, z_3, i pust~ Γ – ta iz dvuh soedinØ¸wih toqku z_1 s toqkoæ z_2 dug okrußnosti O, vnutrenneæ toqkoæ kotoroæ ØvlØetsØ toqka z_3. Pust~ γ_1 i γ_2 – dugi okrußnosti O, koncy kotoryh a_1, b_1 i a_2, b_2 opredelØ- ¸tsØ ravenstvami R(C \ γ_k, a_k) = r, R(C \ γ_k, b_k) = R, k = 1, 2. Pust~ γ_1 – ta iz fftih dvuh dug, kotoraØ ne peresekaetsØ s dugoæ Γ. Togda naibol~xee znaqenie veliqiny R(D, z_3) v semeæstve ~D(z_1, z_2, z_3, r, R) dostigaetsØ tol~ko dlØ oblasti D_0 = C \ γ_1. Esli

z3 ∈ γ2, to v semeæstve ~D(z1, z2, z3, r, R) suwestvu¸t oblasti, ne soderßawie toqki z_3. Esli z_3 /∈ γ_2, to naimen~xee znaqenie veliqiny R(D, z_3) v semeæstve ~D(z_1, z_2, z_3, r, R) dostigaetsØ tol~ko dlØ oblasti D_0 = C \ γ_2.

DlØ dokazatel~stva dostatoqno rassmotret~ drobno-lineænoe preobrazovanie, perevodØwee toqki z_1, z_2, z_3 v 0, 1, 1/2, i primenit~ teoremu 1.

Ispol~zuØ svØz~ meßdu logarifmiqeskoæ emkost~¸ ograniqennogo kontinuuma i konformnym radiusom ego dopolneniØ otnositel~no beskoneqno udalennoæ toqki, iz teoremy 1 poluqaem

Sledstvie 4. Pust~ E – kontinuum nv C , R(C \ E, 0) = r, R(C \

E, 1) = R. Togda

cap E ¿ 1 r + R + 2 √ 4 + rR . (11)

Esli |r − R| > 4, to

cap E 6 1 r + R − 2 √ 4 + rR . (12)

Ravenstvo v neravenstve (11) imeet mesto tol~ko v sluqae E = [b_1, a_1], v neravenstve (12) – tol~ko v sluqae E = [b_2, a_2]. Zdes~ a_1, b1, a2, b2 opredelØ¸tsØ formulami (1), (2).

244 V. O. KUZNECOV

2. Esli toqka z0 ØvlØetsØ konformnym centrom oblasti D, to,

v silu opredeleniØ, z_0 – stacionarnaØ toqka funkcii ρ(z) = R(D, z). Imeet mesto

Teorema 2. Pust~ z = 0 – stacionarnaØ toqka funkcii ρ(z) =

R(D, z), ρ = ρ(0). Togda R(D, z) ¿ ρ − 4|z|^2 ρ . Ravenstvo v fftom neravenstve pri z ≠ 0 imeet mesto tol~ko v sluqae D = e^{iθ}D(−a, a), e^{−iθ}z ∈ [−a, a], a =^1_2ρ, θ – proizvol~noe vewestvennoe qislo.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno ograniqit~sØ sluqaem z = x, gde

x – vewestvennoe qislo. Pust~ f(ζ) i c2 – te ße, qto i pri dokazatel~stve teoremy 1. Iz (5) vytekaet, qto z = 0 ØvlØetsØ stacionarnoæ toqkoæ funkcii ρ(z) togda i tol~ko togda, kogda c2 = 0. NeposredstvennaØ proverka pokazyvaet, qto D0 = D(−a, a) – edinstvennaØ oblast~ v semeæstve D, dlØ kotoroæ funkciØ ρ0(x) = R(D0, x) udovletvorØet usloviØm ρ0(0) = ρ, ρ^′0(0) = 0. Pri fftom ρ_0(x) = ρ − 4ρ^{−1}x^2, esli x ∈ [−a, a], i ρ_0(x) = 0, esli x /∈ [−a, a]. Takim obrazom, ravenstvo v (13) dlØ oblasti D0 imeet mesto pri vseh x ∈ [−a, a].

Pust~ teper~ D ≠ D_0. Togda D /∈ D i, kak ustanovleno pri dokazatel~stve teoremy 1, dlØ funkcii ρ(x) = R(D, x) v (7) pri vseh vewestvennyh x ∈ D imeet mesto strogoe neravenstvo. DlØ dokazatel~stva teoremy dostatoqno pokazat~, qto φ(x) = √ ρ(x) − √ ρ0(x) > 0 pri vseh x ∈ [−a, 0) ∪ (0, a]. FunkciØ φ, kak i pri dokazatel~stve teoremy 1, obladaet sledu¸wim svoæstvom: φ^{′′}(x) > 0 pri vseh x ∈ [−a, a], dlØ kotoryh φ(x) ¿ 0. Poskol~ku ρ(0) = ρ_0(0) = ρ, ρ^′(0) = ρ^′_0(0) = 0, to φ(0) = φ^′(0) = 0. Pofftomu φ^{′′}(0) > 0 i, sledovatel~no, φ(x) > 0 v nekotoroæ prokolotoæ okrestnosti toqki x = 0. Predpoloßim, qto φ(x_0) 6 0 pri nekotorom x_0 ∈ (0, a]. Togda suwestvuet takoe y > 0, qto φ(x) > 0 na (0, y) i φ(y) = 0. �to nevozmoßno, poskol~ku v fftom sluqae φ^{′′}(x) > 0 na (0, y), i, v silu vypuklosti, φ(x) < 0 na (0, y). Sluqaæ x_0 ∈ [−a, 0) rassmatrivaetsØ analogiqno. Teorema dokazana.

Teorema 3. Pust~ ρ > 0, f(ζ) = ζ + c2ζ^2 + · · · ∈ M , funkciØ ρf(ζ)

O SVO`STVAH KONFORMNOGO RADIUSA OBLASTI 245 otobraßaet krug U na oblast~ D. Togda R(D, z) ¿ |ρ + c_2z|^2 − 4|z|^2 ρ . (13)

Esli |c_2| > 2, to R(D, ∞) ¿ |c_2|^2 − 4 ρ . (14)

Ravenstvo v (13) pri z ≠ 0 dostigaetsØ tol~ko v sluqae D = μ^−1 ( e^{iθ}D(−a, a) ) , e^{−iθ}μ(z) ∈ [−a, a]. Ravenstvo v (14) dostigaetsØ tol~ko v sluqae D = μ^{−1} ( e^{iθ}D(−a, a) ) . Zdes~ a =^1_2 ρ, μ(z) = ρz/((ρ + c2z), θ – proizvol~noe vewestvennoe qislo.

Zameqanie. Geometriqeski teorema 3 oznaqaet, qto ffkstremal~-

nymi oblastØmi dlØ neravenstv (13) i (14) ØvlØ¸tsØ oblasti, poluqennye udaleniem iz rimanovoæ sfery C dugi okrußnosti, prohodØweæ qerez toqki 0, −ρc^{−1}_2 i z.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim funkci¸ g(ζ)= μ(ρf(ζ)). Poskol~-

ku g(ζ) = ρζ + o(ζ^2), to moßno ispol~zovat~ teoremu 2. PrimenØØ fftu teoremu k oblasti μ(D) i toqkam μ(z) i μ(∞), poluqim vse utverßdeniØ teoremy 3.

PolagaØ v teoreme 3 ρ = 1 i pereformulirovav teoremu v terminah otobraßa¸weæ funkcii, poluqim

Sledstvie 5. Pust~ f(ζ) = ζ + c2ζ^2 + · · · ∈ M . Togda |f^′(ζ)| ¿ |1 + c_2f(ζ)|^2 − 4|f(ζ)|^2 1 − |ζ|^2 . Ravenstvo v fftom neravenstve pri ζ ≠ 0 dostigaetsØ tol~ko v sluqae f(ζ) = ζ 1 − c_2ζ + e^{2iθ}ζ^2 , e^{iθ}ζ ∈ (−1, 1), θ – proizvol~noe vewestvennoe qislo.

Sledstvie 6. Pust~ D – odnosvØznaØ oblast~, R(D, 0) = ρ > 0.

Togda R(D, −z) + R(D, z) ¿ 2ρ − 8|z|^2 ρ .

246 V. O. KUZNECOV Ravenstvo v fftom neravenstve pri z ≠ 0 imeet mesto tol~ko v sluqae D = e^{iθ}D(−a, a), e^{−iθ}z ∈ [−a, a], a =^1_2ρ, θ – proizvol~noe vewestvennoe qislo.

Dokazatel~stvo. V silu teoremy 3, R(D, −z) + R(D, z) ¿ |ρ + c_2z|^2 + |ρ − c_2z|^2 − 8|z|^2 ρ =

= 2ρ^2 + 2|c_2z|^2 − 8|z|^2 ρ ¿ 2ρ −^{8|z|2}_ρ . Sledstvie 7. Pust~ E – kontinnum na C , cap E = c <^1_2 . Togda R ( C \ E, −1 ) + R ( C \ E, 1 ) ¿ 2^{1 − 4c2}_c .

Ravenstvo v fftom neravenstve imeet mesto tol~ko v sluqae E = [−2c, 2c]. DlØ dokazatel~stva dostatoqno rassmotret~ otobraßenie μ(z)= z^−1 i primenit~ sledstvie 6 k oblasti D = C \ μ(E), poloßiv z = 1.

§2. Svoæstva konformnogo radiusa vypukloæ oblasti Qerez Π budem oboznaqat~ semeæstvo vsevozmoßnyh vertikal~nyh polos Π(a, b) = {a < Re ζ < b} i poluploskosteæ Π(a, ∞) = {Re ζ > a}, Π(∞, b) = {Re ζ < b}, a, b – vewestvennye qisla, a < b.

Lemma. Pust~ r, R ¿ 0, |R − r| 6 2. Togda suwestvuet oblast~

D ∈ Π takaØ, qto R(D, 0) = r, R(D, 1) = R.

Dokazatel~stvo. Pust~ D ∈ Π,^~D = μ(D), gde μ(z) = z(2z − 1)^{−1}.

Togda oblast~ ~D ØvlØetsØ dopolneniem do rimanovoæ sfery ob¨edineniØ dvuh, vozmoßno vyroßdennyh, krugov, kasa¸wihsØ drug druga v toqke z = 1/2. Centry fftih krugov raspoloßeny na vewestvennoæ osi i oblast~ ~D polnost~¸ opredelØetsØ radiusami fftih krugov. Radius levogo kruga oboznaqim qerez x, pravogo – qerez y, a oblast~ ~D budem oboznaqat~ qerez ~D(x, y). Uslovie 0, 1 ∈ D ravnosil~no uslovi¸ 0 6 x, y 6 1/4. Poskol~- ku μ(0) = 0, μ(1) = 1, μ^′(0) = μ^′(1) = −1, to R(D, 0) = R( ~D, 0), R(D, 1) = R( ~D, 1). Poloßim g(x, y) = R( ~D(x, y), 0), h(x, y) =

O SVO`STVAH KONFORMNOGO RADIUSA OBLASTI 247

R( ~D(x, y), 1). Funkcii g i h opredeleny i nepreryvny na mnoßestve K \ {(0, 0)}, gde K = {(x, y): x ∈ [0, 1/4], y ∈ [0, 1/4]} – kvadrat na xy-ploskosti, i ubyva¸t po kaßdomu iz argumentov. Dostatoqno pokazat~, qto suwestvuet toqka M ∈ K takaØ, qto g(M ) = r, h(M ) = R. Pust~, dlØ opredelennosti, R ¿ r. Imeem g(1/4, 0) = 0, lim_{x→} 0, y→0 g(x, y) = +∞. Krome togo, h(x, 0) − g(x, 0) = 2

i h(x, x) = g(x, x) pri l¸bom x ∈ (0, 1/4]. V silu monotonnosti funkcii g na kaßdom iz otrezkov, po kotorym prØmaØ y = (tg φ)x, φ ∈ [0, π/4], peresekaet kvadrat K, suwestvuet edinstvennaØ toqka A(φ) = (x(φ), y(φ)), dlØ kotoroæ g(A) = r. Poskol~ku g nepreryvna, to funkciØ A(φ) nepreryvna na [0, π/4]. Sledovatel~no, funkciØ δ(φ) = h(A(φ)) − g(A(φ)) = h(A(φ)) − r takße nepreryvna na [0, π/4]. Poskol~ku δ(0) = 2, δ(π/4) = 0 i 0 6 R − r 6 2, to naædetsØ ugol φ ∈ [0, π/4] takoæ, qto δ(φ) = R − r. Togda g(A(φ)) = r, h(A(φ)) = R. Lemma dokazana.

Pust~ D – vypuklaØ oblast~, R(D, 0) = r, R(D, 1) = R. V [4] pokazano, qto |r − R| 6 2 i funkciØ ρ(z) = R(D, z) ØvlØetsØ vognutoæ v D. Pri fftom ravenstvo |r − R| = 2 imeet mesto tol~- ko dlØ oblasteæ D = Π(a, ∞), a 6 0, i D = Π(∞, b), b ¿ 1. V fftom sluqae R(D, x) = r(1 − x) + Rx dlØ l¸bogo vewestvennogo x ∈ D. Esli |r − R| < 2, to, v silu vognutosti funkcii ρ(z), R(D, x) ¿ r(1 − x) + Rx pri x ∈ (0, 1) i R(D, x) 6 r(1 − x) + Rx pri vewestvennyh x ∈ D \ [0, 1]. Sledu¸waØ teorema dopolnØet fftu informaci¸.

Teorema 4. Pust~ D – vypuklaØ oblast~ i pust~ R(D, 0) = r,

R(D, 1) = R, |r − R| < 2. Pust~ P (a, b, x) = 2 b − a π sin (x − a)π b − a , x ∈ [a, b]. Togda (a, b)\[0, 1] ⊂ D, gde a i b odnoznaqno opredelØ¸tsØ usloviØmi r = P (a, b, 0), R = P (a, b, 1), a 6 0, b ¿ 1. (15) Ime¸t mesto neravenstva

R(D, x) 6 P (a, b, x) pri x ∈ (0, 1); (16) R(D, x) ¿ P (a, b, x) pri x ∈ (a, b) \ [0, 1]. (17)

248 V. O. KUZNECOV Ravenstvo v neravenstvah (16) i (17) imeet mesto tol~ko v sluqae D = Π(a, b).

Dokazatel~stvo. Pust~ ρ(x) i f(ζ) – te ße, qto i pri dokaza-

tel~stve teoremy 1. Iz (6) poluqaem ρ^{′′} = 2 Re(3c_3 − 4c^2) + (ρ^′)^2 − 2 ρ . (18)

Tak kak oblast~ D ØvlØetsØ vypukloæ, to (sm., naprimer, [6]) g(ζ) = ζf^′(ζ) = ζ + d2ζ2 + . . . – zvezdoobraznaØ funkciØ. Sledovatel~no, g ∈ S i pofftomu (sm., naprimer, [5]) Re(d_3 − d^2) ¿ −1. Poskol~ku d_3 − d^2 = 3c_3 − 4c^2, to iz (18) vytekaet, qto funkciØ ρ(x) udovletvorØet neravenstvu ρ^{′′} ¿ (ρ^′)^2 ρ − 4 ρ . (19)

Ravenstvo v fftom neravenstve dostigaetsØ tol~ko pri Re(d_3 − d2) = −1, qto imeet mesto tol~ko v sluqae g(ζ) = ζ 1 + 2λζ + ζ^2

, −1 6 λ 6 1.

Ots¸da f^′(ζ) = (1 + 2λζ + ζ^2)^{−1}. IntegriruØ, poluqim: f(ζ) = ζ 1 + λζ pri |λ| = 1 i f(ζ) = 1 √ 1 − λ^2 arctg √ 1 − λ^2 ζ 1 + λζ pri |λ| < 1. V kaßdom iz fftih sluqaev funkciØ ρf(ζ) + x otobraßaet krug U na oblast~ D ∈ Π.

Po lemme, suwestvuet polosa D_0 = Π(a, b), udovletvorØ¸waØ usloviØm (15). Togda ρ_0(x) = R(D_0, x) = P (a, b, x) pri x ∈ [a, b]. Na intervale (a, b) funkciØ ρ_0(x) udovletvorØet differencial~nomu uravneni¸ ρ^{′′} = (ρ^′)^2 ρ − 4 ρ . Otmetim, qto polosa Π(a, b) opredelØetsØ funkcieæ ρ_0(x) odnoznaqno, poskol~ku ρ_0(x) ≠ 0 tol~ko pri x ∈ (a, b). Sdelav v (19) zamenu peremennoæ s = log ρ, ubeßdaemsØ, qto funkcii

O SVO`STVAH KONFORMNOGO RADIUSA OBLASTI 249

s(x) = log ρ(x) i s0(x) = log ρ0(x) udovletvorØ¸t usloviØm s^{′′}(x) ¿ −4 exp(−2s(x)) i s^{′′}_0 (x) = −4 exp(−2s_0(x)), sootvetstvenno.

Dokaßem neravenstvo (16) snaqala v predpoloßenii, qto r, R > 0. Togda [0, 1] ⊂ D, a < 0, b > 1. Rassmotrim funkci¸ φ(x) = s(x) − s0(x). �ta funkciØ nepreryvna na (a, b) ∩ D, priqem φ(0) = φ(1) = 0. Krome togo, esli φ(x) ¿ 0 dlØ nekotorogo x ∈ (a, b) ∩ D, to s(x) ¿ s_0(x) i

φ^{′′}(x) = s^{′′}(x) − s^{′′}0 (x) ¿ −4 exp(2s(x)) + 4 exp(2s0(x)) ¿ 0.

Ravenstvo φ^{′′}(x) = 0 v fftom sluqae imeet mesto tol~ko togda, kogda φ(x) = 0 i D ∈ Π. DlØ dokazatel~stva neravenstv (16), (17) i utverßdeniØ otnositel~no ravenstva v fftih neravenstvah dostatoqno pokazat~, qto φ(x) 6 0 pri vseh x ∈ (0, 1), φ(x) ¿ 0 pri vseh x ∈ (a, b) \ [0, 1], i qto ravenstvo v fftih neravenstvah imeet mesto tol~ko togda, kogda D = Π(a, b).

Predpoloßim, qto φ(x_0) ¿ 0 dlØ nekotorogo x_0 ∈ (0, 1). Togda naibol~xee znaqenie funkcii φ na [0, 1] dostigaetsØ v nekotoroæ toqke c ∈ (0, 1). Poskol~ku c – toqka maksimuma, to φ^{′′}(c) 6 0. S drugoæ storony, φ(c) ¿ 0, sledovatel~no, φ^{′′}(c) ¿ 0. Znaqit, φ^{′′}(c) = 0. Togda, v silu svoæstv funkcii φ, φ(c) = 0 i D ∈ Π. Pust~ D = Π(~a,~b). Poskol~ku φ(c) – naibol~xee znaqenie funkcii na [0, 1], to φ(x) 6 0 pri vseh x ∈ [0, 1]. Zameniv oblast~ D oblast~¸ ~D = Π(a, b), a veliqiny a i b veliqinami ~a i ~b, i povtoriv te ße rassußdeniØ, proverim, qto s_0(x)−s(x) = −φ(x) 6 0 na [0, 1]. Sledovatel~no φ(x) = 0 pri vseh x ∈ [0, 1]. �to oznaqaet, qto funkcii ρ(x) i ρ_0(x) sovpada¸t i D = Π(a, b). Otmetim, qto tem samym dokazano, qto Π(a, b) – edinstvennaØ oblast~ semeæstva Π, udovletvorØ¸waØ usloviØm (15).

Pust~ teper~ rR = 0. Togda [0, 1] ⊄ D. Esli (0, 1) ∩ D = ⊥, to a = 0, b = 1 i neravenstvo (16) bessoderßatel~no. Pust~ (0, 1) ∩ D ≠ ⊥, ε > 0, ~ρ(x) = P (a − ε, b + ε, x). Togda funkciØ ~φ(x) = log ρ(x) − log ~ρ_0(x), nepreryvna na [0, 1] ∩ D, priqem φ(0) < 0, esli 0 ∈ D, i φ(1) < 0, esli 1 ∈ D. Krome togo, esli x0 ∈ (0, 1) ∩ ∂D, to ~φ(x) → −∞ pri x → x0. Pofftomu funkciØ ~φ dostigaet naibol~xego znaqeniØ na (0, 1) ∩ D. ZamenØØ v predyduwem rassußdenii funkci¸ φ na funkci¸ ~φ, proverØem, qto ρ(x) 6 ~ρ(x) pri vseh x ∈ (0, 1) ∩ D. Ots¸da, v silu proizvol~nosti ε, vytekaet, qto ρ(x) 6 ρ_0(x) = P (a, b, x) na [0, 1]. Predpoloßim, qto ρ(c) = ρ_0(c) pri nekotorom c ∈ (0, 1). Poskol~ku funkciØ

250 V. O. KUZNECOV

φ(x) = log ρ(x) − log ρ0(x) na [0, 1] nepoloßitel~na, to c – toqka maksimuma funkcii φ. Ots¸da, kak i v predyduwem sluqae, vytekaet, qto D = Π(a, b).

Esli D = Π(a, b), to v (17) imeet mesto ravenstvo pri vseh x ∈ (a, b) \ [0, 1]. Pust~ D ≠ Π(a, b). Togda D ∉ Π. PovtorØØ rassußdeniØ teoremy 1, proverØem, qto ρ(x) > P (a, b, x) pri vseh x ∈ (a, b) \ [0, 1]. Teorema dokazana.

Pust~ f(ζ) = ζ + c_2ζ^2 + . . . ∈ S^c, funkciØ ρf(ζ) otobraßaet krug U na oblast~ D. Izvestno (sm., naprimer, [6]), qto |c2| 6 1. Analiz privedennogo v [6] dokazatel~stva pokazyvaet, qto |c_2| = 1 tol~ko v tom sluqae, kogda D – poluploskost~. V fftom sluqae R(D, z) = ρ + 2 Re(c_2z) dlØ l¸bogo z ∈ D. �to utverßdenie dopolnØet sledu¸waØ

Teorema 5. Pust~ ρ > 0, |c2| < 1, f(ζ) = ζ + c2ζ^2 + . . . ∈ S^c, funkciØ

ρf(ζ) otobraßaet krug U na oblast~ D. Pust~

c = Re c2, λ = ρ 2 √ 1 − c^2

, a = −λ arccos c, b = λ arccos (−c). (20)

Togda (a, b) ⊂ D i pri vseh x ∈ [a, b] imeet mesto neravenstvo R(D, x) ¿ ρ cos x λ + 2λc sin x λ , (21)

Ravenstvo v fftom neravenstve pri x ≠ 0 imeet mesto tol~ko v sluqae c_2 – vewestvennoe qislo, D = Π(a, b), x ∈ [a, b].

Dokazatel~stvo. Pust~ D0 = Π(a, b), gde a i b opredelØ¸t-

sØ formulami (20). Neposredstvenno proverØetsØ, qto ρ_0(x) = R(D_0, x) = ρ cos^x_λ + 2λc sin^x_λ pri x ∈ [a, b]. Pofftomu dlØ oblasti D0 v (21) imeet ravenstvo pri vseh x ∈ [a, b]. Pust~ D ≠ D0, ρ(x) = R(D, x). Imeem ρ(0) = ρ0(0) = ρ, ρ^′(0) = ρ^′0(0) = 2c. RassmatrivaØ funkci¸ φ(x) = log ρ(x) − log ρ_0(x) i povtorØØ rassußdeniØ dokazatel~stva teoremy 2, proverØem ostal~nye utverßdeniØ teoremy.

Sledstvie 8. Pust~ D – vypuklaØ oblast~, R(D, 0) = ρ > 0, a =

πρ/4. Togda pri vseh |z| 6 a imeet mesto neravenstvo R(D, z) + R(D, −z) ¿ 2ρ cos 2|z| ρ .

O SVO`STVAH KONFORMNOGO RADIUSA OBLASTI 251 Ravenstvo v fftom neravenstve pri z ≠ 0 imeet mesto tol~ko v sluqae D = e^{iθ}Π(−a, a), e^{−iθ}z ∈ [−a, a], θ – proizvol~noe vewestvennoe qislo.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno rassmotret~ sluqaæ vewestven-

nyh z. Pust~ c_2, c i λ – te ße, qto i pri dokazatel~stve teoremy 5. Esli |c_2| = 1, to D – poluploskost~ i utverßdenie teoremy trivial~no. Esli |c_2| < 1, to c < 1. Primenim k toqkam z i −z teoremu 5. Esli c ≠ 0, to pravaØ qast~ neravenstva (21) v nekotoryh toqkah otrezka [−a, a] otricatel~na. No poskol~ku a = πρ 4 < πλ = πρ 2 √ 1 − c^2 , to neravenstvo (21) spravedlivo pri vseh x ∈ [−a, a]. Imeem R(D, x) + R(D, −x) ¿ 2ρ cos 2 √ 1 − c^2 x

ρ ¿ 2ρ cos^{2x}_ρ .

Esli D – vypuklaØ oblast~, to, v silu vognutosti v oblasti D funkcii ρ(z) = R(D, z), vsØkaØ stacionarnaØ toqka z_0 ∈ D funkcii R(D, z) ØvlØetsØ konformnym centrom oblasti D, a veliqina R(D, z_0) – maksimal~nym konformnym radiusom. PolagaØ v teoreme 5 c_2 = 0, poluqaem

Sledstvie 9. Pust~ z = 0 – konformnyæ centr vypukloæ oblasti

D i pust~ Ṙ(D) = ρ, a = πρ/4. Togda pri vseh |z| 6 a imeet mesto neravenstvo R(D, z) ¿ ρ cos 2|z| ρ . Ravenstvo v fftom neravenstve pri z ≠ 0 imeet mesto tol~ko v sluqae D = e^{iθ}Π(−a, a), e^{−iθ}z ∈ [−a, a], θ – proizvol~noe vewestvennoe qislo.

Sledstvie 10 [2]. Pust~ z = 0 – konformnyæ centr vypukloæ

oblasti D i pust~ Ṙ(D) = ρ. Togda {|z| < R} ⊂ D, gde R = πρ/4. Pri fftom z = Re^{iθ} ∈ ∂D tol~ko v sluqae D = e^{iθ}Π(−R, R), θ – vewestvennoe qislo.

Literatura

1. G. Polia, G. Sege, Izoperimetriqeskie neravenstva v matematiqeskoæ fizike, M., 1962.

252 V. O. KUZNECOV

2. H. R. Haegi, Extremalprobleme und Ungleichungen konformer Gebietsgrössen, Compositio Math. 8 (1950), 81–111.

3. E. G. Emel~Ønov, O maksimume konformnogo radiusa v semeæstvah oblasteæ, udovletvorØ¸wih dopolnitel~nym usloviØm, Zap. nauqn. semin. POMI 226 (1996), 93–108.

4. L. V. Kovalev, Ocenki konformnogo radiusa i teoremy iskaßeniØ dlØ odnolistnyh funkciæ, Zap. nauqn. semin. POMI 263 (2000), 141–156.

5. Dß. Dßenkins, Odnolistnye funkcii i konformnye otobraßeniØ, M., 1962.

6. G. M. Goluzin, GeometriqeskaØ teoriØ funkciæ kompleksnogo peremennogo, 2-oe izd., M., 1966.

Postupilo 16 aprelØ 2001 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet vodnyh kommunikaciæ