Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 276, 2001 g.

S. V. Fœdorova

PREDSTAVLENI˚ p-�LEMENTARNO` FORMY RODOM

Vvedenie

Pust~ Q i A – celye simmetriqeskie nevyroßdennye poloßitel~no opredelœnnye kvadratiqnye formy razmernosteæ

n > m ¿ 1 sootvetstvenno s opredelitelØmi d = |Q| i |A|. For-

ma A predstavima formoæ Q, esli imeet celoqislennoe rexenie X matriqnoe uravnenie Q[X] =^t XQX = A, gde^tX – transponirovannaØ matrica X. Ves predstavleniæ formy A rodom [Q] opredelØetsØ ravenstvom n(A, [Q]) = h∑ i=1 ∑ X: Q_i [X]=A 1 o(Q_i) , (1)

gde h – qislo klassov roda [Q], o(Q_i) – porØdok gruppy O(Q_i) celyh avtomorfizmov formy Q_i. Vpervye formula vesa predstavleniæ formy rodom byla poluqena Zigelem (1935 g.) [1]: n(A, [Q]) = ∏ p=−1,2,3,... α_p(A, Q). (2) V dal~neæxem predprinimalis~ mnogoqislennye popytki vyqislit~ lokal~nye plotnosti α_p(A, Q). Obyqno ispol~zovalis~ mnogomernye gaussovy summy i toqnaØ formula dlØ obyqnoæ summy Gaussa, sm. [2]. Kitaoka [3] issledoval lokal~nye plotnosti α_p(A, Q) (2) i ih svØzi s modulØrnymi formami. Ego rezul~taty kaqestvennye i ocenoqnye.

Inoæ podhod k vyqisleni¸ vesa predstavleniæ formy rodom byl predloßen v [4]. Vse predstavleniØ formy A formoæ Q moßno poluqit~ iz primitivnyh predstavleniæ X : Q[X] = A, u kotoryh naibol~xiæ obwiæ delitel~ vseh minorov porØdka m raven 1. V. G. ȷuravlœvym byla poluqena formula vesa primi- 276

PREDSTAVLENI˚ p–�LEMENTARNO` FORMY 277 tivnyh predstavleniæ formy rodom: pn(A, [Q]) = std(n − m, |G|) ∏ p|2ad α_p(A, Q), (3) gde std(n − m, |G|) – standartnaØ massa, ravnaØ proizvedeni¸ ζfunkcii Rimana i L-funkcii Dirihle, a – uroven~ formy A, to est~ naimen~xee poloßitel~noe celoe, dlØ kotorogo forma

aA^{−1} budet celoqislennoæ. Lokal~nye mnoßiteli α_p(A, Q) zavi-

sØt tol~ko ot p-invariantov [5] form A i Q. Formula vesa primitivnyh predstavleniæ (3) vyØvlØet vaßneæxee svoæstvo diofantovyh kvadratiqnyh sistem: srednee koliqestvo predstavleniæ nad kol~com celyh qisel Znekotoroæ kvadratiqnoæ formy formami roda svoditsØ k predstavleniØm nad lokal~nymi kol~- cami p-adiqeskih qisel Z_p fftoæ ße formy l¸boæ formoæ roda.

Ves primitivnyh predstavleniæ dlØ razmernosti dim A ¿ 2 vpervye byl posqitan [4] dlØ vzaimno prostyh a i d s usloviem

a = |A|. Osobu¸ sloßnost~ vyqisleniØ lokal~nyh mnoßiteleæ α_p(A, Q) predstavlØet sluqaæ, kogda uroven~ a i opredelitel~

d ime¸t obwie deliteli p. Svoæstvo primitivnosti rexeniæ uravneniØ Q[X] = A ravnosil~no celoæ ffkvivalentnosti ishodnoæ formy Q forme vida:

Q^A_G(C) = ( A C tC^1_a (aA^{−1}[C] + G) ) , (4)

gde G – celoqislennaØ forma razmernosti k = n − m i opredelitelØ |G| = a^{n−m}|Q|/|A|, C – sceplØ¸waØ matrica. Vetvlenie predstavleniæ formy rodom voznikaet, esli uroven~ a i opredelitel~ d ime¸t obwie deliteli. Forma A i rod [Q] neodnaznaqno opredelØ¸t rod [G] iz ortogonal~nogo dopolneniØ k A v Q. Nad kol~com Z_p lokal~nyæ mnoßitel~ vetvleniØ raspadaetsØ na summu po neffkvivalentnym rodam [G_i]. Vnutri ße fiksirovannogo roda [G] vozmoßno suwestvovanie neskol~kih neffkvivalentnyh orbit matric scepki {C_j}: α_p(A, Q) = ∑ [G_i] ∑ {C_j } α_p(A, Q, G_i, C_j). (5) Pri naloßenii ograniqeniæ na razmernost~ ili masxtab sostavlØ¸wih ßordanova razloßeniØ form A i Q udaœtsØ po sisteme

278 S. V. F´DOROVA invariantov postroit~ vse voznika¸wie rody form G i orbity matric scepki {C}.

V rabote issleduetsØ vetvlenie predstavleniæ p-fflementar-nyh form A, to est~ form prostogo urovnØ a = εp, gde ε – edinica kol~ca Z_p. Oqevidno, takie formy ime¸t ßordanovo razloßenie

A = A_1 ⊕pA_p nad lokal~nym kol~com Z_p. PoØsnim sut~ vetvleniØ

na primere.

Qislo primitivnyh predstavleniæ pr(A, Q) formy A odnoklassnoæ formoæ Q iz (1) ravno pr(A, Q) = o(Q) · pn(A, Q). (6) KvadratiqnaØ forma pØtimernoæ rexœtki korneæ nulevoæ summy A_5 imeet invarianty d = 6, o(A_5) = 1440, 3_{A5} = 1^{−4}3^{+1}, 2_{A5} = 1^{−4}_{II,0}2^{+1}_{I,7} . Rassmotrim vetvlenie predstavleniæ nad Z_3 binarnoæ kvadratiqnoæ formy A beskvadratnogo neqœtnogo urovnØ a formoæ A_5. Pust~ forma A nad kol~com Z_3 imeet ßordanovo razloßenie A = A_1 ⊕ 3A_3, gde A_1, A_3 – proizvol~nye edinicy kol~ca Z_3. Voznikaet dva neffkvivalentnyh roda form G, ime¸- wih nad Z_3 ßordanovy razloßeniØ vida:

G^I = G^I_1 ⊕ 3G^I_3, dim G^I_3 = 2; G^{II} = G^{II}_1 ⊕ 3^2G^{II}_32 , dim G^{II}_32 = 1.

DlØ nih slagaemye lokal~nogo mnoßitelØ α_3(A, A_5) (5) sootvetstvenno ravny [6] α_3(A, Q, G^I) = (1 + ε(A_3))/2, α_3(A, Q, G^{II}) = (3^2 −1)/2, gde ε(A_p) = (_{|Ap|} p ) – znak sootvetstvu¸wego bloka ßor-

danova razloßeniØ, a (_• p ) – simvol Leßandra. V rezul~tate vetvØwiæsØ lokal~nyæ mnoßitel~ (5) raven α_3(A, Q) = 9 + ε(A_3). Qislo primitivnyh predstavleniæ pr(A, A_5) binarnoæ formy A formoæ rexœtki A_5 ravno [6]

pr(A, A_5) = 30(9 + ε(A_3)) ∏ p|| |A|, p≠2,3 ( p + ( 6 p ) ε(A_1) ) × × ∏ p^2|| |A|, p≠2,3 (p^2 − 1), (7)

gde p^s||a oznaqaet, qto p^s|a, no p^{s+1} - a. Metodom neopredelœnnyh kofffficientov [7] v formule (7) vyqisleny lokal~nye mnoßiteli α_p(A, Q) dlØ prostyh p s usloviem p^2|| |A|, to est~ snØto ograniqenie a = |A| [4].

PREDSTAVLENI˚ p–�LEMENTARNO` FORMY 279 Invarianty formy xestimernoæ rexœtki korneæ Gosseta E_6 ravny d = 3, o(E_6) = 2^8 · 3^4 · 5, 3_{E6} = 1^{+5}3^{+1}, 2_{E6} = 1^{−6}_{II,0}. Qislo primitivnyh predstavleniæ ternarnoæ formy A beskvadratnogo qœtnogo opredelitelØ |A| formoæ rexœtki E_6 ravno [6]

pr(A, E_6) = 2^4 · 3^3 · 5 · α_3(A, Q) ∏ p|a, p≠2,3 ( p + ( 3 p ) ε(A_1) ) , (8)

gde α_3(A, Q) = (3 − (_a 3 ) ) dlØ sluqaØ a - 3 i α_3(A, Q) = 12(3 − ε(A_3) dlØ vetvleniØ predstavleniæ form A = 3A_3. Sravnenie dvuh poslednih lokal~nyh mnoßiteleæ pokazyvaet, qto poØvlenie obwih deliteleæ urovnØ a i opredelitelØ d pri proqih ravnyh usloviØh vedœt k uveliqeni¸ qisla predstavleniæ form.

Opisanie vetvleniØ predstavleniæ p-fflementarnyh form A stalo vozmoßnym blagodarØ vyØvleni¸ vseh minimal~nyh nerazloßimyh predstavleniæ nad Z_p, privedœnnyh v §1. S pomow~¸ minimal~nyh nerazloßimyh vloßeniæ legko nahodit~ usloviØ suwestvovaniØ vloßeniæ form A → Q i qislo orbit predstavleniæ X : Q[X] = A nad Z_p. Sluqaæ predstavleniØ pfflementarnyh form A lokal~no p-odnomernymi formami Q izuqen v [6]. PredstavleniØm lokal~no p-dvumernymi formami posvØwena teorema 2 iz §1. DlØ poluqeniØ konkretnyh formul v §2 metodom ortogonal~nogo dopolneniØ poluqeny novye mnogoklassnye rody kvadratiqnyh form.

§1. Minimal~nye nerazloßimye vloßeniØ

1.1. Pust~ kvadratiqnaØ forma A razmernosti m primitivno

predstavima poloßitel~no opredelœnnoæ kvadratiqnoæ formoæ Q razmernosti n > m, to est~ imeet celoqisennye rexeniØ matriqnoe uravnenie Q[X] = A i naibol~xiæ obwiæ delitel~ vseh minorov matricy X porØdka m raven edinice. Pereædœm na invariantnyæ beskoordinatnyæ Øzyk rexœtok i poluqim geometriqeskoe opisanie predstavleniæ form. Rexœtkoæ L nad kol~com Z nazyvaetsØ svobodnyæ Z-modul~ koneqnogo ranga s nevyroßdennoæ simmetriqeskoæ bilineænoæ formoæ, prinima¸weæ celye znaqeniØ. Predstavlenie formy A formoæ Q toßdestvenno vloßeni¸ rexœtok em : L_A → L_Q, gde L_A i L_Q – rexœtki, sootvetstvu¸wie formam A i Q. Primitivnost~ vloßeniØ budet oznaqat~, qto L_A/L_Q – svobodnyæ Z-modul~. Rasxirenie (4) to-

280 S. V. F´DOROVA

ßdestvenno skleæke rexœtok L_Q = L_A^{[C]}⊕ L_G, gde C – matrica skleæki.

L¸boe vloßenie rexœtok raspadaetsØ na ortogonal~nu¸ summu minimal~nyh nerazloßimyh vloßeniæ em = em_1 ⊕ em_2 ⊕ . . . ⊕

em_s. Pust~ forma A p-fflementarnaØ, to est~ L^∗_A/L_A ⨂ Z_p ØvlØetsØ netrivial~noæ abelevoæ p-gruppoæ, gde L^∗_A – rexœtka, dvoæstvennaØ k L_A. Oqevidno, qto forma A budet p-fflementarnoæ togda i tol~ko togda, kogda p vhodit v a v pervoæ stepeni, to est~ A = A_1 ⊕ pA_p. Poloßim, qto forma G iz rasxireniØ (4) imeet ßordanovo razloßenie nad lokal~nymi kol~cami Z_p vida G = ∑ α p^αG_pα , α = 0, 1, 2, . . ., a matrica scepki C razbita na

bloki C_α analogiqno forme G. Formy G i C svØzany sravneniem aA^{−1}[C] ≡ −G(mod a), sledu¸wim iz celoqislennosti formy rasxireniØ Q^A_G(C) (4). Ispol~zuem rezul~tat [7] o kvadratiqnyh prostranstvah V nad polem harakteristiki char ≠ 2. Pust~ V nevyroßdeno, U – podprostranstvo iz V , U^⊥ i rad U = U ⋂ U^⊥ – ego ortogonal~noe dopolnenie i radikal sootvetstvenno.

Teorema 1 (Vitt, sm. [8]). L¸baØ izometriØ σ prodolßaetsØ do

izometrii ob¨eml¸wih prostranstv ρ : ρ|_U = σ. DlØ fiksirovannogo ε = ±1 naædœtsØ prodolßenie ρ s opredelitelem |ρ| = det ρ = ε togda i tol~ko togda, kogda dim U + dimrad U < dim V .

Togda po teoreme Vitta ßordanovy sostavlØ¸wie G_pα formy G i forma aA^{−1} razlagaetsØ v ortogonal~nye summy:

G_pα = 1(r^ε_α) ⊕ J(r^0_α) ⊕ g_α, aA^{−1} = −G_1 ⊕ J(r) ⊕ e, r = ∑ α¿1^{rα, rα = r} ε α ⊕ r^0_α,

dim1(r^ε_α) = r^ε_α, ( |1(r^ε_α)| p ) = ε = ±1, J(r) = ( 0 1_r 1_r 0 ) , (1.1)

gde 1_r – ediniqnaØ matrica razmernosti r. Qisla r^ε_α, r^0_α, ε ØvlØ- ¸tsØ invariantami orbit {C_α}. Iz razloßeniæ form A i G (1.1) poluqaem formu rasxireniØ Q^A_G(C) vida Q^A_G(C) = Q{r_α} ⊕ A_1 ⊕ ae^{−1} ⊕ p^{αi} a g_{αi} ⊕ 1 a G_α, Q{r_α} = J(r_0) ⊕ (J(r_{αi} ) ⊕ ap^{αi} 1(r^{εi}_{αi} ) ⊕ p^{αi} J(r^0_{αi} )), (1.2)

PREDSTAVLENI˚ p–�LEMENTARNO` FORMY 281 gde α > 1, α_i > 1, α ≠ α_i. Qislo orbit {X} celyh primitivnyh predstavleniæ Q[X] = A ravno qislu rexeniæ {r_α} = {r^ε_α, r^0_α, ε} ravenstv (1.2).

Vloßenie formy A v formu Q raspadaetsØ na ortogonal~nye summy dvuh odnomernyh i trœh mnogomernyh minimal~nyh nerazloßimyh vloßeniæ vida [9]: 1^ε → 1^ε, a1^ε → a1^ε, −a1^ε → ( −a1^ε 1 1 0 ) ,

aJ(1) → aJ(1) 1 0 1 0^{pα}_a 1^ε , aJ(1) → aJ(1) 1 00 0 1 0 0 0 p^α a J(1) , (1.3)

gde 1^ε – edinica kol~ca Z_p i znaka ε. Po matrice rasxireniØ

Q^A_G(C) oqevidno, qto posledniæ tip vloßeniæ (1.3) vozmoßen,

naqinaØ s form vida Q = Q_1 ⊕ pQ_p, dim Q_p ¿ 2, a predposledniæ tip vloßeniæ (1.3) realizuetsØ, naqinaØ s form vida Q = Q_1 ⊕

p^sQ_ps , s ¿ 2.

1.2. Pust~ formy A i Q dlØ vseh neqœtnyh prostyh p, odnovre-

menno delØwih a i d, nad kol~com Z_p ime¸t ßordanovy razloßeniØ

A = pA_p, dim A = m; Q = Q_1 ⊕ pQ_p, dim Q_p = 2. (1.4)

Teorema 2. Esli kvadratiqnye formy A i Q udovletvorØ¸t

usloviØm (1.4), to mnoßiteli vetvleniØ α_p(A, Q) nad kol~com Z_p zada¸tsØ sootnoxeniØmi: 1. α_p(A, Q) = ( ε(Q_1) + ( −1 p )_{m−2})_2∑ i=1 α_p(A, Q, G^I, C_i) pri n − 2m + 2 = 0; 2. α_p(A, Q) = 2∑ i=1 α_p(A, Q, G^I, C_i) pri n − 2m + 1 = 0; 3. α_p(A, Q) = 2∑ i=1 α_p(A, Q, G^I, C_i) + ( ε(Q_1) + ( −1 p )_{m−1}) α_p(A, Q, G^{II})

282 S. V. F´DOROVA pri n − 2m = 0; 4. α_p(A, Q) = 2∑ i=1 α_p(A, Q, G^I, C_i) + α_p(A, Q, G^{II}) pri n − 2m − 1 = 0; 5. α_p(A, Q) = 2∑ i=1 α_p(A, Q, G^I, C_i) + α_p(A, Q, G^{II})+ ( ε(Q_1) + ( −1 p )_m) α_p(A, Q, G^{III}) pri n − 2m − 2 = 0; 6. α_p(A, Q) = 2∑ i=1 α_p(A, Q, G^I, C_i) + α_p(A, Q, G^{II}) + α_p(A, Q, G^{III})

pri n − 2m − 2 > 0;

7. α_p(A, Q) = 0 v ostal~nyh sluqaØh.

Slagaemye vetvØwihsØ mnoßiteleæ vyqislØ¸tsØ posredstvom formul

α_p(A, Q, G^I, C_1) = 0, esli m = 2 i ε(A_p) = ε(Q_p);

α_p(A, Q, G^I, C_2) = 0, esli ε(Q_p) = − ( −1 p ) ; v ostal~nyh sluqaØh dlØ m = 2m^′ + 1

α_p(A, Q, G^I, C_1) = 1 2 p^{s1} ( 1 − (−1)^{(p}

�1)(n�4)_4 ε(Q_1)p^{− n} �2m+2_2 )^{−1} σ_1σ_3σ^{−1}_5 ,

α_p(A, Q, G^I, C_2) =

= p^{s2} (1 − p^{−(n−2m)}) ( 1 − (−1)^{(n+4)(p} �1) 4 ε(Q_1)p^{− n}

�2m_2 )^{−1}

σ_1σ_3σ^{−1}_6 ,

α_p(A, Q, G^{II}) = = 1 4 p^{s3} (1 − p^{−(n−2m)}) ( 1 − (−1)^{(p}

�1)(m�1)_4 ε(A_p)p^{− m} �1_2 )^{−1} × × ( 1 − (−1)^{(p}

�1)(n�2)_4 ε(Q_1)p^{− n} �2m_2 )^{−1} σ_1σ_3,

PREDSTAVLENI˚ p–�LEMENTARNO` FORMY 283 α_p(A, Q, G^{III}) = 1 2 p^{s4} (1 − p^{−(n−2m−2)})(1 − p^{−(n−2m)})× × ( 1 − (−1)^{(p}

�1)(n�2)_4 ε(Q_1)p^{− n} �2m�2_2 )^{−1}

σ_3σ^{−1}_7 ;

dlØ m = 2m^′

α_p(A, Q, G^I, C_1) = 1 2 p^{s1} σ_2σ_4σ^{−1}_5 σ_8σ_9,

α_p(A, Q, G^I, C_2) = p^{s2} (1 − p^{−(n−2m+1)})σ_2σ_4σ^{−1}_6 σ_8σ^{−1}_9 ,

α_p(A, Q, G^{II}) = 1 4 p^{s3} (1 − p^{−(n−2m+1)})σ_4σ_8,

α_p(A, Q, G^{III}) = 1 2 p^{s4} (1 − p^{−(n−2m−1)})(1 − p^{−(n−2m+1)})σ_4σ^{−1}_7 , gde s_1 = m(5 − m) + n(m − 2) − 4 2 , s_2 = m(n + m + 1) − 2 2 , s_3 = m(n − m − 1) − 2 2 , s_4 = n(m + 2) − m(m + 3) − 4 2 , σ_1 = 1 − p^{−(m−1)}, σ_2 = 1 − p^{−(m−2)}, σ_3 = (1 − p^{−(n−2m+2)}) · · · (1 − p^{−(n−m−1)}),

σ_4 = (1 − p^{−(n−2m+3)}) · · · (1 − p^{−(n−m−1)}),

σ_5 = p − ( −1 p ) , σ_6 = p − 1, σ_7 = (1 − (−1)^p

�1_2 ε(Q_p)p^{−1}), σ_8 = (1 − (−1)^{(p}

�1)m0_2 ε(A_p)p^{−m} 0 ), σ_9 = (1 − (−1)^{(p}

�1)(m�2)_4 ε(A_p)p^{− m} �2_2 ). Dokazatel~stvo. Esli v razloßenii (4) sceplØ¸wu¸ matricu

C vybrat~ v vide C =

(_0 C_p ) s blokom C_p vysoty dim A_p, to budet verno sootnoxenie pn(A_1 ⊕ pA_p, Q) = pn(pA_p, Q ⊖ A_1), gde Y = Q ⊖ A_1 l¸baØ forma iz razloßeniØ Q = A ⊕ Y . �to pozvolØet, ne umalØØ obwnosti, ograniqit~ rassmotrenie formami vida A = pA_p.

284 S. V. F´DOROVA

Postroim celoqislennye formy G iz ortogonal~nogo dopolneniØ k A v Q s opredelitelem |G| = p^{n−2m+2} i razmernost~¸

k = n − m. Iz p-fflementarnosti form A i Q i formy rasxire-

niØ (1.2) sleduet, qto maksimal~nyæ masxtab g ßordanova razloßeniØ nad Z_p formy G ne prevoshodit p^2. Poskol~ku forma Q iz (1.4) ØvlØetsØ lokal~no p-dvumernoæ, to razmernost~ bloka

p^2G_p2 ßordanova razloßeniØ formy G ne prevoshodit 2. Voz-

moßno tri roda form G iz ortogonal~nogo dopolneniØ k A v Q vida:

G^I = G^I_1 ⊕ pG^I_p : n(G^I_1) = m − 2, n(G^I_p) = n − 2m + 2;

G^{II} = G^{II}_1 ⊕ pG^{II}_p ⊕ p^2G^{II}_p2 :

n(G^{II}_1 ) = m − 1, n(G^{II}_p ) = n − 2m, n(G^{II}_p2 ) = 1;

G^{III} = G^{III}_1 ⊕ pG^{III}_p ⊕ p^2G^{III}_p2 :

n(G^{III}_1 ) = m, n(G^{III}_p ) = n − 2m − 2, n(G^{III}_p2 ) = 2.

Invarianty {r_α} orbit matric scepki {C} dlØ kaßdogo fiksirovannogo roda [G] poluqaem kak rexenie ravenstv (1.2). Ih vid

{C_1(G^I)} = {r^{ε0}_0 = m − 2, r^0_1 = 0}, {C_2(G^I)} = {r^{ε0}_0 = m − 2, r^0_1 = 1},

{C(G^{II})} = {r^{ε0}_0 = m − 1, r^0_1 = 0}, {C(G^{III})} = {r^{ε0}_0 = m, r^0_1 = 0}.

DlØ kaßdoæ iz pereqislennyh orbit {C} stroim formu rasxireniØ Q^A_G(C), ffkvivalentnu¸ ishodnoæ forme Q:

Q^A_GI (C_1) ∼_p^{m−2}⊕ ( p 1 1 0 ) ⊕ G^I_p ⊕ p1^{ε(Qp)}_2 ;

Q^A_GI (C_2) ∼_p^{m−2}⊕ ( p 1 1 0 ) ⊕ G^I_p ⊕ pJ(1);

Q^A_GII (C) ∼_p^{m−1}⊕ ( p 1 1 0 ) ⊕ G^{II}_p ⊕ p1^± ⊕ pG^{II}_p2 ;

Q^A_GIII (C) ∼_p^m⊕ ( p 1 1 0 ) ⊕ G^{III}_p ⊕ pG^{III}_p2 ,

(1.5)

gde 1^ε_n – forma ediniqnogo opredelitelØ i znaka ε nad kol~com Z_p. Iz (1.5) oqevidno, qto dlØ suwestvovaniØ formy Q^A_{GI} (C_2) neobhodimo uslovie ε(Q_p) = (_{−1} p ) . Esli m = 2, to forma Q^A_{GI} (C_1)

PREDSTAVLENI˚ p–�LEMENTARNO` FORMY 285 suwestvuet pri uslovii ε(Q_p) = ε(A_p). �kvivalentnost~ form rasxireniØ (1.5) ishodnoæ forme Q, v qastnosti, oznaqaet sovpadenie znakov blokov ßordanova razloßeniØ formy. A imen- no, ε(G^I_1) = ε(G^{II}_1 ) = ε(G^{III}_1 ) = ε(A_p), ε(G^I_p(C_1)) = ( −1 p )_{m−2} ε(Q_1),

ε(G^I_p(C_2)) = ( −1 p )_{m−2} ε(Q_1), ε(G^{II}_p ) = ( −1 p )_{m−1} ε(Q_1),

ε(G^{III}_p ) = ( −1 p )_m ε(Q_1), ε(G^{III}_p2 ) = ε(Q_p).

(1.6) Na fftom postroenie rodov form G iz ortogonal~nogo dopolneniØ k A zakonqeno.

UsloviØ suwestvovaniØ predstavleniæ formy A rodom formy Q sledu¸t iz celoqislennosti formy G, znakov (1.6) i razmernosteæ blokov eœ ßordanova razloßeniØ. Lokal~nyæ mnoßitel~

α_p(A, Q) nad kol~com Z_p vyqislØetsØ po formule [4]: α_p(A, Q) = ∑ [G] c_p(A, Q, G) · m_p(G)/std_p(G), (1.7)

gde c_p(A, Q, G) – qislo orbit matric scepki C nad kol~com Z_p,

m_p(G) – p-massa roda [G], std_p(G) – standartnaØ p-massa roda [G].

V dvoænoæ orbite form scepki {C} = {^tU CV : U ∈ O(A), V ∈

O(G)}, gde O(�) – gruppa avtomorfizmov nad lokal~nym kol~com

Z_p, vyberem predstavitelØ C =

(_{1r0 0 0}

0 1_{r1} 0 0 0 0 ) . Razob~œm na bloki avtomorfizmy

U = ( 1 0 0 U_1 ) , V = 1 0 0 0 V_1 0 0 0 1 , U_1 ∈ O(J(r_1) ⊕ e), V_1 ∈ O(J(r_1) ⊕ g_1).

Iz vida avtomorfizmov poluqaem formulu c_p(A, Q, G) = o(A_p)o(G_p) stab

, (1.8)

286 S. V. F´DOROVA gde stab – porØdok stabilizatora orbit matric C nad Z_p, to est~ porØdok mnoßestva par (U, V ) s usloviem U CV ≡ C(mod p). Naædœm porØdok stabilizatora. Pust~ bloki avtomorfizmov ime¸t vid U_1 = A B C D E F G H J , V_1 =

A_1 B_1 C_1 D_1 E_1 F_1 G_1 H_1 J_1 . Uslovie U CV ≡ C(mod p) ffkvivalentno sravneniØm AA_1 ≡ 1(mod p), D ≡ 0(mod p), G ≡ 0(mod p), B_1 ≡ 0(mod p), C_1 ≡ 0(mod p). Prinadleßnost~ form U_1 i V_1 gruppam avtomorfizmov form J(r_1) ⊕ e, J(r_1) ⊕ g_1 privodit k rezul~tatu^tAE ≡ 1(mod p), (^tBE)^s + e[H] ≡ 0(mod p),^tEC +^t HeJ ≡ 0(mod p), e[J] ≡ e(mod p), F_1 ≡ 0(mod p),^tA_1E_1 ≡ 1(mod p), (^tB_1E_1)^s + g_1[H_1] ≡ (mod p), tE_1C_1 +^t H_1g_1J_1 ≡ (mod p), g_1[J_1] ≡ g_1(mod p), F_1 ≡ 0(mod p). Obo-

znaqenie L^s = L +^t L ispol~zovano dlØ simmetrizacii matric. Ob¨edinØØ poslednie sravneniØ, poluqaem parametrizaci¸ avtomorfizmov U i V matricami:

A, A_1 ∈ GL_{r1} (F_p ), H ∈ M_{m1 −(r0+2r1 ),r1(}F_{p)}, J ∈ O(e),

S_− ≡ −^tS_− ∈ M_{r1} (F_p ), F_1 ∈ M_{r1 ,k−2r1} (F_p), J_1 ∈ O(g_1),

(1.9)

gde M_{l,n}(F_p) – matrica razmernosti l × n s fflementami iz polØ vyqetov F_p , GL_r(F_p ) – polnaØ lineænaØ gruppa nevyroßdennyh matric razmernosti r nad polem vyqetov F_p, k_1 = dim G_p. UqityvaØ AA_1 ≡ 1(mod p) iz (1.9) poluqaem

stab = p^{r1(m+k1 −r0−3r1−1)}gl(r_1)o(e)o(g_1), (1.10)

gde gl(r) – porØdok polnoæ lineænoæ gruppy GL_r(F_p ). PorØdok gruppy avtomorfizmov o(T ) nevyroßdennoæ formy T razmernosti n kol~com Z_p i porØdok gruppy GL_r(F_p ) ravny [4]:

o(T ) = 2 · p^{n(n}

�1)_2

(1 − p^{−2}) · · · (1 − p^{−(n−1)}) dlØ n = 2n^′ + 1,

o(T ) = 2 · p^{n(n}

�1)_2

(1 − p^{−2}) · · ·

· (1 − p^{−(n−2)}) ( 1 − ( (−1)^n 0 |T | p ) p^{−n} 0 ) dlØ n = 2n^′,

gl(r) = p^{r2} (1 − p^{−1}) · · · (1 − p^{−r}).

(1.11)

PREDSTAVLENI˚ p–�LEMENTARNO` FORMY 287 Vspomogatel~nye formy e i g_1 dlØ form s usloviem (1.4) ravny:

e = A_p ⊕ (−G^I_1) = 1^±_2 , g_1 = G^I_p dlØ G^I(C_1),

e = 0, g_1 = G^I_p ⊖ J(1) dlØ G^I(C_2),

e = 1^±, g_1 = G^{II}_p dlØ G^{II}(C),

e = 0, g_1 = G^{III}_p dlØ G^{III}(C). (1.12)

Mnoßiteli vetvleniØ α_p(A, Q) poluqa¸tsØ prØmym vyqisleniem iz formul (1.7), (1.8), (1.10)–(1.12). Teorema dokazana.

§2. Metod ortogonal~onogo dopolneniØ

2.1. DlØ poluqeniØ konkretnyh formul izvestnyh form klas-

siqeskih rexœtok korneæ okazyvaetsØ nedostatoqno. DlØ poluqeniØ novyh rodov kvadratiqnyh form, zadannogo opredelitelØ i razmernosti, primenim metod ortogonal~nogo dopolneniØ. Pust~ X – orbity vseh primitivnyh predstavleniæ odnoklassnoæ formy A^′ odnoklassnoæ formoæ Q^′, i pust~ suwestvuet ortogonal~noe dopolnenie K_i ⊥ X_i iz nekotorogo roda [K]. Zafiksiruem ortogonal~noe dopolneie K_1 ⊥ X_1 dlØ nekotoroæ orbity

{X_1}. UsloviØ predstavimosti formy K_1 formoæ Q^′ nosØt lo-

kal~nyæ harakter nad kol~com Z_p i zavisØt tol~ko ot polnoæ sistemy p-simvolov rodov [K] i [Q^′] [7]. Takim obrazom, vmeste s K_1 l¸baØ forma iz roda [K] predstavima formoæ Q^′. Tak kak rod formy A^′ odnoklassnyæ, ortogonal~noe dopolnenie A^′_1 ⊥ K_1 popadaet v rod [A^′], sledovatel~no, klass {A^′_1} sovpadaet s A^′. Takim obrazom, klassy {K_i}, soderßawiesØ v rode [K], obrazu- ¸t polnyæ rod.

DlØ priloßeniæ udobno polagat~ A^′ = a – qislo, Q^′ = 1_n – forma ediniqnoæ matricy razmernosti n. Poluqennyæ v rezul~tate metoda ortogonal~nogo dopolneniØ rod [K] imeet razmernost~ n − 1 i opredelitel~ a.

2.2. Tak, specializacieæ A^′ =^{( 3 0}_{0 3}^) i Q^′ = 17 poluqen dvu-

klassnyæ rod [Q] form vida Q_1 = 1·Z^3⊕3·Z^2, Q_2 = 1·Z^1⊕A_2 ⊕A_2, gde Z^n – n-mernaØ kubiqeskaØ rexœtka korneæ, A_n – n-mernaØ rexœtka korneæ nulevoæ summy. Invarianty roda [Q] ime¸t vid h([Q]) = 2, d = 9, o(Q_1) = 384, o(Q_2) = 576, 3_{[Q]} = 1^{+3}3^{+2},

288 S. V. F´DOROVA 2_{[Q]} = 1^{+5}_{I,1} . Pust~ p-fflementarnaØ qœtnaØ forma A imeet beskvadratnyæ opredelitel~, qœtnyæ uroven~ a = 2a_1 i 3-simvol vida 3_A = 3^{ε(A3)2}. Poskol~ku uroven~ a i opredelitel~ d ime¸t obwiæ delitel~ 3, to voznikaet vetvlenie predstavleniæ formy A rodom [Q] nad kol~com Z_3. Po teoreme 2 vetvØwiæsØ mnoßitel~ imeet vid

α_3(A, Q) = 2∑ i=1 α_3(A, Q, G^I, C_i) + α_3(A, Q, G^{II}).

Tak kak m = 2 i ε(Q_3) = − (_{−1} 3 ) , to α_3(A, Q, G^I, C_2) = 0. Esli

ε(A_3) = −1, to α_3(A, Q, G^I, C_1) = 0. VyqisleniØ privodØt k

rezul~tatu α_3(A, Q) =^{25}_{18} dlØ ε(A_3) = +1, α_3(A, Q) =^4_9 dlØ

ε(A_3) = −1. Znaqenie standartnoæ massy ravno std(3) = 2^{−1}3^{−1}

[5], lokal~nyæ mnoßitel~ α_2(A, Q) raven [4]

α_2(A, Q) = 1 8 ( 1 4 + ε_2),

gde ε_2 = (_{a1(1−t(A))} 2 ) dlØ 2_A ∼ 1^{+1}_{II,0}2^{ε(A)1}_{I,t(A)}. Ves primitivnyh predstavleniæ (3) binarnoæ formy A rodom [Q] raven

pn(A, [Q]) = 2^{−4} · 3^{−3} · c · ( 1 4 + ( a_1(1 − t(A)) 2 )) × × ∏ p|| |A|,p≠2,3 ( p + ( 3 p ) ε(A_1) ) , gde c = 4 dlØ ε(A_3) = −1, c =^{25}_2 dlØ ε(A_3) = +1.

2.3. Specializacieæ A^′ =^{( 5 0}_{0 5}^), Q^′ = 17 metodom ortogonal~-

nogo dopolneniØ poluqen trœhklassnyæ rod [Q] form vida

Q_1 = A_4⊕5·Z^1, Q_2 = Z^3⊕5·Z^2, Q_3 = 1·Z^1⊕

2 0 0 1 0 3 −1 −3 0 −1 2 1 1 −3 1 6 . Ego invarianty ime¸t vid h([Q]) = 3, d = 25, o(Q_1) = 480,

o(Q_2) = 384, o(Q_3) = 64, 5_{[Q]} = 1^{+3}5^{+2}, 2_{[Q]} = 1^{+5}_{I,5} . Pust~ binarnaØ

kvadratiqnaØ forma A s neqœtnym urovnem a imeet 5-simvol vida 5_A = 5^{ε(A5)2}. Togda voznikaet vetvlenie predstavleniæ formy

PREDSTAVLENI˚ p–�LEMENTARNO` FORMY 289 A rodom [Q] nad kol~com Z_5. VetvØwiæsØ mnoßitel~ α_5(A, Q) po teoreme 2 imeet vid

α_5(A, Q) = 2∑ i=1 α_5(A, Q, G^I, C_i) + α_5(A, Q, G^{II}),

gde slagaemye pravoæ qasti zadany sootnoxeniØmi

α_5(A, Q, G^I, C_1) = 0 dlØ ε(A_5) = −1,

α_5(A, Q, G^I, C_1) = 5 8 ( 1 − 1 5 ε(A_5) ) dlØ ε(A_5) = +1,

α_5(A, Q, G^I, C_2) = 2 · 3 · 5^5 · ( 1 − 1 5 ε(A_5) ) , α_5(A, Q, G^{II}) = 6 5 ( 1 − 1 5 ε(A_5) ) . Ots¸da prØmym vyqisleniem nahodim znaqenie vetvØwegosØ mnoßitelØ:

α_5(A, Q) = 2^{−1} + 2^3 · 3 · 5^{−2}(5^6 + 1) = 15001 23 50 dlØ ε(A_5) = +1,

α_5(A, Q) = 5^{−2} · 6^2(5^6 + 1) = 22501 11 25 dlØ ε(A_5) = −1. (2.13) Lokal~nyæ mnoßitel~ α_2(A, Q) opredelØetsØ sootnoxeniem [4]:

α_2(A, Q) = 1 4 (1 ± 1 2 ), esli oct ≡ ±1 ili ± 3(mod 8), (2.14)

gde oct ≡ 5−t(A_1)(mod 8) (1−t(A_1) (mod 8)) dlØ (_{−a} 2 ) = +1 (−1, sootvetstvenno). Ves primitivnyh predstavleniæ formy A rodom [Q] raven

pn(A, Q) = 2^{−1}3^{−1}α_2(A, Q)α_5(A, Q)× × ∏ p|| |A|,p≠2,5 ( p + ( 5 p ) ε(A_1) ) ∏ p^2|| |A|,p≠2,5 (p^2 − 1),

gde α_2(A, Q), α_5(A, Q) privedeny v (2.13), (2.14).

Literatura

1. C. L. Siegel, Lectures on the analytical theory of quadratic formes, Third revised edition, Göttingen, 1963.

290 S. V. F´DOROVA

2. Dß. Kassels, Racional~nye kvadratiqnye formy, M., 1982.

3. Y. Kitaoka, Local densities of quadratic forms, Advanced Studies in Pure Math.

13 (1988), 433–460.

4. V. G. ȷuravlœv, Predstavlenie formy rodom kvadratiqnyh form, Algebra i analiz 8, No. 1 (1996), 21–112.

5. Dß. Konveæ, N. Sloffn, Upakovki xarov, rexœtki, gruppy, t. 1, M., 1990. 6. S. V. Fœdorova, Primitivnye predstavleniØ binarnoæ formy neprostogo opredelitilØ, Vestnik Vladimirsk. gosud. ped. un-ta, No. 5 (2000), 324–331.

7. S. V. Fœdorova, Predstavlenie form kvadratiqnymi formami. VII meßdunarodnaØ konferenciØ. Matematika. �konomika. �kologiØ. Obrazovanie. Tezisy dokladov. Rostov-na-Donu (1999), 107–108.

8. �. Artin, GeometriqeskaØ algebra, M., 1969.

9. V. G. ȷuravlœv, Vloßenie p-fflementarnyh rexœtok, Izv. RAN, Ser.

mat. 63, No. 1 (1999), 77–106.

Postupilo 24 avgusta 2000 g. Vladimirskiæ gosudarstvennyæ pedagogiqeskiæ universitet