Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 276, 2001 g.

O. M. Fomenko PREDSTAVLENIE CELYH QISEL POLOȷITEL^NYMI KVATERNARNYMI KVADRATIQNYMI FORMAMI 1. Pust~ n – natural~noe qislo, k ¿ 4 – fiksirovannoe natu-

ral~noe qislo, X^T = (x_1, x_2, . . . , x_k), f(x_1, x_2, . . . , x_k) = X^T AX – poloßitel~no opredelennaØ celoqislennaØ primitivnaØ kvadratiqnaØ forma ot k peremennyh, A – matrica formy f, D = det A – determinant formy f, r_f (n) – koliqestvo predstavleniæ n kvadratiqnoæ formoæ f.

V. A. Tartakovskiæ [1] dokazal, qto esli k ¿ 5 i n predstavimo rodom formy f, to suwestvuet poloßitel~naØ postoØnnaØ C_f , zavisØwaØ tol~ko ot f i takaØ, qto pri n > C_f n predstavlØetsØ samoæ formoæ f. Niße C oznaqaet poloßitel~noe postoØnnoe qislo, ne vsegda odno i to ße. Vatson [2] opredelil Øvnu¸ zavisimost~ C_f ot D. On dokazal, qto

C_f = CD^{5.2}, esli k = 5;

C_f = CD^{2.67}, esli k = 6;

C_f = CD, esli k ¿ 7.

Nedavno v sluqae k = 5 byla poluqena bolee toqnaØ granica (sm. [3]): C_f = CD^4.

A. V. Malyxev [4] dokazal pri k ¿ 4 asimptotiqesku¸ formulu

r_f (n) = π^{k2} √ D Γ (_k 2 )n^{k2 −1}S_f (n) + O ( D^{k4 + 32} n^{k4 − 14 +ε} ) , (1)

gde O-konstanta zavisit ot ε (i ot k, esli brat~ peremennoe k, no v dannoæ rabote my predpoloßili, qto k – postoØnnoe qislo),

Rabota vypolnena qastiqno pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (grant No. 99-01-00099). 291

292 O. M. FOMENKO

Sf (n) – singulØrnyæ rØd. Esli soqetat~ formulu (1) s ocenkoæ

snizu singulØrnogo rØda (sm. [4, s. 73]), to moßno dokazat~, qto pri k ¿ 5 i vypolnenii rodovyh usloviæ asimptotiqeskaØ formula (1) deæstvuet pri n > C_εD^{3(k+2)/(k−3)+ε}. Pri k = 4 teorema Tartakovskogo ne vsegda verna, pofftomu sdelaem predpoloßenie (n, 2^5D) = 1. Togda iz rezul~tatov A. V. Malyxeva sleduet, qto pri vypolnenii rodovyh usloviæ asimptotiqeskaØ formula (1) deæstvuet, esli n > C_εD^{22+ε}. PrimenØØ teori¸ modulØrnyh form, avtor [5] dovel posledniæ rezul~tat do n > C_εD^{14+ε}. (V rabote [5] ime¸tsØ netoqnosti, kotorye bez truda ustranØ¸tsØ.)

DlØ diagonal~nyh form granicu deæstviØ asimptotiqeskih formul moßno utoqnit~. Radi prostoty poloßim

ax^2 + by^2 + cz^2 + dw^2 = [ a, b, c, d ] . Horoxo izvestno, qto pri (n, 2D) = 1 singulØrnyæ rØd prinimaet prostoæ vid S[a,b,c,d] =^∑_{t|n}^{(D}_t^)t^{−1}, D = abcd. Imeem

S[a,b,c,d] ≫^1_{log log n} , esli (n, 2D) = 1.

�tot fakt v soqetanii s ocenkami sobstvennyh qisel operatorov Gekke, prinadleßawih Aæhleru i Delin¸, pozvolØet poluqit~ dovol~no toqnye rezul~taty. V rabote [6] (ispravleniØ v [7]) rassmatrivalis~ prosteæxie formy

F_1 = [ 1, p, p, p ] , F_2 = [ 1, 1, p, p ] , F_3 = [ 1, 1, 1, p ] , gde p > 2 – prostoe qislo. Byli dokazany sledu¸wie rezul~ta- ty. 1) DlØ formy F_1 imeem r_{[1,p,p,p]}(n) = π^2 n p^{3/2} S^{[1,p,p,p]} (n) + O_ε ( p^ε n^{1/2} d(n) ) , (2)

(n, 2p) = 1; d(n) – koliqestvo deliteleæ n.

PREDSTAVLENIE CELYH QISEL 293 2) DlØ formy F_2 imeem r_{[1,1,p,p]}(n) = π^2 n p S[1,1,p,p](n) + Oε^(p^ε n^{1/2} d(n)^), (n, 2p) = 1. (3)

3) DlØ formy F_3 imeem

r_{[1,1,1,p]}(n) = π^2 n √ pS[1,1,1,p](n)+Oε^(p^12^{+ε} n^{1/2} d(n)^), (n, 2p) = 1. (4)

Asimptotiqeskie formuly (2), (3) deæstvu¸t pri

n ≫_ε D^{1+ε}_i (i = 1, 2), (5)

gde D_i – determinant F_i, a asimptotiqeskaØ formula (4) deæstvuet pri n ≫_ε D^{2+ε}_3 . (6)

Odnovremenno dlØ kaßdoæ iz veliqin r_{[1,p,p,p]}(n), r_{[1,1,p,p]}(n), r_{[1,1,1,p]}(n) pri vypolnenii sootvetstvu¸wih usloviæ (5), (6) imeet mesto ocenka snizu ≫_ε n √ D_i log log n

(i = 1, 2, 3).

V nastoØweæ rabote dokazana asimptotiqeskaØ formula dlØ r_f (n), gde f = [1, 1, 1, D], otliqnogo ot (4) vida. �ta formula deæstvuet pri n ≫_ε D^{1+ε}, priqem granica ØvlØetsØ neuluqxaemoæ. DlØ dokazatel~stva my ispol~zuem metod E. P. Golubevoæ [8], osnovannyæ na bol~xom rexete (po povodu drugih primeneniæ metoda E. P. Golubevoæ sm. [9, 10]). Rezul~tat sformuliruem v vide sledu¸weæ teoremy.

Teorema. Pust~ f = f(x, y, z, w) = x^2 + y^2 + z^2 + Dw^2, gde D > 1,

D ≠ d^2; √ n/ √ D = n^θ, 0 < θ <^1_2 . Pust~ (n, 2D) = 1. Togda

r_f (n) = π^2 n √ D Sf (n) + O^{(n1+ε−c(θ)}√_D^), (7) gde c(θ) > 0, ε – skol~ ugodno maloe postoØnnoe poloßitel~noe qislo, O(· · · ) = O_ε(· · · ). Vyraßenie dlØ c(θ) daœtsØ v konce raboty.

Zameqanie. Kak legko videt~, qisla^{n | n 6 D − 1, n ≡ 7(mod 8),

(n, 2D) = 1 } predstavimy rodom formy [1, 1, 1, D], no ne predstavimy samoæ fftoæ formoæ. Ots¸da sleduet, qto granicu deæstviØ naxeæ asimptotiqeskoæ formuly nel~zØ dovesti do n ≫ D^α, gde α < 1.

294 O. M. FOMENKO

2. V fftom punkte daetsØ dokazatel~stvo teoremy. Pust~ E3 =

E_3(x, y, z) = x^2 + y^3 + z^2, r_3(n) – koliqestvo predstavleniæ n formoæ E_3. Imeem

r_f (n) = ∑ − √_{nD} 6_w6√_{nD} r_3 ( n − Dw^2 ) . Budem rassmatrivat~ summu ∑ 06w6^{√ n}_D r_3 ( n − Dw^3 ) . Vvedem oboznaqenie dlØ gaussovoæ summy: S(E_3, a, q) = ∑ x,y,z(mod q) e^{2πiaE3 (x,y,z)} q . Izvestno (sm. [11]), qto

r_3(n) = 2π √ n S3(n), gde S3(n) =^{∞∑}_{q=1} q^{−3 ∑}_{a(mod q)}^′S(E3 , a, q)e^{− 2πian}q =^{∞∑}_{q=1} q^{−3}R(n, q) – singulØrnyæ rØd; ∑ a(mod q)

′ oznaqaet summirovanie po privedennoæ

sisteme vyqetov.

Opixem sut~ metoda E. P. Golubevoæ [8]. Pust~ 0 < A < 1 – postoØnnoe qislo,

Q(x, y, z) = a_1x^2 + a_2y^2 + a_3z^2,

a_i > 0 (i = 1, 2, 3) – celye qisla, D = a_1a_2a_3. E. P. Golubeva vyqislila asimptotiku summy (2k ¿ 2 – qetnoe qislo) ∑ m=n−w2^k 06w6An^12k √ m SQ(m), (8) gde SQ(m) – singulØrnyæ rØd zadaqi m = Q(x, y, z).

PREDSTAVLENIE CELYH QISEL 295 Pust~ L ( s, ( −m · )) = ∞∑ r=1 ( −m r ) r^{−s} (Re s > 1)

– L-rØd Dirihle s kvadratiqnym harakterom (_{−m} · ) . Rassmotrim prØmougol~nik

σ 6 Re s 6 1, | Im s| < T^(σ >^1_2 , T > 1^) . (9)

Pust~ S(Q, a, q) – gaussova summa, associirovannaØ s ternarnoæ formoæ Q(x, y, z), R(m, q) = ∑ a(mod q) ′ S(Q, a, q) e^{− 2πiamq} .

E. P. Golubeva zametila, qto pri otsutstvii u L ( s, (_{−4mD/d2} · )) , d^2|m, (d, 2) = 1, nuleæ v prØmougol~nike (9) singulØrnyæ rØd

SQ(m) =^{∞∑}_{q=1} R(m, q)^/q^3

horoxo priblißaetsØ korotkim otrezkom ∑ q6M^{R(m, q)} / q^3.

SvØz~ S_Q(m) s L-rØdami zadaetsØ sootnoxeniem (Re s > 0) ∞∑ q=1 R(m, q) q^{3+s} = C(m, s) ∑ d2|m (d,2)=1 L ( 1 + s, (_{−4mD/d2} · )) d^{1+2s} ,

gde C(m, s) – nesuwestvennyæ mnoßitel~.

Vklad teh m = n − w^{2k}, 0 6 w 6 n^12k , v (8), dlØ kotoryh L ( s, (_{−4mD/d2} · )) , d^2|m, (d, 2) = 1, vozmoßno, ime¸t nuli v (9), ocenivaetsØ sverhu posredstvom bol~xogo rexeta (sm. plotnostnye teoremy Montgomeri v [12]). �ti soobraßeniØ pozvolØ¸t bystro poluqit~ asimptotiku summy (8).

296 O. M. FOMENKO

Budem primenØt~ rezul~taty E. P. Golubevoæ v forme, predloßennoæ V. A. Bykovskim (sm. [9, lemma 3]). Pust~ I = ∑ 06w6^{√ n}_D √ n − Dw^2 S_3(n − Dw^2).

Po [8, 9] imeem I = ∑ 06w6n^θ √ n − Dw^2 (_∞ ∑ q=1 R(n − Dw^2, q) q^3 exp ( −q M )) + O_ε(R), gde R = n^{1/2+ε} ( n^{4(1} �σ)_σ + √ n √ D M^{−(1−σ)} ) , 1/2 < σ < 1, M ¿ 1. MenØem porØdok summirovaniæ: I = ∞∑ q=1 1 q^3 exp ( −q M ) ∑ a(mod q) ′ S(E_3, a, q)×

×e^{− 2πianq} ∑ 06w6n^θ √ n − Dw^2 e^{2πiaDw2q} + O_ε(R). (10) Rassmotrim summu

I_1 = ∑ 06w6n^θ √ n − Dw^2 e^{2πiaDw2q} . Pust~ w = w_2q + w_1. Togda

I_1 = ∑ w1(mod q) ( n q √ D 1∫ 0 √ 1 − X^2 dX + O_ε ( n^{1/2+ε} √ D )) e^{2πiaDw} 2 1 q . (11)

Oqevidno,_1 ∫ 0 √ 1 − X^2 dX = π 4 . SoedinØØ (10) i (11), imeem I = πn 4 √ D ∞∑ q=1 1 q^4 exp ( −q M ) ·

PREDSTAVLENIE CELYH QISEL 297 · ∑ a(mod q) ′ S(f, a, q) e^{− 2πianq} + O_ε(L), gde S(f, a, q) – gaussova summa, associirovannaØ s formoæ f = x^2 + y^2 + z^2 + Dw^2, L = n^{1/2+ε} ( M √ D + n^{4(1} �σ)_σ + √ n √ D M^{−(1−σ)} ) . (12)

Pust~ Sf (n) =^{∞∑}_{q=1} q^{−4 ∑}_{a(mod q)}^′S(f, a, q) e^{− 2πianq} =^{∞∑}_{q=1} q^{−4}R1(n, q) – singulØrnyæ rØd zadaqi n = [1, 1, 1, D]. Imeem (c > 0)

I_2 = ∞∑ q=1 1 q^4 exp ( −q M ) R_1(n, q) =

= 1 2πi ∫ Re s=c Γ(s) M^s (_∞ ∑ q=1 R_1(n, q) q^{4+s} ) ds. Izvestno (sm., naprimer, [13, 14]), qto ∞∑ q=1 R_1(n, q) q^{4+s} = ∏ p|2nD X_p(n, s) · L^{−1} (s + 2, χ) , gde χ – harakter (mod D), X_p(n, s) – vs¸du golomorfnyæ mnoßitel~, vyraßenie dlØ kotorogo daœtsØ v [13, 14]. Po teoreme o vyqetah poluqaem

I_2 = S_f (n) + ∫ Re s=−1+ε Γ(s) M^s (_∞ ∑ q=1 R_1(n, q) q^{4+s} ) ds = = Sf (n) + Oε (n^ε/M ) , poskol~ku ∏ p|2nD X_p(n, −1 + ε) ≪ n^ε.

298 O. M. FOMENKO Imeem teper~ I = πn 4 √ D Sf (n) + Oε(L) + Oε^{( n1+ε}√_{D M}^) . Posledniæ qlen moßno otbrosit~, poskol~ku L ≫_ε n^{1+ε} √ D M . OstaetsØ optimal~no vybrat~ parametry v (12). PriravnivaØ pervyæ i tretiæ qleny summy v (12), poluqim

M = n^{12(2}�^{σ)} .

PriravnivaØ dalee pervyæ i vtoroæ qleny, poluqaem θ = 1 − σ 2(2 − σ) · 7(16/7 − σ) σ . Pri 0 < θ <^1_2 σ = σ(θ) izmenØetsØ v predelah c_0 < σ(θ) < 1, gde c_0 ≈^9_{10} . Poloßim c(θ) = 1 − σ 2(2 − σ) . Imeem L = n^{1+ε−c(θ)} √ D , i teorema dokazana.

Literatura

1. W. A. Tartakowsky, Die Gesamtheit der Zahlen, die durch eine positive quadratische Form F (x1, x2, . . . , xs)(s ¿ 4) darstellbar sind, Izv. AN SSSR. Otd.

fiz.-mat. nauk 7 (1929), 111–122, 165–196.

2. G. L. Watson, Quadratic diophantine equations, Philos. Trans. Roy. Soc. London Ser. A 253 (1960), 227–254.

3. J. S. Hsia and M. I. Icaza, Effective version of Tartakowsky’s theorem, Acta Arith.

89, No. 3 (1999), 235–253.

4. A. V. Malyxev, O predstavlenii celyh qisel poloßitel~nymi kvadratiqnymi formami, Tr. Mat. in-ta AN SSSR 65 (1962), 212 s.

5. O. M. Fomenko, Ocenki vnutrennego proizvedeniØ Petersona s priloßeniem k teorii kvaternarnyh kvadratiqnyh form, Dokl. AN SSSR 152,

No. 3 (1963), 559–562.

PREDSTAVLENIE CELYH QISEL 299

6. O. M. Fomenko, Ocenki skalØrnyh proizvedeniæ Petersona paraboliqeskih form i arifmetriqeskie priloßeniØ, Zap. nauqn. semin. LOMI 168 (1988), 158–179.

7. O. M. Fomenko, PrimeneniØ formuly Petersona dlØ bilineænoæ formy ot kofffficientov Fur~e paraboliqeskih form, Zap. nauqn. semin. POMI 204 (1993), 143–166.

8. E. P. Golubeva, O probleme Varinga dlØ ternarnoæ kvadratiqnoæ formy i proizvol~noæ qetnoæ stepeni, Zap. nauqn. semin. LOMI 144 (1985), 27–37.

9. V. A. Bykovskiæ, Plotnostnye teoremy i srednee znaqenie arifmetiqeskih funkciæ na korotkih intervalah, Zap. nauqn. semin. POMI 212 (1994), 56–70.

10. O. M. Fomenko, Raspredelenie celyh toqek na qetyrehmernoæ sfere, Zap.

nauqn. semin. POMI 263 (2000), 226–236.

11. P. T. Bateman, On the representations of a number as the sum of three squares, Trans. Amer. Math. Soc. 71, No. 1 (1951), 70–101.

12. G. Montgomeri, Mul~tiplikativnaØ teoriØ qisel, M., 1974. 13. G. A. Lomadze, O qisle predstavleniæ qisel kvadratiqnymi formami s qetyr~mØ peremennymi, Trudy Tbilisskogo mat. in-ta 40 (1971), 106–139.

14. T. V. Vephvadze, K analitiqeskoæ teorii kvadratiqnyh form, Trudy Tbilisskogo mat. in-ta 72 (1983), 12–31.

Postupilo 12 fevralØ 2001 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail:fomenko@ pdmi.ras.ru