Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 276, 2001 g.

O. M. Fomenko O POVEDENII AVTOMORFNYH L-FUNKCI` V CENTRE KRITIQESKO` POLOSY 1. V fftom punkte rassmatrivaetsØ zadaqa zagolovka v aspekte po

stupeni. Pust~ S_k(Γ_0(N ), χ) – prostranstvo golomorfnyh Γ_0(N )- paraboliqeskih form celogo vesa k i haraktera χ(mod N ); pri qetnom k budem oboznaqat~ S_k(Γ_0(N ), 1) = S_k(Γ_0(N )). Pust~ f(z) ∈ S_k(Γ_0(N )), f(z) = ∞∑ n=1 a_f (n)e^{2πinz}, z ∈ H = {z = x + iy : y > 0}; a_f (n)n^{− k} �1_2

= b_f (n);

L_f (s) = ∞∑ n=1 a_f (n)n^{−s};

L_f ( s + k − 1 2 ) = ∞∑ n=1 b_f (n)n^{−s} = H_f (s).

Svoæstva L_f (s) kak funkcii ot s horoxo izvestny i my ne budem ih pereqislØt~.

V nastoØwem punkte k ¿ 2 – postoØnnoe qetnoe qislo, N = p – rastuwee prostoe qislo. Pust~ F – bazis Gekke–Atkina–Lenera prostranstva S_k(Γ_0(N )), sostoØwiæ iz sobstvennyh form Gekke; esli a_f (1) ≠ 0, to a_f (1) = 1. Pust~ F_0 – mnoßestvo vseh novyh form prostranstva S_k(Γ_0(N )). Kak pokazal Delin~, |b_f (n)| 6 d(n), f ∈ F_0; zdes~ d(n) – koliqestvo natural~nyh deliteleæ n. Na prostranstve S_k(Γ_0(N )) vvoditsØ metrika Petersona ⟨ f, g ⟩; pust~

ω_f =

Γ(k − 1)a_f (1) (4π)^{k−1}⟨ f, f ⟩ . V rabotah [1–3] byli dokazany sledu¸wie sootnoxeniØ (N = p – rastuwee prostoe qislo): ∑ f∈F0 ω_f H_f ( 1 2 ) = 1 + O ( N^{− 12 +ε} ) ;

300

O POVEDENII AVTOMORFNYH L–FUNKCI` 301 ∑ f∈F0 ω_f H_f ( 1 2 )_2 = log N + c_1 + O ( N^{−1} log^4 N ) . Zdes~ c_1 = c_1(k); kak obyqno, ε – skol~ ugodno maloe postoØnnoe poloßitel~noe qislo. V kaqestve sledstviØ ukazannyh sootnoxeniæ v [3, 2] bylo pokazano, qto ∑ f∈F0 :H_f (_1 2 )_{≠0} 1 ≫ N log^2 N

. (1)

V rabote [4] ocenka (1) byla uluqxena dlØ vesa 2. Pol~zuØs~ nekotorymi rezul~tatami iz [4], dokaßem sledu¸wu¸ teoremu (otmetim, qto dim S_2(Γ_0(N )) =^N_{12} + O(1)).

Teorema 1. Pust~ F – bazis Gekke–Atkina–Lenera prostranstva

S_2(Γ_0(N )), gde N = p – prostoe qislo. Togda spravedlivy sledu¸- wie sootnoxeniØ ∑ f∈F H_f ( 1 2 ) = N 12 ζ(2) + O ( N^{3132 +ε} ) ; (2) ∑ f∈F H_f ( 1 2 )_2 = ζ^3(2) ζ(4) N 12 log N + O ( N log log N ) . (3)

Izvestno, qto v sluqae gruppy Γ_0(p) i vesa 2 imeem F = F_0. DlØ prostoty budem pisat~ ∑ f∈F . . . = ∑ f . . . . Vvedem oboznaqenie

Tr (T_n) = Tr ( T_n | S_k(Γ_0(N ) ) = ∑ f b_f (n)

(sled operatora Gekke T_n v prostranstve S_k(Γ_0(N )). Formula dlØ Tr (T_n) byla dokazana Aæhlerom [5] i Sel~bergom [6]. V sluqae vesa 2 formula sleda prinimaet sravnitel~no prostoæ vid (sm. [7, 4]). DlØ dal~neæxego nam potrebuetsØ sledu¸waØ lemma (sm. [4]).

302 O. M. FOMENKO

Lemma 1. Rassmotrim prostranstvo S2(Γ0(N )), gde N = p – pro-

stoe qislo. Pust~ {a_n} – l¸baØ posledovatel~nost~ qisel. DlØ l¸bogo C > 1 i l¸bogo B < N^2/4C imeem CB∑ n=B a_nTr (T_n) = N 12 CB∑ n=B a_n √ n δ_n + a_{max}O ( B^{7/4}N^{− 12} + B^{39/32+ε} N^{1/4} ) , gde a_{max} oznaqaet naibol~xee znaqenie |a_n| v rassmatrivaemom promeßutke i O-konstanta zavisit lix~ ot C i ε; δ_n oznaqaet 1, esli n ØvlØetsØ kvadratom, i 0 v protivnom sluqae.

Perehodim k dokazatel~stvu sootnoxeniØ (2). Rassmotrim funkcional~noe uravnenie L-funkcii H_f (s): ξ_f ( 1 2 + t ) = ε_f ξ_f ( 1 2 − t ) , gde ξ_f ( 1 2 + t ) = (√ N 2π )_t Γ(1 + t)H_f ( 1 2 + t ) , ε_f = ±1. Vyrazim H_f

(_1 2 ) v vide bystro shodØwegosØ rØda. IntegriruØ funkci¸ 1 2πi ξ_f (1/2 + t)X^t t po prØmoæ Re t = 3/4, sdvigaØ zatem kontur do prØmoæ Re t = −3/4 i ispol~zuØ funkcional~noe uravnenie, poluqim H_f ( 1 2 ) = ∞∑ k=1 b_f (k) k^{1/2} F_0 ( 2πk √ N X ) + ε_f ∞∑ k=1 b_f (k) k^{1/2} F_0 ( 2πXk √ N ) , (4) gde F_0(Y ) = 1 2πi ∫ Re t= 34

Γ(1 + t) t Y^{−t} dt. Kak pokazano v [4], pri Y > 1 F_0(Y ) 6 c_0e^{−cY} , gde c > 0, c_0 > 0, i esli vzØt~ X = √ N log N/c, to vtoroæ qlen v (4) budet ≪ N^{−6}. Legko pokazat~, qto pri 0 < Y 6 c_1 F_0(Y ) = 1 + φ_0(Y ),

O POVEDENII AVTOMORFNYH L–FUNKCI` 303

gde φ_0(Y ) ≪ Y . Imeem ∑ f H_f ( 1 2 ) = ∞∑ k=1 Tr (T_k) k^{1/2} F_0 ( 2πkc N log N ) + O(1).

Beskoneqnu¸ summu delim na sledu¸wie qasti: ∞∑ k=1 · · · = ∑ 16k6N log N^{· · · +} ∑ N log N<k6N log3 N · · · + ∑ k>N log3 N . PoslednØØ summa ocenivaetsØ kak O(1). V rezul~tate imeem ∑ f H_f ( 1 2 ) = ∑ 1 + ∑ 2 + ∑ 3 + O(1), gde ∑ 1 = ∑ 16k6N log N

Tr (T_k) k^{1/2} , ∑ 2 = ∑ 16k6N log N

Tr (T_k) k^{1/2} φ_0 ( 2πkc N log N ) , ∑ 3 = ∑ N log N<k6N log3 N Tr (T_k) k^{1/2} F_0 ( 2πkc N log N ) . Rassmotrim summu ∑ 1. Razob¨em eœ na ≪ log N summ s intervalami summirovaniØ [B, CB]. Voz~mem kaßdu¸ iz fftih summ ∑ 1(B) i primenim k neæ lemmu 1: ∑ 1 (B) = N 12 CB∑ k=B a_k √ k δ_n + a_{max}O ( B^{7/4}N^{−1/2} + B^{39/32}N^{1/4} ) ; a_k = 1 √ k , a_{max} ≍ 1 √ B . Sledovatel~no, ∑ 1 = N 12 ζ(2) + O ( N^{3132 +ε} ) .

304 O. M. FOMENKO

Summu ∑ 2 razob¨em na dve: ∑ 2 = ∑ 16k6^√N

Tr (T_k) k^{1/2} φ_0 ( 2πkc N log N ) +

+ ∑ √ N <k6N log N Tr (T_k) k^{1/2} φ_0 ( 2πkc N log N ) = ∑_{(1)} 2 + ∑_{(2)} 2 .

V summe

∑_{(1)}

2 primenim ocenku

φ_0 ( 2πkc N log N ) ≪ 1 √ N log N ; pofftomu po lemme 1 poluqaem ∑_{(1)} 2 ≪ N^{1/2} log N . S pomow~¸ lemmy 1 i trivial~noæ ocenki

φ_0 ( 2πkc N log N ) ≪ 1 poluqaem ∑_{(2)}

2 ≪ N^{3132 +ε}.

Analogiqno imeem ∑ 3 ≪ N^{3132 +ε}.

Sootnoxenie (2) dokazano.

Perehodim k dokazatel~stvu sootnoxeniØ (3). Pust~ τ_ν (n) = |n|^{ν−1/2}σ_{1−2ν}(n), gde σ_a(n) = ∑ d|n,d>0 d^a. Legko pokazat~, qto H_f ( s + ν − 1 2 ) H_f ( s − ν + 1 2 ) = ζ_p(2s) ∞∑ l=1 b_f (l)τ_ν (l) l^s , (5)

O POVEDENII AVTOMORFNYH L–FUNKCI` 305 gde ζ_p(s) = ζ(s) ( 1 − 1 p^s ) , p = N. Poloßim ν =^1_2 , s =^1_2 + t. Togda H_f ( 1 2 + t )_2

= ζ_p(1 + 2t) ∞∑ l=1 b_f (l)d(l) l^s .

Predstavim H_f

(_1 2 )_2

v vide bystro shodØwegosØ rØda. Imeem H_f ( 1 2 )_2 = ( 1 − 1 N ) · 2 ∑ 16l,n<∞ b_f (l)d(l) l^{1/2}n G_0 ( 4π^2ln^2 N ) , gde G_0(Y ) = 1 2πi ∫ Re t= 34

Γ(1 + t)^2 Y^{−t} dt t .

Kak pokazano v [4], pri Y > 1 G_0(Y ) ≪ e^{−c} √ Y , c > 0. Legko pokazat~, qto pri 0 < Y 6 c_1

G_0(Y ) = 1 + φ_1(Y ), gde φ_1(Y ) ≪ Y ( | log Y | + 1 ) . Imeem ∑ f H_f ( 1 2 )_2 = ( 1 − 1 N ) · 2 ∑ 16l,n<∞ d(l)Tr (T_l) l^{1/2}n G_0 ( 4π^2ln^2 N )

= ( 1 − 1 N ) · 2 ∑ 0 .

306 O. M. FOMENKO

Razob¨em summu ∑ 0 na sledu¸wie podsummy: ∑ 0 = ∑ 16ln^26N

d(l)Tr (T_l) l^{1/2}n +

+ ∑ 16ln^26N

d(l)Tr (T_l) l^{1/2}n φ_1 ( 4π^2ln^2 N ) +

+ ∑ N<ln2 6N log4 N d(l)Tr (T_l) l^{1/2}n G_0 ( 4π^2ln^2 N ) +

+ ∑ N log4 N<ln2<∞ d(l)Tr (T_l) l^{1/2}n G_0 ( 4π^2ln^2 N ) =

= ∑ 1 + ∑ 2 + ∑ 3 + O(1).

Rassmotrim summu ∑ 1. Razob¨em eœ na ≪ log N summ s intervalami summirovaniØ [B, CB]. Voz~mem kaßdu¸ iz fftih summ i primenim k neæ lemmu 1. SummiruØ zatem po B, poluqaem ∑ 1 = N 12 N∑ l=1 a_l √ l δ_l + O ( N^{3132 +ε} ) , gde a_l = d(l) l^{1/2} [ √_{N/l ]} ∑ n=1 1 n . Imeem ∑ 1 = N 12 N∑ l=1 l=l21 d(l) l ( 1 2 log N − 1 2 log l + O(1) ) + O ( N^{3132 +ε} ) =

= 1 2 N 12 log N [ √ N ]∑ l1 =1

d(l^2_1) l^2_1

+ O(N ) = 1 2 ζ^3(2) ζ(4) N 12 log N + O(N ).

Summu ∑ 2 razob¨em na dve: ∑ 2 = ∑ 16ln^26^N_{log3 N}

d(l)Tr (T_l) l^{1/2}n φ_1 ( 4π^2ln^2 N ) +

O POVEDENII AVTOMORFNYH L–FUNKCI` 307 + ∑ N log3 N <ln 26N d(l)Tr (T_l) l^{1/2}n φ_1 ( 4π^2ln^2 N ) = ∑_{(1)} 2 + ∑_{(2)} 2 .

Na intervale [ 1,^N_{log3 N} ] spravedliva ocenka

φ_1 ( 4π^2ln^2 N ) ≪ log log N log^3 N , pofftomu, primenØØ lemmu 1, imeem ∑_{(1)} 2 ≪ N log^2 N . Na intervale [_N log3 N , N ] berem ocenku

φ_1 ( 4π^2ln^2 N ) ≪ 1 i primenØem k

∑_{(2)}

2 lemmu 1. V rezul~tate poluqaem ∑_{(2)} 2 ≪ N ∑ l=1 l=l21 d(l) l ∑ √_{N/(l log3 N)}6_n6√_{N/l} 1 n + O ( N^{3132 +ε} ) ≪ N log log N.

Analogiqno imeem ∑ 3 ≪ N log log N.

Sootnoxenie (3), a s nim i teorema 1, dokazany.

2. V nastoØwem punkte izuqaetsØ zadaqa zagolovka v aspekte

po vesu. RassmatrivaetsØ prostranstvo paraboliqeskih form S_k(Γ), gde Γ = SL(2, Z) i k ≡ 0(mod 4) – rastuwiæ ves. Pust~ F – bazis prostranstva S_k(Γ), sostoØwiæ iz sobstvennyh form Gekke. Moßno sqitat~, qto a_f (1) = 1 dlØ vseh f ∈ F.

V teoreme 2 raboty [2] byl poluqen analog po vesu sootnoxeniØ (1). K soßaleni¸, pri dokazatel~stve fftoæ teoremy byla dopuwena oxibka (v dokazatel~stve predloßeniØ 2 iz [2] neverna ocenka veliqiny S_2). V nastoØweæ rabote my poluqaem slegka oslablennu¸ versi¸ teoremy 2 iz [2].

308 O. M. FOMENKO

Teorema 2. Pust~ F – bazis prostranstva Sk(Γ), sostoØwiæ iz

sobstvennyh form Gekke. Togda pri k = 4k_1 imeem ∑ f∈F:H_f (_1 2 )_{≠0} 1 ≫ k log^6 k .

Dokazatel~stvo naqnem s formulirovki nekotoryh rezul~tatov. V [8, 9] bylo poluqeno sledu¸wee sootnoxenie ∑ f∈F ω_f H_f ( 1 2 )_2

= 4 log k + c + O ( k^{−1/2} log k ) , (6)

gde c – nekotoraØ absol¸tnaØ konstanta. V [10] byl dokazan rezul~tat ∑ f ω_f H_f (1)^2 = ζ(2) + O ( k^{−1} log k ) . (7)

Dokazatel~stva (6) i (7) opiralis~ na puassonovsku¸ formulu summirovaniØ, svØzannu¸ s rØdom �æzenxteæna–Maassa (sm. [8, teorema 2.3]).

Shodnym obrazom dokaßem ewe odno sootnoxenie: ∑ f ω_f H_f (1)H_f ( 1 2 ) = 2ζ ( 3 2 ) + O ( k^{−1} ) . (8)

DlØ fftogo napixem analog sootnoxeniØ (5) dlØ sluqaØ gruppy Γ: H_f ( s + ν − 1 2 ) H_f ( s − ν + 1 2 ) = ζ(2s) ∞∑ l=1 b_f (l)τ_ν (l) l^s . (9)

Po izvestnoæ formule Petersona, imeem ∑ f ω_f b_f (n)b_f (m) = δ_{nm} + 2π ∑ c¿1 1 c S(n, m; c)J_{k−1} ( 4π √ nm c ) , (10)

gde δ_{nm} – simvol Kronekera, S(n, m; c) – summa Klostermana, J_{k−1}(x) – funkciØ BesselØ porØdka k − 1.

Poloßim Z_k(s, ν) = 1 2π ∑ f ω_f H_f ( s + ν − 1 2 ) H_f ( s − ν + 1 2 ) .

O POVEDENII AVTOMORFNYH L–FUNKCI` 309

Iz (9), (10) sleduet, qto Z_k(s, ν) = ζ(2s) 2π + ζ(2s) ∑ n¿1 τ_ν (n) n^s ∑ c¿1 1 c S(n, 1; c)J_{k−1} ( 4π √ n c ) . (11)

Formula (11) prinadleßit N. V. Kuznecovu (sm. [8, formula (84)]). Sqitaem, qto v (11) Re s ≫ 1 (s usloviem shodimosti rØda). Otmetim, qto v teoreme 2.3 raboty [8] v formule Puassona, associirovannoæ s rØdom �æzenxteæna–Maassa, beretsØ ν s usloviem Re ν =^1_2 , ν ≠^1_2 . My budem ispol~zovat~ variant fftoæ formuly s usloviem^1_4 < ν <^3_4 , ν ≠^1_2 . V kaqestve funkcii φ(x), figuriru¸weæ v formule Puassona, voz~mem φ(x) = x^{−2s}J_{k−1}(x). V rezul~tate primeneniØ formuly Puassona k pravoæ qasti sootnoxeniØ (11) poluqaem vyraßenie dlØ Z(s, ν) so special~nymi funkciØmi (sr. [10]), v kotorom predpolagaetsØ, qto Re s ≫ 1 i 1 4 < ν <^3_4 , ν ≠^1_2 . No v fftom vyraßenii uße moßno poloßit~ s = 3/4 i ν = 3/4. Tem samym, my prihodim k asimptotiqeskoæ formule dlØ Z(3/4, 3/4) pri k → ∞ i, sledovatel~no, k (8).

Po neravenstvu Koxi, imeem ( ∑ f ω_f H_f (1)H_f ( 1 2 ))_2 6 6^{( ∑}_{f:Hf (1/2)≠0} ωf Hf (1)^{2)( ∑}_f ωf Hf^{(1}_2^{)2)}. (12)

PrimenØØ k (12) sootnoxeniØ (6) i (8), poluqaem 1 log k ≪ ∑ f:H_f (1/2)≠0

ω_f H_f (1)^2. (13)

Izvestno, qto ω_f ≪ log k k (f ∈ F). (14)

Neravenstvo (14) ØvlØetsØ sledstviem otsutstviØ zigelevskogo nulØ u simmetriqeskogo kvadrata L^{(f,f)}_f (s) L-funkcii Gekke L_f (s) (sm. [11]).

310 O. M. FOMENKO

Ocenim sverhu H_f (1). Po ıtile [12],

H_f (1) = ∞∑ n=1 b_f (n) e^{−n/U} n^{−1}− − 1 2πi ∫ Re s=−β H_f (−s)Ψ(s + 1)Γ(s)U^s ds, (15) gde Ψ(s) = (2π)^{2s−1} Γ (_{k+1} 2 − s ) Γ (_{k−1} 2 + s ) , β = 1 − ε, U ¿ 1. Vybiraem U = k^6. Togda ∫ Re s=−β H_f (−s)Ψ(s + 1)Γ(s)U^s ds = O(1). (16)

V silu ocenki DelinØ |b_f (n)| 6 d(n), imeem ∑ n6x b_f (n) n ≪ log^2 x. (17)

SootnoxeniØ (15), (16) i (17) da¸t H_f (1) ≪ log^2 k, f ∈ F. (18) Nakonec, iz sootnoxeniæ (13), (14) i (18) poluqaem dokazatel~- stvo teoremy 2. Literatura

1. O. M. Fomenko, PrimeneniØ formuly Petersona dlØ bilineænoæ formy ot kofffficientov Fur~e paraboliqeskih form, Zap. nauqn. semin. POMI 204 (1993), 143–166.

2. O. M. Fomenko, Neobrawenie v nul~ avtomorfnyh L-funkciæ v centre kritiqeskoæ polosy, Zap. nauqn. semin. POMI 263 (2000), 193–204.

3. W. Duke, The critical order of vanishing of automorphic L-functions with large level, Invent. Math. 119, No. 1 (1995), 165–174.

4. J. M. Vanderkam, The rank of quotients of J0(N ), Duke Math. J. 97, No. 3 (1999), 545–577.

5. M. Eichler, Quadratische Formen und Modulfunktionen, Acta Arithm 4, No. 3 (1958), 217–239.

O POVEDENII AVTOMORFNYH L–FUNKCI` 311

6. A. Selberg, Harmonic analysis and discontinuous group in weakly symmetric Riemannian spaces with applications to Dirichlet series, J. Indian Math. Soc. 20, No. 1–3 (1956), 47–87; russkiæ perevod: Matematika. Period. sb. perev.

in. stateæ 1, No. 4 (1957), 3–28.

7. A. Brumer, “The rank of J0(N )”, in Columbia University Number Theory Seminar (New York, 1992). Asterisque 228, Soc. Math. France, Montrouge, 1995, 41–68.

8. N. V. Kuznecov, Svertka kofffficientov Fur~e rØdov �æzenxteæna–Maassa, Zap. nauqn. semin. LOMI 129 (1983), 43–84.

9. R. F. Faæziev, Ocenka v srednem v additivnoæ probleme deliteleæ, V kn.: Tezisy dokladov Vseso¸znoæ konferencii “TeoriØ qisel i ee priloßeniØ” (17–19 sentØbrØ 1985 g., g. Tbilisi), Tbilisi, 1985, 273–276.

10. E. P. Golubeva, O. M. Fomenko, Povedenie L-funkciæ paraboliqeskih form v toqke s = 1, Zap. nauqn. semin. POMI 204 (1993), 37–54.

11. D. Goldfeld, J. Hoffstein, and D. Lieman, An effective zero free region, appendix to: D. Hoffstein and P. Lockhart, Coefficients of Maass forms and the Siegel zero, Ann. Math. 140 (1994), 161–181.

12. M. Jutila, On the mean value of L(1/2, χ) for real characters, Analysis 1, No. 2 (1981), 149–161.

Postupilo 12 fevralØ 2001 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail:fomenko@ pdmi.ras.ru