Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 276, 2001 g.

O. M. Fomenko

QISLA KLASSOV NEOPREDELENNYH BINARNYH KVADRATIQNYH FORM §0 Pust~ a, b, c – celye qisla, h(d) – qislo klassov sobstvenno ffkvivalentnyh primitivnyh binarnyh kvadratiqnyh form

ax^2 + bxy + cy^2 diskriminanta d = b^2 − 4ac, H(D) – qislo klas-

sov sobstvenno ffkvivalentnyh primitivnyh binarnyh kvadratiqnyh form ax^2 + 2bxy + cy^2 determinanta D = b^2 − ac. Opredelenie qisla klassov H(D) prinadleßit Gaussu.

Gauss [1, Art. 302] predpoloßil, qto v sluqae otricatel~nyh determinantov ∑ −x6D<0^{H(D) ∼} 4πx^{3/2} 21ζ(3) . �tot fakt dokazali Lipxic (1865) i Mertens (1874). Krome togo, Gauss predpoloßil, qto lix~ dlØ koneqnogo mnoßestva otricatel~nyh determinantov v kaßdom rode form imeetsØ tol~ko odin klass. �to bylo dokazano uße v 20 veke.

Gauss zameqaet, qto “otnositel~no qisla klassov ... poloßitel~nye determinanty vedut sebØ soverxenno ne tak, kak otricatel~nye” [1, Art. 302]. V [1, Art. 304] on pixet: “... sredi poloßitel~nyh nekvadratnyh determinantov, po kraæneæ mere, poka oni ne oqen~ veliki, naprotiv, b&ol~xaØ qast~ obladaet takimi klassifikaciØmi, kogda v kaßdom rode imeetsØ tol~ko odin klass. ⟨. . . ⟩ Bylo by krasivoæ i dostoænoæ vnimaniØ matematikov zadaqeæ opredelit~, po kakomu zakonu vse reße i reße vstreqa¸tsØ determinanty, oblada¸wie v kaßdom rode tol~ko odnim klassom; do sih por my ne moßem ni teoretiqeski opredelit~, ni induktivno s dostatoqnoæ uverennost~¸ predpoloßit~, obryva¸tsØ li soverxenno v konce koncov takie determinanty (qto, odnako, predstavlØetsØ maloveroØtnym), ili oni stanovØtsØ po kraæneæ mere beskoneqno redkimi, ili ße ih qastota vse bliße podhodit k postoØnnomu predelu. Srednee qislo klassov 312

QISLA KLASSOV 313

rastet lix~ nemnogo bystree, qem srednee qislo rodov, i namnogo medlennee, qem kvadratnye korni iz determinantov ...”.

Suwestvovanie beskoneqnogo mnoßestva rodov, oblada¸wih tol~ko odnim klassom, dokazal Dirihle (1855):

H(5^{2k+1}) = 1 (k = 0, 1, 2, . . .).

Posledovatel~nost~ determinantov v primere Dirihle oqen~ redka. Lix~ nedavno E. P. Golubeva [2, II] poluqila znaqitel~no bolee ubeditel~noe rexenie: sredi prostyh qisel p 6 x suwestvuet ne menee Cx log^{−2} x, C > 0, takih, qto hotØ by odno iz znaqeniæ H(7p^2), H(11p^2), H(19p^2) ravno 4. Otmetim, qto

τ (7p^2) = τ (11p^2) = τ (19p^2) = 4, gde p ≠ 7, 11, 19 i τ (D) – qislo ro-

dov form determinanta D, tak qto sredi determinantov D 6 x imeetsØ ne menee C^′x^{1/2} log^{−2} x, C^′ > 0, s odnim klassom v rode form.

V nastoØwee vremØ vydvinuty koliqestvennye gipotezy o povedenii qisel klassov neopredelennyh binarnyh kvadratiqnyh form, podtverßda¸wie predpoloßeniØ Gaussa. Privedem nekotorye iz nih.

Gipoteza 1 (Holi [3]). Pri x → ∞ imeem ∑ D6x^{H(D) ∼} 25 12π^2 x log^2 x.

Gipoteza 2 (Holi [3]). Pri x → ∞ imeem ∑ p6x p≡1 (mod 4) H(p) ∼ 1 6 x.

Gipoteza 3 (Holi [3]). Pust~ N (x, α) – qislo prostyh p ≡ 1

(mod 4), dlØ kotoryh p 6 x i H(p) > α. Togda suwestvuet pre- del lim x→∞ log x x N (x, α) i pri α → ∞ imeem lim x→∞ log x x N (x, α) ∼ 1 3α .

314 O. M. FOMENKO

Gipoteza 4 (E. P. Golubeva [4]). Pust~ l(d) – dlina perioda raz-

loßeniØ √ d v nepreryvnu¸ drob~. Togda spravedliva ocenka #{d 6 x, l(d) = L} = O(x^{1/2} log x), gde L 6 x^{1/2} log x i konstanta, vhodØwaØ v O, absol¸tnaØ.

V kaqestve sledstviØ fftoæ gipotezy imeem ocenku:

h(d) ≪ log^2 d

dlØ poqti vseh d.

Poka izvestno ne mnogo rezul~tatov v napravlenii predpoloßeniæ Gaussa, kasa¸wihsØ poloßitel~nyh determinantov (ili diskriminantov). Otmetim rabotu E. P. Golubevoæ [2, I]. V neæ bylo zameqeno, qto posledovatel~nosti tipa {h(5p^2)}, p beßit po prostym qislam, podda¸tsØ izuqeni¸, priqem k nim primenimy metody, ispol~zuemye pri issledovanii gipotezy Artina o primitivnyh kornØh (sm. takße [2, II]). Bylo pokazano, qto ∑ p6x^{h(5p} 2) = O(x^{3/2}(log x)^{−1}) (1)

(trivial~nyæ rezul~tat: O(x^2(log x)^{−2}), predpolagaemaØ nailuqxaØ ocenka: O(x^{1+ε})). Rezul~tat (1) po sile sootvetstvuet ocenkam, pri dokazatel~stve kotoryh ispol~zuetsØ teorema Bomb~eri–Vinogradova; sm. [5]. Dalee, v [2, I] v predpoloßenii spravedlivosti rasxirennoæ gipotezy Rimana (RGR) dlØ nekotoryh poleæ algebraiqeskih qisel bylo dokazano sootnoxenie

#{p 6 x | h(5p^2) = 2} ≍^x_{log x} .

Otmetim, qto qislo rodov form diskriminanta 5p^2, p ≠ 5, ravno 2. Napomnim teper~ formulu Dirihle dlØ h(d), d > 0 – nekvadrat: h(d) = √ d log ε_d L(1, χ_d), gde χ_d(m) = (_d m ) – simvol Leßandra–˚kobi–Kronekera, ε_d – fundamental~noe rexenie uravneniØ PellØ t^2 − du^2 = 4. Izvestno, qto d^{−ε} ≪ L(1, χ_d) ≪ log d;

QISLA KLASSOV 315

v predpoloßenii gipotezy Rimana dlØ L-rØdov Dirihle ocenki utoqnØ¸tsØ:

(log log d)^{−1} ≪ L(1, χ_d) ≪ log log d.

Izvestno, qto √ d < ε_d 6 e^{A0} √ d log d, gde A_0 > 0 – nekotoraØ konstanta. Tem samym, povedenie h(d) opredelØetsØ, v osnovnom, povedeniem ε_d.

Pust~ d = 5p^2, togda

h(5p^2) = p √ 5 log ε_{5p}2

L(1, χ_{5p}2 );

L(1, χ_{5p}2 ) poqti konstanta, i povedenie h(5p^2), kak i v obwem slu-

qae, opredelØetsØ povedeniem ε_{5p}2 .

Rassmotrim teper~ posledovatel~nost~ diskriminantov d =

m^2 − 4, da¸wu¸ ffkstremal~no bol~xie qisla klassov. Imeem

ε_d = m + √ m^2 − 4 2 i h(m^2 − 4) = √ m^2 − 4

log^{m+} √ m2−4 2 L(1, χ_m2_{−4}) ≍

≍ m log m

L(1, χ_m2_{−4}) (m → ∞).

Povedenie h(m^2 − 4) opredelØetsØ povedeniem L-funkcii Dirihle v toqke s = 1 i shodstvo so sluqaem otricatel~nyh diskriminantov vpolne oqevidno. Legko videt~ (sr. [6]), qto ∑ 2<m6M^{h(m} 2 − 4) ∼ b

M^2 log M (M → ∞), gde b > 0 – konstanta. Suwestvu¸t i drugie posledovatel~nosti diskriminantov s ukazannym ffkstremal~nym svoæstvom (sm. [7]). Odnako iz sformulirovannyh vyxe gipotez 1–4 sleduet, qto dlØ bol~xinstva poloßitel~nyh diskriminantov (ili determinantov) qisla klassov maly.

316 O. M. FOMENKO

Cel~ nastoØweæ raboty – podtverdit~ fftot fakt dlØ posledovatel~nosti diskriminantov 5p^2, gde p probegaet prostye qisla s usloviem

(_5 p ) = 1. Pust~ vypolnena RGR (ε_0), rasxirennaØ gipoteza Rimana dlØ dzeta funkciæ Dedekinda vseh poleæ

K_n = Q(ε^{1n}_0 , ζ_{2n}), n = 1, 2, 3, . . .; ε_0 =^{1+√5}_2 , ζ_n – primitivnyæ ko-

ren~ n-oæ stepeni iz 1. Togda ime¸t mesto sledu¸wie rezul~- taty.

1) Pust~ α(x) – skol~ ugodno medlenno monotonno vozrasta¸- waØ funkciØ s usloviem α(x) → ∞. Togda # { p 6 x |^{( 5}_p^) = 1, h(5p^2) > (log p)^{α(p)}} = o(π(x)), gde π(x) = ∑ p6x^1 (spravedlivo i bolee sil~noe utverßdenie, sm. niße zameqanie 1). 2) Pust~ α – proizvol~naØ dostatoqno bol~xaØ poloßitel~- naØ konstanta. Togda dlØ l¸byh x > x_α spravedlivo sootnoxe- nie # { p 6 x |^{(5}_p^) = 1, h(5p^2) > α^} ≍^{π(x)}_α ,

gde ≍-konstanty ØvlØ¸tsØ absol¸tnymi.

3) DlØ 35, 42739 . . .% vseh prostyh p s usloviem

(_5 p ) = 1 imeem

h(5p^2) = 2.

Dokazatel~stva fftih i drugih rezul~tatov dany v §§1–4. My ispol~zuem idei raboty [2] i metod Holi [8] v uslovnom dokazatel~stve gipotezy Artina, a takße varianty fftogo metoda (sm. [9–14]). §1 Pust~ K = Q( √ 5), ε_0 =^{1+√5}_2 ; {F_m} – posledovatel~nost~ qisel Fibonaqqi, gde F_0 = 0, F_1 = 1,

F_m = F_{m−2} + F_{m−1}.

Izvestno, qto

ε^m_0 = F_{m−1} + ε_0F_m. (2)

QISLA KLASSOV 317

Oboznaqim qerez λ(n) dlinu naimen~xego perioda posledovatel~nosti {F_m}_{m∈}N mod n. Pust~ Z_n – kol~co klassov vyqetov

mod n, Z^∗_n[ε_0] – gruppa edinic kol~ca Z_n[ε_0], ord(a, G) = min{t > 0 | a^t = 1, a ∈ G, G – koneqnaØ gruppa}, o(a, n) = ord(a, Z^∗_n[ε_0]).

DlØ a ∈ N o(a, n) oznaqaet naimen~xee celoe poloßitel~noe d, dlØ kotorogo a^d ≡ 1 (mod n), t.e. porØdok qisla a (mod n). Kak dokazano v [12], dlØ n ∈ N, n > 2, λ(n) = o(ε_0, n). Lemma 1 (sm. [15]). Pust~ p > 2 i p ≠ 5. Togda

1) esli

(_5 p ) = 1, to λ(p) | (p − 1);

2) esli

(_5 p ) = −1, to λ(p) | 2(p + 1).

Oqevidno,

ε^{λ(n)}_0 = F_{λ(n)−1} + ε_0F_{λ(n)},

gde F_{λ(n)−1} ≡ 1 (mod n), F_{λ(n)} ≡ 0 (mod n). Pust~ i(n) – naimen~- xee natural~noe qislo takoe, qto n | F_{i(n)}. Po svoæstvam qisel Fibonaqqi, i(n) | λ(n). Qislo i(n) nazyvaetsØ toqkoæ vhoßdeniØ n v posledovatel~nost~ qisel Fibonaqqi.

Niße my rassmatrivaem tol~ko prostye qisla p s usloviem

(_5 p ) = 1; budem ispol~zovat~ soglaxenie ∑ p6x ′ . . . = ∑ p6x,(^5_p )=1 . . . . Vvodim veliqinu

r(ε_0, p) = p − 1 o(ε_0, p) . Rassmotrim pole K_n = Q ( ε^{1n}_0 , ζ_{2n} ) , gde ζ_{2n} – primitivnyæ koren~ 2n-oæ stepeni iz 1. Pust~ δ(n) = [K_n : Q]. V [12] dokazano, qto

δ(n) = nφ(n), esli 2 - n i 5 | n;

2nφ(n), esli 2 | n i 5 | n

ili 2 - n i 5 - n;

4nφ(n), esli 2 | n i 5 - n. (3)

318 O. M. FOMENKO

Moßno pokazat~, qto esli p - 5n, to p vpolne razloßimo v pole K_n togda i tol~ko togda, kogda n | r(ε_0, p) (sr. [12, 14, 16]). Vvedem veliqinu

π^{(1)}(x, n) = # { p 6 x |^{( 5}_p^) = 1, n | r (ε0, p)^} .

Lemma 2 (plotnostnaØ teorema Qebotareva).

1) Pust~ verna RGR dlØ dzeta funkcii Dedekinda polØ K_n. Togda

π^{(1)}(x, n) = 1 δ(n) li x + O(x^{12} log(xn)), gde li x = x∫ 2 dt log t . 2) Bezuslovnyæ variant: esli n 6 (log x)^{1/7}, to suwestvuet absol¸tnaØ konstanta A > 0 takaØ, qto

π^{(1)}(x, n) = 1 δ(n) li x + O ( x exp ( −A √ log x / n )) . Dokazatel~stvo sm. v [17, 12].

OsnovnaØ cel~ nastoØwego paragrafa – issledovat~ summu ∑ p6x ′ log r(ε_0, p).

Imeem ∑ p6x ′ log r(ε_0, p) = ∑ n6x^{Λ(n)π} (1)(x, n), (4)

gde Λ(n) – funkciØ Mangol~dta. Iz punkta 2) lemmy 2 neposredstvenno sleduet (sr. [14]), qto ∑ p6x ′ log r(ε_0, p) & C · li x, gde C = ∞∑ n=1 Λ(n) / δ(n) i F (x) . G(x) oznaqaet, qto dlØ kaßdogo ε > 0 suwestvuet x_ε takoe, qto

F (x) 6 (1 + ε)G(x)

pri x > x_ε.

QISLA KLASSOV 319

Teorema 1. Pust~ verna RGR (ε0), rasxirennaØ gipoteza Rimana

dlØ dzeta funkciæ Dedekinda vseh poleæ K_n, n = 1, 2, 3, . . .. Togda ∑ p6x ′ log r(ε_0, p) ≪ x log log x log x . DlØ dokazatel~stva vospol~zuemsØ ravenstvom (4). Imeem ∑ p6x ′ log r(ε_0, p) =

= ∑ n6^√x/ log^3 x

Λ(n)π^{(1)}(x, n) + ∑ √ x/ log3 x<n6x Λ(n)π^{(1)}(x, n) =

= ∑ 1 + ∑ 2 . K pervoæ summe primenim plotnostnu¸ teoremu Qebotareva (punkt 1) lemmy 2). Imeem ∑ 1 ≪ ∑ n6^√x/ log^3 x

(log n) { x log log n n^2 log x + O (√ x log(xn) ) } ≪ π(x). Pust~ q oznaqaet prostoe qislo. Summu ∑ 2 razbivaem na dve summy: ∑ 2 = ∑ q> √ x/ log3 x (log q)π^{(1)}(x, q) + ∑ q^α> √ x/ log3 x, α>1 (log q)π(x, q^α) =

= ∑ 2,1 + ∑ 2,2 . Ocenivaem summu ∑ 2,2: ∑ 2,2 6^∑ q^α > √ x/ log3 x, α>1 (log q) x q^α ≪ x ∑ q> √ x/ log3 x log q q^2 ≪ π(x).

V svo¸ oqered~ summu ∑ 2,1 razbivaem na dve summy: ∑ 2,1 = ∑ √ x/ log3 x<q6 √ x log x

(log q)π^{(1)}(x, q)+

320 O. M. FOMENKO + ∑ q> √ x log x

(log q)π^{(1)}(x, q) = ∑ 2,1,1 + ∑ 2,1,2 . Summa ∑ 2,1,2 ograniqena sverhu veliqinoæ

# p | p delit ∏ m6^√x/ log x |N (ε^m_0 − 1)| · log x ≪ π(x). Qtoby ocenit~ ∑ 2,1,1, ispol~zuem teoremu Bruna–Titqmarxa

i formulu Mertensa. Napomnim, qto π(x, a, k) = #{p 6 x | p ≡ a (mod k)}; Po teoreme Bruna–Titqmarxa, dlØ (a, k) = 1 i k 6 x π(x, a, k) < (2 + η)x φ(k) log(2x/k) (η > 0 i x > x_0(η)). Imeem ∑ 2,1,1 ≪ ∑ √ x/ log3 x<q6 √ x log x (log q)π(x, 1, q) ≪

≪ x log x ∑ √ x/ log3 x<q6 √ x log x

log q q ≪ x log log x

log x , i teorema dokazana.

Iz teoremy 1 vyteka¸t interesnye sledstviØ. Formula (2), v qastnosti, daet

ε^{i(p)}_0 = F_{i(p)−1} + ε_0F_{i(p)}.

˚sno, qto ε^{i(p)}_0 – fundamental~naØ edinica porØdka O_p = {1, pε_0} kvadratiqnogo polØ Q( √ 5), a i(p) – indeks gruppy edinic porØd-

ka Op v gruppe edinic maksimal~nogo porØdka O = {1, ε0} polØ Q(^√5)._{Pust~ h̄(d) – qislo klassov nesobstvenno ffkvivalentnyh pri-}

mitivnyh binarnyh kvadratiqnyh form ax^2 + bxy + cy^2 diskriminanta d = b^2 − 4ac. Spravedlivo sootnoxenie

h(5p^2) = { 2h̄(5p^2), esli i(p) qetno ;

h̄(5p2), esli i(p) neqetno .

QISLA KLASSOV 321

Nam neobhodim qastnyæ sluqaæ formuly Gaussa (sm. [18, 19]):

h̄(5p^2) = p − (_5 p ) i(p) = p − 1 i(p) . Legko pokazat~, qto

λ(p) = 2^βi(p), gde β = 0 ili 1, ili 2.

Teorema 1 i ukazannye vyxe sootnoxeniØ da¸t sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 2. Pust~ verna RGR (ε0). Togda ∑ p6x ′ log h(5p^2) ≪ x log log x log x . Sledstvie 1. Pust~ α(x) – skol~ ugodno medlenno monotonno voz-

rasta¸waØ poloßitel~naØ funkciØ s usloviem α(x) → ∞ (x → ∞). Esli verna RGR (ε_0), to imeem # { p 6 x |^{(5}_p^) = 1, h(5p^2) > (log p)^{α(p)}} = = o(π(x)), x → ∞. Zameqanie 1. Moßno predpoloßit~, qto pri x → ∞ ∑ p6x ′ log r(ε_0, p) ∼ c^′li x, (5)

gde c^′ > 0, i, kak sledstvie, qto ∑ p6x ′ log h(5p^2) ≍ li x.

Iz gipotetiqeskoæ ocenki ∑ p6x ′ log h(5p^2) ≪ li x

vytekaet, qto # { p 6 x |^{(5}_p^) = 1, h(5p^2) > α(p)^} = o(π(x)).

V posledu¸weæ rabote poslednee sootnoxenie budet vyvedeno iz RGR (ε_0) metodom, shodnym s ispol~zovannym niße metodom dokazatel~stva teoremy 5.

322 O. M. FOMENKO §2 V nastoØwem paragrafe rassmatrivaetsØ povedenie summy ∑ p6x^{log r(a, p),} (6) gde a > 2 – natural~noe qislo, r(a, p) = p − 1 o(a, p) . �ta summa vpolne analogiqna summe ∑ p6x ′ log r(ε_0, p).

Izuqenie summy (6) predstavlØet interes, v qastnosti, v svØzi s gipotezoæ (5). Gipoteza ∑ p6x^{log r(a, p) ∼ c(a)li x} (a > 1, x → ∞) byla vydvinuta v rabote [20]; tam ße ona pod-

tverßdalas~ na qislennom materiale (pri a = 2, 3, 5). V rabote [14] bylo pokazano, qto ∑ p6x^{log r(2, p)}

& γ li x,

gde γ = ∞∑ n=1 Λ(n) δ(n) , δ(n) = [Q(2^{1/n}, ζ_n) : Q],

i qto pri vypolnenii RGR dlØ dzeta funkciæ Dedekinda poleæ

Q(2^{1/n}, ζn) spravedliva ocenka ∑ p6x^{log r(2, p) ≪}

x log log x log x . V nastoØwem paragrafe bez kakih-libo gipotez dokazyvaetsØ, qto ocenka ∑ p6x^{log r(a, p) ≪ li x}

QISLA KLASSOV 323

verna v srednem po a. Dokazatel~stvo ispol~zuet metod Stefensa [9, II]. Pust~ N > exp{c_1(log x)^{1/2}}, c_1 > 0,

S_1 = N^{−1} ∑ a6N ∑ p6x^{log r(a, p).} Naxa zadaqa – dat~ toqnu¸ po porØdku ocenku sverhu summy S_1. DlØ haraktera χ po modul¸ p i dlØ r | (p − 1) vvedem veliqinu

c_r(χ) = (1/(p − 1)) ∑ a ′χ(a), (7) gde a probegaet po vsem celym qislam porØdka (p − 1)/r v intervale dliny p.

Ispol~zuØ (7), imeem

S_1 = N^{−1} ∑ a6N ∑ p6x ∑ w|(p−1), o(a,p)=(p−1)/w log w =

= N^{−1} ∑ a6N ∑ p6x ∑ w|(p−1) log w ∑ χ (mod p) c_w(χ)χ(a) =

= N^{−1} ∑ p6x ∑ w|(p−1) log w ∑ χ (mod p) c_w(χ) ∑ a6N^{χ(a).} V summirovanii ∑ χ (mod p) . . . vydelim glavnyæ harakter: ∑ χ (mod p) . . . = ∑ χ0 . . . + ∑ χ≠χ0 . . . . Nam potrebuetsØ sledu¸wiæ rezul~tat iz [9, II], kotoryæ my sformuliruem v vide lemmy. Predvaritel~no vvedem oboznaqenie, kotoroe ispol~zuetsØ niße: porØdok haraktera χ oboznaqaetsØ libo qerez k, libo qerez ord χ.

Lemma 3. Esli χ ≠ χ0, to |c_r(χ)| 6 (r, k)/rk; (8) dalee, c_r (χ_0) = φ((p − 1)/r)/(p − 1). (9)

324 O. M. FOMENKO

S pomow~¸ (8) i (9) imeem

S_1 = N^{−1} ∑ p6x ∑ w|(p−1) (log w) φ((p − 1)/w) p − 1 ([N ] − [N/p])+

+O N^{−1} ∑ p6x ∑ w|(p−1) (log w) ∑ χ≠χ0 |c_w(χ)| | | | | | | ∑ a6N^{χ(a)} | | | | | | =

= ∑ p6x ∑ w|(p−1) (log w) φ((p − 1)/w) p − 1 + O(N^{−1}li x)+

+O((log x)^2 log log x)+

+O N^{−1} ∑ p6x ∑ w|(p−1) (log w) ∑ χ≠χ0 (ord χ, w) w · ord χ | | | | | ∑ a6N^{χ(a)} | | | | | =

= P_1 + I_1 + I_2 + P_2.

Qlen I_1 poluqaetsØ pri pomowi ocenki ∑ p6x ∑ w|(p−1) (log w) φ((p − 1)/w) p − 1 6

6^∑_p

6x ∑ w|(p−1) log w

w 6 Cli x + O(x/(log x)^D),

gde D – proizvol~naØ konstanta > 1; podrobnosti sm. niße pri

rassmotrenii P_1.

Qlen I_2 poluqaetsØ pri pomowi ocenki ∑ p6x 1 p ∑ w|(p−1) log w w ≪ ∑ p6x 1 p (log p)d(p − 1) ≪ (log x)^2 log log x.

Vvedem oboznaqenie

S_2 = ∑ p6x^{d(p − 1)} ∑ χ≠χ0 (ord χ, w) w · ord χ | | | | | ∑ 16N^{χ(a)} | | | | | . Togda

P_2 = O(N^{−1}(log x)S_2).

QISLA KLASSOV 325

Pust~ ∑_∗ oznaqaet summirovanie po primitivnym harakteram.

Imeem

S_2 ≪ ∑ p6x^{d(p − 1)} ∑ χ (mod p) � (1/ ord χ) | | | | | ∑ a6N^{χ(a)} | | | | | . Po neravenstvu Gel~dera, poluqaem

S^{2r}_2 6 ∑ p6x^{d(p − 1)} 2r/(2r−1) ∑ χ (mod p) � k^{−2r/(2r−1)} 2r−1 ×

× ∑ p6x ∑ χ (mod p) � | | | | | ∑ a6N^{χ(a)} | | | | | 2r ; r > 1 – celoe qislo. Oqevidno, ∑ χ (mod p) � k^{−2r/(2r−1)} ≪ d(p − 1). Horoxo izvestno (M. B. Barban [21]), qto ∑ p6x^d l(p − 1) ≍ x(log x)^{2l−2}, (10)

gde l ∈ N. Nam neobhodima ocenka (sm. [9, II]): ∑ d6K ∑ χ (mod d) � | | | | | ∑ a6N^{χ(a)} | | | | | 2r ≪

≪ (K^2 + N^r) ∑ a6N^{r {τ} ′ r (a)}^2, (11)

gde τ^′_r (a) – koliqestvo sposobov zapisi a v vide uporØdoqennogo

proizvedeniØ r mnoßiteleæ, kaßdyæ iz kotoryh ne prevoshodit

N . Ispol~zuØ (10) pri l = 3 i (11) pri K = x, poluqaem

S^{2r} ≪ {c_2x log^6 x}^{2r−1}(x^2 + N^r ) ∑ a6N^{r {τ} ′ r(a)}^2, (12)

gde c_2 > 0 – konstanta. Nam potrebu¸tsØ rezul~taty iz [9, II],

kotorye my oformim v vide sledu¸weæ lemmy.

326 O. M. FOMENKO

Lemma 4. 1) Esli x^2 > N > exp{c1(log x)^{1/2}}, to

x^{−1/2r}{Ψ(N, 9 log x)}^{1/2} ≪

≪ exp{−c_3(log x)^{1/2} / log log x}, (13) gde r = [2 log x / log N ] + 1 (14)

i c_3 > 0 pri uslovii, qto konstanta c_1 dostatoqno velika; Ψ(v, y) = ∑ n6v,_{p(n)} 6y 1

i p(n) oznaqaet naibol~xiæ prostoæ delitel~ n.

2) Esli N^r 6 x^8, to ∑ a6N^{r {τ} ′ r (a)}^2 < N^r{Ψ(N, 9 log x)}^r. (15)

Vyberem r kak v (14). Esli N > x^2, to r = 1, i iz (12) sleduet ocenka

S_2 ≪ x^{1/2}(log x)^3N.

Esli x^2 > N > exp{c_1(log x)^{1/2}}, to r > 2 i (12), (15), (13) da¸t

S_2 ≪ xN (log x)^{6 2r}

�1_{2r}

exp{−c_3(log x)^{1/2} / log log x}.

ObratimsØ teper~ k qlenu P_1. Imeem

P_1 = ∑ p6x ∑ w|(p−1) log w w φ((p − 1)/w) (p − 1)/w 6

6^∑_p

6x ∑ w|(p−1) log w

w 6^∑_n 6x log n n π(x, 1, n) 6

6^∑

26n6(log x)^{A π(x, 1, n)}

log n n + ∑ n>(log x)^A π(x, 1, n) log n n = S_3 + T_1.

Summa S_3 vyqislØetsØ s pomow~¸ teoremy ZigelØ–Val~fixa (sm. [22]). Imeem

S_3 = li x ∑ 26n6(log x)^A

log n nφ(n) + O(x/(log x)^B),

QISLA KLASSOV 327

gde B – proizvol~naØ konstanta > 1.

Summa T_1 ocenivaetsØ s pomow~¸ teoremy Bruna–Titqmarxa. Imeem

T_1 ≪ ∑ n>(log x)^A log n n x φ(n) ≪ x / (log x)^{B(A)},

gde konstanta B(A) > 0 dostatoqno velika pri dostatoqno bol~- xom A.

Tem samym, dokazana

Teorema 3. Pust~ N > exp{c1(log x)^{1/2}} i konstanta c1 > 0 do-

statoqno velika. Togda N^{−1} ∑ a6N ∑ p6x^{log r(a, p)}

6 Cli x + O(x^/ log x)^D),

gde C = ∞∑ n=2 log n nφ(n) , D – proizvol~naØ konstanta > 1. §3 V nastoØwem paragrafe prostye qisla oboznaqa¸tsØ ne tol~- ko bukvoæ p, no i q. Vvedem oboznaqenie:

N_{ε0,w}(x) = # { p 6 x^{| (5}_p^) = 1, r(ε0, p) = w^} . Teorema 4. Pust~ verna RGR (ε0). Togda dlØ l¸bogo ε > 0 spraved-

liva asipmtotika

N_{ε0,w}(x) = A(ε_0, w)li x + O { w^ε(log log x) x (log x)^2 } , (16) gde

A(ε_0, w) = 27 38 Ag(w), esli (w, 10) = 1; 9 38 Ag(w), esli (w, 10) = 2; 3 2 Ag(w), esli (w, 10) = 5; 1 2 Ag(w), esli (w, 10) = 10;

(17)

328 O. M. FOMENKO A = ∏ q ( 1 − 1 q(q − 1) ) = ∞∑ n=1 μ(n) nφ(n) = = 0.373955813619202 . . .(konstanta Artina); g(w) = 1 w^2 ∏ q|w q^2 − 1 q^2 − q − 1 . O-konstanta zavisit tol~ko ot ε.

Zameqanie 2. Rezul~tat moßno formulirovat~ v terminah qi-

sel Fibonaqqi, tak kak

N_{ε0,w}(x) = # { p 6 x^{| ( 5}_p^) = 1, λ(p) =^{p − 1}_w^} .

Dokazatel~stvo teoremy osnovano na rezul~tatah rabot [10, 11, 13]. My privedem lix~ vyqislenie plotnosti A(ε_0, w), suwestvovanie kotoroæ v oqen~ obweæ situacii (vmeste s sootvetstvu¸weæ formuloæ) bylo dokazano Lenstroæ [10]. Pri fftom ispol~zovalas~ nekotoraØ RGR. Poluqenie asimptotiqeskoæ formuly s ostatoqnym qlenom (16) idet (s ispol~zovaniem RGR

(ε_0)) po sheme raboty [13], odnako vyvod ostatoqnogo qlena nami

ne privoditsØ. Otmetim, qto dlØ w = 1 teorema byla dokazana v [12].

Iz obweæ formuly Lenstry (sm. [10, Th. 3.1]) sleduet, qto

A(ε_0, w) = ∑ k∈N^{μ(k)δ(kw) ,} gde δ(kw) = [K_{kw} : Q].

Ispol~zuØ formulu (3), poluqaem

A(ε_0, w) = 1 2 ∑ k∈N^{μ(k)kwφ(kw) + 12} ∑ k∈N,_2-_{kw}^{μ(k)kwφ(kw) −} − 1 4 ∑ k∈N,_5-_{kw} μ(k) kwφ(kw) − 1 4 ∑ k∈N,_2-_{kw,5} -kw μ(k) kwφ(kw) .

QISLA KLASSOV 329

Vvedem summu [11] S(h, t, m) = ∞∑ k=1 μ(k)(kt, h) ktφ(kt) . Imeem

A(ε_0, w) = 1 2 S(1, w, 1) − 1 4 S(1, w, 2) + 1 2 S(1, w, 5) − 1 4 S(1, w, 10). Summa S(1, w, m) preobrazuetsØ k vidu S(1, w, m) = μ(M )Ag(w) ∏ q|(M,w) 1 q^2 − 1 ∏ q|M, q-w 1 q^2 − q − 1 ,

gde M = m / (m, w). Udobno rassmatrivat~ otdel~no sluqai: (w, 10) = 1, (w, 10) = 2,

(w, 10) = 5, (w, 10) = 10. Posle nekotoryh vyqisleniæ poluqaem

vyraßenie (17) dlØ A(ε_0, w).

Iz teoremy 4 vyvoditsØ dokazatel~stvo analoga gipotezy 3 Holi (sm. §0) dlØ posledovatel~nosti diskriminantov { 5p^2 | | ( 5 p ) = 1 } . Snaqala dokazyvaem (sr. [11]), qto ∞∑ w=1 A(ε_0, w) = 1 2 , a takße, qto (sr. [13]) ∑ w6z^{A(ε0, w) =} 1 2 + O(z^{−1}).

Spravedlivo sootnoxenie (kak vsegda,

(_5 p ) = 1)

h(5p^2) = 2^γ r(ε_0, p),

gde γ – odno iz qisel 0, 1, 2, 3. Vvodim veliqiny N (x, α) = # { p 6 x^{| (5}_p^) = 1, h(5p^2) > α^} ,

330 O. M. FOMENKO N_0(x, α) = # { p 6 x^{| ( 5}_p^) = 1, r(ε0, p) > α^} . Imeem # { p 6 x^{| (5}_p^) = 1^} = #^{p 6 x^{| ( 5}_p^) = 1, r(ε0, p) 6 α^} + +# { p 6 x^{| (5}_p^) = 1, r(ε0, p) > α^} = K + N0(x, α). Horoxo izvestno, qto # { p 6 x^{| (5}_p^) = 1^} =^1_2 li x + O(x/ log^2 x).

Po teoreme 4 vypolnØetsØ asimptotika K = [α]∑ w=1 A(ε_0, w) · li x + O [α]∑ w=1 w^ε(log log x)x log^2 x . Pofftomu spravedlivo sootnoxenie lim x→∞ N_0(x, α) li x = 1 2 − [α]∑ w=1 A(ε_0, w). V silu skazannogo vyxe, imeem [α]∑ w=1 A(ε_0, w) = 1 2 − Bα^{−1}, gde 0 < C_2 < B < C_1, C_1, C_2 – konstanty. Tem samym, dokazana sledu¸waØ

Teorema 5. 1) Spravedlivo sootnoxenie

N_0(x, α) 6 N (x, α) 6 N_0 ( x, α 8 ) . 2) V predpoloßenii vernosti RGR (ε_0) pri α → ∞ imeem lim x→∞ N_0(x, α) li x ≍ α^{−1}.

QISLA KLASSOV 331

Zameqanie 3. Legko dokazat~ asimptotiku (x → ∞) ∑ w6x^{wA(ε0, w) ∼ c} ′′ log x, gde c^{′′} > 0. Pofftomu moßno predpoloßit~, qto (x → ∞) ∑ p6x ′r(ε_0, p) ∼ c^{′′}x i, kak sledstvie, qto ∑ p6x ′h(5p^2) ≍ x.

§4 Teorema 6. Pust~ verna RGR (ε0). Togda # { p 6 x^{| (5}_p^) = 1, h(5p^2) = 2^} ∼^9_{19} A li x, gde 9 19 A = 0.17713696434593 . . . .

OstanovimsØ na osnovnyh momentah dokazatel~stva. Pust~ S = { p | | ( 5 p ) = 1, λ(p) = p − 1 } . Togda (sm. [12] ili teoremu 4) # { p 6 x^{| (5}_p^) = 1, λ(p) = p − 1^} ∼^{27}_{38} A li x,

gde^{27}_{38} A = 0.265705 . . ..

Rassmotrim prostye qisla p ∈ S. Ispol~zuØ nesloßnye rassußdeniØ, imeem

1) esli p ≡ 3 (mod 4), to i(p) = λ(p) = p − 1 – qetnoe qislo, i

h(5p^2) = 1;

2) esli p ≡ 1 (mod 4), to libo i(p) =^{λ(p)}_2 =^{p−1}_2 – qetnoe qislo, libo i(p) =^{λ(p)}_4 =^{p−1}_4 – neqetnoe qislo, i v oboih sluqaØh

h(5p^2) = 4.

332 O. M. FOMENKO

Dal~neæxee issledovanie pokazyvaet, qto prostye qisla vida

p ≡ 5 (mod 8) iskl¸qa¸tsØ iz rassmotreniØ, poskol~ku dlØ nih λ(p) ≠ p − 1. Dalee, moßno pokazat~, qto dlØ prostyh qisel iz

mnoßestva { p | | ( 5 p ) = 1, λ(p) = p − 1 2 } imeem

h(5p^2) = 4 ili 8.

Sledovatel~no, esli razbit~ mnoßestvo S na dva podmnoßestva,

S = M_3 ⌣ M_1,

v sootvetstvii s p ≡ 3 (mod 4) i p ≡ 1 (mod 4), to

p ∈ M_3 ⇐⇒ h(5p^2) = 2.

Rassmotrim plotnosti d(S), d(M_3), d(M_1). Imeem

d(S) = d(M_3) + d(M_1).

Moßno pokazat~ (sr. [10, Th. 8.1]), qto

d(M_3) = 2d(M_1).

Po skazannomu vyxe, d(S) = 27 38 A, otkuda sleduet, qto

d(M_3) = 9 19 A. Literatura

1. C. F. Gauss, Disquisitiones Arithmeticae, 1801; russkiæ perevod v knige: K.

F. Gauss, Trudy po teorii qisel, M., 1959.

2. E. P. Golubeva, O dlinah periodov razloßeniØ v nepreryvnu¸ drob~ kvadratiqnyh irracional~nosteæ i qislah klassov vewestvennyh kvadratiqnyh poleæ. I; II, Zap. nauqn. semin. LOMI 160 (1987), 72–81; 168 (1988), 11–22.

3. C. Hooley, On the Pellian equation and the class number of indefinite binary quadratic forms, J. reine und angew. Math. 353 (1984), 98–131.

4. E. P. Golubeva, O neopredelennyh binarnyh kvadratiqnyh formah s bol~- xim qislom klassov, Zap. nauqn. semin. LOMI, 185 (1990), 13–21.

5. M. Goldfeld, On the number of primes p for which p + a has a large prime factor, Mathematika 16, No. 1 (1969), 23–27.

QISLA KLASSOV 333

6. P. C. Sarnak, Class numbers of indefinite binary quadratic forms. II, J. Number Theory 21, No. 3 (1985), 333–346.

7. E. P. Golubeva, O qislah klassov vewestvennyh kvadratiqnyh poleæ diskriminanta 4p, Zap. nauqn. semin. POMI 204 (1993), 11–36.

8. C. Hooley, On Artin’s conjecture, J. reine und angew. Math. 225 (1967), 209–220. 9. P. J. Stephens, Prime divisors of second-order linear recurrences. I; II, J. Number Theory 8, No. 3 (1976), 313–332; 333–345.

10. H. W. Lenstra Jr., On Artin’s conjecture and Euclid’s algorithm in global fields, Invent. Math. 42 (1977), 201–224.

11. S. S. Wagstaff Jr., Pseudoprimes and a generalization of Artin’s conjecture, Acta Arithm. 41 (1982), 141–150.

12. J. A. Antoniadis, Über die Periodenlänge mod p einer Klasse rekursiver Folgen, Arch. Math. 42, No. 3 (1984), 242–252.

13. L. Murata, A problem analogous to Artin’s conjecture for primitive roots and its applications, Arch. Math. 57 (1991), 555–565.

14. F. Pappalardi, On Hooley’s theorem with weights, Rendiconti Sem. Mat. Univ.

Pol. Torino 53, No. 4 (1995), 375–388.

15. P. Bundschuh and J.-S. Shiue, A generalization of a paper by D. D. Wall, Rendiconti d. Accad. Naz. dei Lincei. Ser. 8, 56, No. 2 (1974), 135–144.

16. P. J. Weinberger, On euclidean rings of algebraic integers, Analytic Number Theory (Proc. Symp. Pure Math., 24), Providence, R. I., 1973, 321–332.

17. J. C. Lagarias and A. M. Odlyzko, Effective versions of the Chebotarev density theorem, Algebraic Number Fields (Ed. A. Fröhlich), New York, 1977, 409–464.

18. B. A. Venkov, �lementarnaØ teoriØ qisel, M.-L., 1937. 19. Z. I. Boreviq, I. R. Xafareviq, TeoriØ qisel, M., 1985.

20. E. Bach, R. Lukes, J. Shallit, and H. C. Williams, Results and estimates on pseudopowers, Math. Comp. 65 (1996), 1737–1747.

21. M. B. Barban, Mul~tiplikativnye funkcii ot �R-ravnoraspredelennyh posledovatel~nosteæ, Izv. AN Uz. SSR. SeriØ fiz.-mat. nauk, No. 6 (1964), 13–19.

22. K. Prahar, Raspredelenie prostyh qisel, M., 1967.

Postupilo 26 marta 2001 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail:fomenko@pdmi.ras.ru