Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 276, 2001 g.

A. V. Horoxeva

QISLO PREDSTAVLENI` p-ODNOMERNYH FORM RODOM

Vvedenie

Pust~ F = [Q] – rod celoqislennyh poloßitel~no opredelennyh kvadratiqnyh form razmernosti n opredelitelØ d = |Q|; A – kvadratiqnaØ forma razmernosti m < n opredelitelØ |A|. Forma A predstavlØetsØ rodom F , esli hotØ by dlØ odnoæ formy Q ∈ F matriqnoe uravnenie Q[X] =^tXQX = A, (1) imeet celoe rexenie. IssleduetsØ zadaqa o nahoßdenii koliqestva primitivnyh predstavleniæ formy A rodom F . Predstavlenie nazyvaetsØ primitivnym, esli naibol~xiæ obwiæ delitel~ ego minorov porØdka m raven 1. Ves primitivnyh predstavleniæ pn(A; F ) opredelØetsØ formuloæ pn(A; F ) = h∑ i=1 pr(A; Q_i) o(Q_i) , gde summirovanie vedetsØ po vsem klassam ffkvivalentnosti Q_i roda F ; pr(A; Q_i) – qislo primitivnyh predstavleniæ formy A formoæ Q_i; o(Q_i) – porØdok gruppy avtomorfizmov Q_i. V [1] byla poluqena obwaØ formula Gaussa–Minkovskogo dlØ vesa primitivnyh predstavleniæ kvadratiqnyh form pn(A; F ) = c(n − m)std(n − m, |G|) ∏ p|2ad α_p(A; Q), (2)

gde c(n − m) – mnoßitel~, zavisØwiæ tol~ko ot raznosti razmernosteæ n − m; std(n − m, |G|) – standartnaØ massa, ravnaØ proizvedeni¸ ζ-funkcii Rimana i L-funkcii Dirihle; α_p(A; Q) – lokal~nye mnoßiteli, zavisØwie tol~ko ot p-adiqeskih invariantov formy A i roda F . 334

QISLO PREDSTAVLENI` p–ODNOMERNYH FORM 335 Esli A – ternarnaØ forma urovnØ a, F – odnoklassnyæ rod, soderßawiæ formu xestimernoæ rexetki korneæ Gosseta E_6, to formula (2) dlØ qisla primitivnyh rexeniæ X (1) prinimaet vid [1]

pr(A; E_6) = 1440 ( 3 − (a_3 3 )) ∏ p|a ( p + ε_1(A) ( 3 p )) , (3)

gde a – beskvadratnoe qislo, ne delØweesØ na 3. Opredelitel~ d formy E_6 raven 3, i v formule (3) predpolagaetsØ otsutstvie obwih deliteleæ dlØ d i a. Esli u d i a poØvlØ¸tsØ obwie deliteli, to nahoßdenie qisla predstavleniæ usloßnØetsØ. V fftom sluqae v formule (2) vydelØ¸tsØ vetvØwiesØ mnoßiteli α_p(A; Q) dlØ p, delØwih odnovremenno a i d. V ih vyqislenii sostoit osnovnaØ trudnost~.

V [2] byl predloßen odin iz sposobov nahoßdeniØ vetvØwihsØ mnoßiteleæ α_p(A; Q), kotoryæ zakl¸qaetsØ v prØmom vyqislenii α_p(A; Q) dlØ p, delØwih odnovremenno a i d, iz formuly (2) dlØ konkretnoæ formy Q. Vse ostal~nye mnoßiteli iz (2) Øvno vyqisleny v [1], a pn(A; Q) moßno vyqislit~ kak vzvexennoe qislo rexeniæ uravneniæ (1) dlØ vseh Q_i ∈ [Q]. V [3] byli naædeny formuly dlØ koliqestva predstavleniæ qisel konkretnymi formami v sluqae vetvleniØ. Vo vseh fftih rabotah formy A i Q ime¸t ßordanovy razloßeniØ nad Z_p Q ∼ Q_1 ⊕ pQ_p, A ∼ A_1 ⊕ pA_p s odnomernymi blokami Q_p i A_p. DlØ fftogo sluqaØ qislo primitivnyh predstavleniæ ravno (2.21)

pr(A; E_6) = 1440 ( 9 + (a_3 3 )) ∏ p|a ( p + ε_1(A) ( 3 p )) , (4)

gde a – beskvadratnoe qislo, delØweesØ na 3.

V dannoæ stat~e issledu¸tsØ formy Q i A s razloßeniem nad Zp_{Q ∼ Q1 ⊕ psQps , A ∼ A1 ⊕ pνApν (5)} s odnomernymi blokami Q_ps , A_pν i ν = 1, 2, 3, p ≠ 2, priqem raznost~ razmernosteæ n − m neqetna. Vse osnovnye rezul~taty

336 A. V. HOROXEVA predstavleny v teoreme 1. Tak, dlØ E_6 i ternarnoæ formy A stupeni a = 3^ν a_3, 3 - a_3, iz teoremy 1 poluqaem formulu

pr(A; E_6) = 1440 · 3(9 − 1) ∏ ps jja s¿2 p^{s−1} ( p + ε_1(A) ( 3 p )) , (6)

esli ν = 2, p ≠ 2, 3; i formulu

pr(A; E_6) = 1440 · 9(9 − 1) ∏ ps jja s¿2 p^{s−1} ( p + ε_1(A) ( 3 p )) , (7)

esli ν = 3.

V formulah (4), (6–7) a i d ime¸t obwiæ prostoæ delitel~ p = 3. Osobennosti fftogo sluqaØ proØsnØ¸tsØ, esli ot kol~ca

Zpereæti k kol~cu celyh p-adiqeskih qisel Zp i rassmotret~

primitivnye predstavleniØ Q[X] = A, X ∈ M_{n,m}(Z_p) (8) nad lokal~nym kol~com Z_p. Esli p ne delit a i d odnovremenno, to rexeniØ X uravneniØ (8) obrazu¸t odnu orbitu {X}. Esli ße p delit oba qisla a i d, to imeet mesto Øvlenie vetvleniØ i mnoßestvennosti orbit. S orbitami {X_i} svØzyva¸tsØ neffkvivalentnye formy G_i razmernosti n − m opredelitelØ |G| = a^{n−m}|Q|/|A|, i takaØ svØz~ leßit v osnove metoda Gaussa, s pomow~¸ kotorogo on poluqil formulu dlØ summy treh kvadratov. Formuly (3–4), (6–7) otliqa¸tsØ lokal~nymi mnoßitelØmi

α_3(A; E_6) = 3 − (a_3 3 ) , α_3(A; E_6) = 9 + ( a_3 3 ) , α_3(A; E_6) = 3(9 − 1), α_3(A; E_6) = 9(9 − 1).

Mnoßiteli α_p(A; Q) dlØ prostyh p, delØwih a i d, ime¸t sloßnu¸ strukturu i ih vyqislenie predstavlØet osnovnu¸ trudnost~. DlØ form A i Q (5) suwestvovanie vetvleniØ proØvlØetsØ v tom, qto α_p(A; Q) raspadaetsØ v summu

α_p(A; Q) = ∑ G_i α_p(A; Q, G_i).

QISLO PREDSTAVLENI` p–ODNOMERNYH FORM 337 Vyqislit~ mnoßiteli α_p(A; Q, G_i) znaqitel~no prowe (§2), tak kak vyqislenie svoditsØ k nahoßdeni¸ c_p(A; Q, G_i) – qisla rexeniæ Cmod A matriqnogo sravneniØ aA^{−1}[C] + G_i ≡ 0(mod a Z_p), (9) gde a – stupen~ formy A.

V osnove dokazatel~stva teoremy 1 leßit klassifikaciØ minimal~nyh nerazloßimyh predstavleniæ nad Z_p. DlØ ν = 1 vozmoßny vsego dva minimal~nyh predstavleniØ – odnomernoe i dvumernoe (1.2). Pri ν = 2 poØvlØetsØ uße 7 vidov minimal~nyh predstavleniæ (1.3)–(1.5) razmernosteæ odin, dva i tri. DlØ ν = 3 imeetsØ 13 vidov minimal~nyh predstavleniæ (1.6)–(1.9), dobavlØ¸tsØ qetyrehmernye formy. Takim obrazom, naædØ vse vidy form G_i i qislo rexeniæ sravneniæ (9), moßno vyqislit~ sootvetstvu¸wiæ lokal~nyæ mnoßitel~ α_p(A; Q).

DlØ postroeniØ rodov F = [Q] s nußnymi harakteristikami primenØetsØ metod ortogonal~nogo dopolneniØ (§3). S ego pomow~¸ poluqen dvuklassnyæ rod F_1 = {Q_1, Q_2}, sostoØwiæ iz neffkvivalentnyh form

Q_1 = 1_4 ⊕ ( 2 1 1 5 ) , Q_2 = 1 ⊕

2 1 0 0 0 1 2 1 0 0 0 1 2 1 0 0 0 1 2 1 0 0 0 1 5 s invariantami n = 6, d = 9, 3_{F1} = 1^{−5}9^{−1}, 2_{F1} = 1^{+6}_{I,0} . Ves primitivnyh predstavleniæ odnomernoæ formy A = a rodom F_1 vyqislØetsØ po formule

pn(A, F_1) = 2^{−8}3^{−2}α_2(A; Q)α_3(A; Q) ∏ psjja p6=2,3 p^{2(s−1)} ( p^2 − ( −1 p ))

s lokal~nymi mnoßitelØmi

α_3(A; Q) = ( 3^4 − ( a_3 3 )) /2, esli 3 - a;

α_3(A; Q) = 3^2(3^4 − 1)/2 = 360, esli 3 ‖ a;

α_3(A; Q) = 6480 + 9 ( 9 + (a_3 3 )) , esli 3^2 ‖ a, ε_9(A) = +1;

α_3(A; Q) = 3^4(3^4 − 1)/2 + 3^4 = 3321, esli 3^2 ‖ a, ε_9(A) = −1;

α_3(A; Q) = 3^6(3^4 − 1)/2 + (3^2 − 1) = 29168, esli 3^3 ‖ a.

338 A. V. HOROXEVA DlØ ternarnoæ formy A ∼ A_1 ⊕ p^νA_pν , gde ν = 0, 1, 2, 3; p = 3, ves primitivnyh predstavleniæ rodom F_1 po teoreme 1 raven pn(A; F_1) = 1 6 α_2(A; Q)α_3(A; Q) ∏ p^s||a p^{s−1}(p + ε_1(A)),

gde p ≠ 2, 3, i pri 3 - a lokal~nyæ mnoßitel~ α_3(A; Q) vyqislØetsØ po formule α_3(A; Q) = ( 9 − ( a_3 3 )) /2. Pri poØvlenii obwih deliteleæ, kogda uroven~ a raven a = 3^νa_3, poluqaem sledu¸wie mnoßiteli vetvleniØ: pri ν = 1 α_3(A; Q) = 3(9 − 1)/2 = 12;

pri ν = 2

α_3(A; Q) = 9(9 − 1)/2 + 9 = 45, esli ε_9(A) = −1; α_3(A; Q) = 45 − 3 · ε_1(A) ( a_3 3 ) , esli ε_9(A) = +1;

pri ν = 3

α_3(A; Q) = 3^3(9 − 1)/2 + (3 + ε_1(A)) = 111 + ε_1(A). Lokal~nyæ mnoßitel~ α_2(A; Q) vyqislØetsØ po formule α_2(A; Q) = (4 + ε_2)/8,

gde ε_2 = ( a_2 · t(A) 2 ) , esli a – qetnoe. Esli a – neqetnoe, to

α_2(A; Q) = (1 ± 2^{−1})/4 pri oct ≡ ±1 ili ± 3(mod 8), gde oct ≡ −t(A)(mod 8), esli ( a_2 2 ) = +1; oct ≡ 4 − t(A)(mod 8), esli ( a_2 2 ) = −1. Zdes~ t(A) – strannost~ formy A [4].

§1. Minimal~nye predstavleniØ

1.1. Issleduem ves primitivnyh predstavleniæ dlØ form A,

ime¸wih ßordanovo razloßenie nad kol~com celyh p-adiqeskih qisel Z_p A ∼_p A_1 ⊕ p^ν A_pν , ν = 1, 2, 3

QISLO PREDSTAVLENI` p–ODNOMERNYH FORM 339 dlØ vseh prostyh p > 2, delØwih odnovremenno a i d, priqem razmernost~ bloka A_pν ravna 1. Uslovie primitivnosti predstavleniæ ravnosil~no suwestvovani¸ matricy Q^A_G(C), ffkvivalentnoæ ishodnoæ matrice Q,

Q^A_G(C) = ( A C tC Q^′ ) , (1.1)

gde Q^′ = a^{−1}(E[C]+ G), a – uroven~ formy A, to est~ naimen~xee poloßitel~noe celoe qislo, dlØ kotorogo matrica E = aA^{−1} budet celoqislennoæ, G – celaØ simmetriqeskaØ matrica razmernosti k = n − m. Esli v razloßenii (1.1) sceplØ¸wu¸ matricu vybrat~ v vide C =

(_0 C_p ) s blokom C_p vysoty dim A_pν , to vypolnØetsØ sootnoxenie

pn(A_1 ⊕ p^ν A_pν ; Q) = pn(p^ν A_pν ; Q ⊖ A_1),

gde forma X = Q ⊖ A_1 – l¸baØ forma iz razloßeniØ Q = A_1 ⊕ X. Pofftomu v dal~neæxem budem sqitat~, qto forma A = p^νA_pν odnomerna.

1.2. V [5] byli poluqeny vse vozmoßnye sceplØ¸wie matricy

C i minimal~nye predstavleniØ dlØ ν = 1, 2, 3.

Pust~ forma G imeet ßordanovo razloßenie nad Z_p G ∼^⊕_α G_α s blokami G_α, dim G_α = k_α. Razob~em sceplØ¸wie vektory C sootvetstvenno na bloki C_α dliny k_α. Pust~ C = (C_0|...|C_α|...) i G = G(C) ⊕ G_{res}, gde G(C) – prØmaØ summa vseh blokov G_α, dlØ kotoryh C_α ≢ 0(mod p^ν). Togda forma (1.1) raspadaetsØ v prØmu¸ summu Q^A_G(C) ∼ Q(C) ⊕ 1 a G_{res}, gde Q(C) = ( A C_{≢0} tC_{≢0} Q^′(C) ) . Tak, dlØ A = pA_p, vybiraØ C = (0|...|0) i C = (C_{0,fix}|0...), poluqaem formy Q(C) = A i Q(C) = 1^−_2 , gde 1^−_2 =

(_{1 0}

0 −1 ) . Pofftomu predstavleniØ formy A formoæ Q raspada¸tsØ na summy minimal~nyh predstavleniæ i qislo orbit {X} rexeniæ uravneniØ (1) ravno vzvexennomu qislu razloßeniæ Q ∼ X ⊕ Y , gde formy X ime¸t sledu¸wie vid i ves:

pX_1 = pA_p, ω_1 = 1,

X_{20} = 1^−_2 , ω_{20} = 1.

(1.2)

340 A. V. HOROXEVA “Vzvexennoe” qislo oznaqaet, qto kaßdoe razloßenie zasqityvaetsØ sootvetstvu¸wee ω qislo raz.

Esli A = p^2A_p2 , to dobavlØ¸tsØ sceplØ¸wie matricy C vida C_{fix} = pC^′_{fix} = (0|...|pC^′_α|0...) s blokom C^′_α = (10...0) i α ¿ 2. Ots¸da, uravnenie (1) imeet qislo orbit {X}, ravnoe vzvexennomu qislu razloßeniæ Q ∼ X ⊕ Y , gde formy X ime¸t sledu¸wie vid i ves.

1. Odnomernye formy

p^2X_1 = p^2A_p2 , ω_1 = 1. (1.3)

2. Dvumernye formy

X_{20} = 1^−_2 , pX_{20} = p1^−_2 , ω_{20} = 1; X^η_{22} = 1^{η1} ⊕ p^2 · 1^{η2} , ω^η_{22} = (η);

X_{2α} = A_p2 ⊕ p^α · 1^± dlØ α > 2, ω_{2α} = (p − 1)/2.

(1.4)

3. Trehmernye formy

X_{32} = 1^−_2 ⊕ p^2A_p2 , ω_{32} = 1;

X_{3α} = A_p2 ⊕ p^α · 1^−_2 dlØ α ¿ 2, ω_{3α} = 1.

(1.5)

Zdes~

(η) = 1 4 ( p − 2 − 3 ( −1 p )) , esli η_1 = η_2 = ( −a_pE p ) , 1 4 ( p − 2 + ( −1 p )) v ostal~nyh sluqaØh,

gde η_1 = ( a_p(E + c) p ) , η_2 = ( a_p(E^{−1} + c^{−1}) p ) . I v fftom sluqae po teoreme Vitta [6] o prodolßenii izometrii dvuh podprostranstv do izometrii soderßawih ih nevyroßdennyh prostranstv, moßno sqitat~, qto α-blok matricy G raven G_pα = ( c 0 0 c^⊥(G_pα ) ) s c = c^{−1}_α , esli G^{−1}_pα [C^′_α] = c_α ≢ 0(mod p), ili G_pα = ( J_2 0 0 J^⊥_2 (G_pα ) ) s J_2 = ( 0 1 1 0 ) , esli c_α ≡ 0(mod p).

QISLO PREDSTAVLENI` p–ODNOMERNYH FORM 341 DlØ A = p^3A_p3 , pomimo vektorov vida 1 i 2 (C_{0,fix}|0...) i (0|...|0), (0|...|p^2C^′_α|0...) s α ¿ 3 v sluqae formy G ∼^⊕_α¿_2 p^αG_pα , gde k_0 = k_1 = 0, k_2 = 1 i G_p2 ∼ −E, poØvlØ¸tsØ ewe vektory tret~ego vida (C_2|0...) s C_2 = p(C^′_2 + pC^{′′}_2 ), C^{′′}_2 mod p i (C_2|...|p^2C^′_α|0...) s C^′_α = (10...0) i α ¿ 4. Qislo orbit {X} rexeniæ uravneniØ (1) v dannom sluqae sovpadaet so vzvexennym qislom razloßeniæ Q ∼ X ⊕ Y , gde formy X ime¸t sledu¸wie vid i ves.

1. Odnomernye formy p^3X_1 = p^3A_p3 , ω_1 = 1. (1.6) 2. Dvumernye formy

X_{20} = 1^−_2 , pX_{20}, p^2X_{20}, ω_{20} = 1; X^1_{22} = ±1 ⊕ p^2(∓1), ω^1_{22} = (p − 1); pX^η_{22} = p(1^{η1} ⊕ p^2 · 1^{η2} ), ω^η_{22} = (η); X_{23} = 1^± ⊕ p^3A_p3 , ω_{23} = (p − 1)/2;

pX_{2α} = p(A_p3 ⊕ p^α · 1^±) dlØ α ¿ 3, ω_{2α} = (p − 1)/2.

(1.7)

3. Trehmernye formy

pX_{32} = p(1^−_2 ⊕ p^2A_p3 ), ω_{32} = 1; X_{33} = 1^−_2 ⊕ p^3A_p3 , ω_{33} = 1;

pX^1_{3α} = p(A_p3 ⊕ p^α · 1^−_2 ) dlØ α ¿ 2, ω_{3α} = 1; X_{3α} = 1^−_2 ⊕ p^α · 1^± dlØ α ¿ 3, ω_{3α} = (p − 1)/2.

(1.8)

4. Qetyrehmernye formy X_{4α} = 1^−_2 ⊕ p^α · 1^−_2 dlØ α ¿ 2, ω_{4α} = 1. (1.9) Po vidu matric Q^A_G(C) ∼ Q moßno sudit~ o koliqestve vozmoßnyh minimal~nyh predstavleniæ. DlØ A = p^2A_p2 vse 7 vidov predstavleniæ dopuskaet forma Q ∼ Q_1 ⊕ pQ_p ⊕ p^2Q_p2 ⊕ p^αQ_pα , gde dim Q_pα ¿ 2, α ¿ 3.

342 A. V. HOROXEVA

§2. Lokal~nye mnoßiteli

2.1. Zdes~ rassmotrim takie formy A i formy Q roda F , ko-

torye dlØ neqetnogo prostogo p, delØwego odnovremenno a i d, nad kol~com celyh p-adiqeskih qisel Z_p ime¸t ßordanovy razloßeniØ

A ∼ A_1 ⊕ p^ν A_pν , dim A = m; dim A_1 = m − 1; ν = 1, 2, 3. Q ∼ Q_1 ⊕ p^sQ_ps , dim Q = n; dim Q_1 = n − 1; s = 1, 2, .... (2.1) DlØ takih form A i Q naædem lokal~nye mnoßiteli α_p(A; Q) po formule [1] α_p(A; Q) = ∑ {G} c_p(A; Q, G)m_p(G)/std_p(G), (2.2)

gde c_p(A; Q, G) – qislo orbit matric scepki C nad kol~com Z_p, m_p(G) – p-massa roda [G], std_p(G) – standartnaØ p-massa roda [G]. Qislo orbit matric scepki nahoditsØ po formule (sm. [5]) c_p(A; Q, G) = p^{k<α} o(G_pα /mod p) o(c^⊥(G_pα /mod p))

(2.3) dlØ c_α ≢ 0(mod p), (1.4), (1.7) (ffta veliqina udvaivaetsØ dlØ (1.8)), i po formule c_p(A; Q, G) = p^{k<α} o(G_pα /mod p) p^{kα−2}o(J^⊥_2 (G_pα /mod p))

(2.4)

dlØ c_α ≡ 0(mod p), (1.5), (1.8) (ffta veliqina udvaivaetsØ dlØ (1.9)). Zdes~ k_{<α} = k_2 + ... + k_{α−1}, a formuly porØdkov ortogonal~nyh grupp izvestny (sm. [1]).

2.2. Naædem opredelitel~ formy G, |G| = p^{νn0+s}, i postroim vse vozmoßnye formy G:

G^I ∼ G^I_0 ⊕ p^ν G^I_pν ⊕ p^{s+ν} G^I_ps+ν ; k_0 = 1, k_ν = n^′ − 1, k_{s+ν} = 1; G^{II} ∼ p^νG^{II}_pν ; k_ν = n^′ + 1, s = ν = 1, 2, 3; G^{III} ∼ p^2G^{III}_p2 ⊕ p^sG^{III}_ps ; k_2 = n^′, k_s = 1; s > 3, ν = 2; G^{IV} ∼ p^2G^{IV}_p2 ⊕ p^3G^{IV}_p3 ; k_2 = 1, k_3 = n^′, s = 2, ν = 3; G^V ∼ p^2G^V_p2 ⊕p^3G^V_p3 ⊕p^{s+1}G^V_ps+1 ; k_2 = k_4 =1, k_3 = n^′ − 1, s ¿3, ν =3. (2.5)

QISLO PREDSTAVLENI` p–ODNOMERNYH FORM 343

2.3. Postroim formy rasxireniØ Q^A_G(C) (1.1) dlØ razliqnyh

sluqaev.

Pri C = (C_{0,fix} 0...0), ν = 1, 2, 3; s ¿ 1 Q^A_GI (C) ∼ 1^−_2 ⊕ G^I_pν ⊕ p^sG^I_ps+ν . (2.6) Pri C_1 = (0...0), ν = s = 1, 2, 3 Q^A_GII (C_1) ∼ A ⊕ G^{II}_pν . (2.7) Pri C_2 = (p 0...0), ν = s = 2; c_α ≢ 0(mod p) Q^A_GII (C_2) ∼ 1^{η1} ⊕ p^2 · 1^{η2} ⊕ a_p · c^⊥(G^{II}_p2 ). (2.8) Pri C_3 = (p^2 0...0), ν = s = 3; c_α ≢ 0(mod p) Q^A_GII (C_3) ∼ A ⊕ 1^± ⊕ a_p · c^⊥(G^{II}_pν ). (2.9) Pri C_2 = (p 0...0), C_3 = (p^2 0...0), ν = s = i, i = 2, 3; c_α ≡ 0(mod p) Q^A_GII (C_i) ∼ 1^−_2 ⊕ A ⊕ a_p · J^⊥_2 (G^{II}_pν ). (2.10) Pri C = (p 0...0), ν = 2, s > 3 Q^A_GIII (C) ∼ A_p2 ⊕ p^s · 1^± ⊕ G^{III}_p2 . (2.11) Pri C = (pC^′_2 0...0), C^′_{2,fix} = 1 + pC^{′′}_2 ; ν = 3, s = 2 Q^A_GIV (C) ∼ ±1 ⊕ p^2(∓1) ⊕ G^{IV}_p3 . (2.12) Pri C = (p p^2 0... 0), ν = 3, s ¿ 3 Q^A_GV (C) ∼ 1^−_2 ⊕ p^s · 1^± ⊕ G^V_p3 . (2.13) �kvivalentnost~ form Q^A_G(C) ishodnoæ matrice Q oznaqaet sovpadenie znakov i razmernosteæ sootvetstvu¸wih blokov ßordanova razloßeniØ. DlØ suwestvovaniØ form (2.6), (2.10), (2.13) neobhodimo, qtoby dim Q_1 ¿ m+1, a esli dim Q_1 = m+1, to dolßno vypolnØt~sØ ravenstvo (_{−1} p ) = ε_1(Q)ε_1(A). DlØ togo, qtoby formy (2.7), (2.9), (2.10) byli ffkvivalentny zadannoæ forme Q, neobhodimo sovpadenie znakov ε_pν (A) = ε_ps (Q).

344 A. V. HOROXEVA

2.4. DlØ vyqisleniØ lokal~nyh mnoßiteleæ (2.2) ostalos~ naæ-

ti qislo orbit matric scepki C, tak kak, znaØ vse formy G, po formulam iz [1] vse ostal~nye mnoßiteli nahodØtsØ prØmym vyqisleniem.

DlØ (2.6) c_p(A; Q, G^I) = 2; dlØ (2.7) i (2.12) c_p(A; Q, G^{II}) = 1. Po (2.3) naædem koliqestvo orbit matric C dlØ (2.8), (2.9), (2.11), (2.13) c_p(A; Q, G^{II}) = p^{n0/2}(p^{n0/2} + ε); c_p(A; Q, G^{III}) = p^2; c_p(A; Q, G^V) = 4p^{n0} ; ε = ( (−1)^{n0/2} p ) ( |c^⊥(G_p2 )| p ) . DlØ (2.10) nahodim qislo matric C

po (2.4):

c_p(A; Q, G^{II}) = p^{n0} − 1.

Ots¸da i po (2.2) nahodim lokal~nye mnoßiteli. α_p(A; Q, G^I) = p^{(s+ν−2)n0/2}(p^{n0} − 1)/2. (2.14) α_p(A; Q, G^{II}, C_1) = 1; (2.15) α_p(A; Q, G^{II}, C_i) = (p^{n0} − 1), (2.16) esli c_α ≡ 0(mod p), i = 2, 3;

α_p(A; Q, G^{II}, C_i) = p^{n0/2}(p^{n0/2} + ε), (2.17)

esli c_α ≢ 0(mod p), gde pri i =2 ε = ( (−1)^{n0/2}a_p p ) ε_1(Q)ε_p2 (Q)ε_1(A),

esli η_1 = η_2 (to est~ ( −1 p ) ε_p2 (A) = ε_p2 (Q)), i ε umnoßaetsØ na (-1) v protivnom sluqae (to est~ esli η_1 ≠ η_2); pri i = 3 ε = ( (−1)^{n0/2} p ) ε_1(Q)ε_1(A).

α_p(A; Q, G^{III}) = p^2 · p^{(s−3)n0/2}(p^{n0/2} + ε_1)/2, (2.18)

gde ε_1 = ( −1 p )_n0_{/2}

ε_1(Q)ε_1(A)ε_ps (A).

α_p(A; Q, G^{IV}) = (p^{n0/2} + ε_2)/2, (2.19)

QISLO PREDSTAVLENI` p–ODNOMERNYH FORM 345 gde ε_2 = − ( −1 p )_n0_{/2} ε_1(Q)ε_1(A)ε_p2 (Q).

α_p(A; Q, G^V) = p^{n0(s−1)/2}(p^{n0} − 1). (2.20)

2.5. DlØ togo, qtoby poluqit~ okonqatel~nu¸ formulu dlØ

α_p(A; Q) neobhodimo zasqitat~ kaßdoe minimal~noe predstavlenie sootvetstvu¸wee ω qislo raz. DlØ (2.6), (2.7), (2.10) ω = 1; dlØ (2.9), (2.11), (2.13) ω = (p − 1)/2; dlØ (2.12) ω = (p − 1) i dlØ (2.8) ω = (η).

Takim obrazom, dokazana teorema.

Teorema 1. Pust~ A ∼ A1 ⊕ p^ν Apν , Q ∼ Q1 ⊕ p^sQps , i dim Qps =

dim A_pν = 1, togda mnoßitel~ vetvleniØ α_p(A; Q) dlØ neqetnogo p, delØwego a i d odnovremenno, vyqislØetsØ po sledu¸wim formulam.

1. Esli s = ν = 1, to α_p(A; Q) = (p^{n0} + ε_p(A)ε_p(Q))/2. (2.21) 2. Esli s ¿ 2, ν = 1, to α_p(A; Q) = p^{(s−1)n0/2}(p^{n0} − 1)/2. (2.22) 3. Esli s = 1, ν = 2, to α_p(A; Q) = p^{n0/2}(p^{n0} − 1)/2. (2.23) 4. Esli s = ν = 2, to

α_p(A; Q) = p^{n0} (p^{n0} − 1)/2 + p^{n0/2}(p^{n0/2} + ε)(η) + p^{n0} , (2.24) gde poslednee slagaemoe ne ravno nul¸, esli ε_p2 (A) = ε_p2 (Q); znak ε beretsØ iz (2.17). 5. Esli s ¿ 3, ν = 2, to α_p(A; Q) = (p^{sn0/2}(p^{n0} −1)+p^2·p^{(s−3)n0/2}(p−1)/2(p^{n0/2}+ε_1))/2, (2.25) gde znak ε_1 beretsØ iz (2.18). 6. Esli s = 1, ν = 3, to α_p(A; Q) = p^{n0} (p^{n0} − 1)/2 (2.26) 7. Esli s = 2, ν = 3, to

α_p(A; Q) = (p^{3n0/2}(p^{n0} − 1) + (p − 1)(p^{n0/2} + ε_2))/2, (2.27)

346 A. V. HOROXEVA gde znak ε_2 beretsØ iz (2.19). 8. Esli s = ν = 3, to

α_p(A; Q) = p^{n0} (p^{n0} − 1)(p^{n0} + p − 1)/2+(p^{n0 /2}(p − 1)(p^{n0 /2} + ε)+2p^{n0} )/2, (2.28) gde poslednee slagaemoe ne ravno nul¸, esli ε_p3 (A) = ε_p3 (Q); znak ε iz beretsØ (2.16). 9. Esli s > 3, ν = 3, to

α_p(A; Q) = p^{(s−1)n0/2}(p^{n0} − 1)(p^{n0} + p − 1)/2. (2.29)

§3. Formuly vesa dlØ konkretnyh form

3.1. Qtoby poluqit~ konkretnye kvadratiqnye formy, moßno

primenit~ metod specializacii kvadratiqnyh diofantovyh sistem. Pust~ {X} – orbity vseh primitivnyh predstavleniæ odnoklassnoæ formy A^′ odnoklassnoæ formoæ Q^′, i pust~ suwestvuet ortogonal~noe dopolnenie K_i ⊥ X_i iz nekotorogo roda [K]. Togda klassy {K_i}, soderßawiesØ v [K], obrazu¸t ves~ rod. DlØ priloßeniæ formul, poluqennyh v §2, udobno polagat~ A^′ = a – qislo, Q^′ = 1_n – ediniqnaØ matrica razmernosti n. Poluqennyæ v rezul~tate ortogonal~nogo dopolneniØ rod form imeet razmernost~ n − 1 i opredelitel~ a.

Qetyrœhklassnyæ rod F_2 = {Q_1, Q_2, Q_3, Q_4}, poluqennyæ specializacieæ A^′ = 27, Q^′ = 1_6, zadaœtsØ formami vida

Q_1 = 1_3 ⊕ ( 2 5 5 26 ) , Q_2 = 1_2 ⊕

2 −3 4 −3 10 0 4 0 17 ,

Q_3 = 1 ⊕

2 0 0 −1 0 2 1 0 0 1 10 6 −1 0 6 5 , Q4 = 2 −1 0 0 4 −1 2 0 2 −4 0 0 2 −1 0 0 2 −1 5 0 4 −4 0 0 17 .

Invarianty roda F_2 ravny d = 27, 3_{F2} = 1^{−4}27^{−1}, 2_{F2} = 1^{−5}_{I,3} . Ves primitivnyh predstavleniæ binarnoæ formy A ∼ A_1 ⊕3^νA_3ν urovnØ a = 3^ν · a_3ν opredelØetsØ sootnoxeniem (2)

pn(A; F_2) = 1 6 α_2(A; Q)α_3(A; Q) ∏ p^s||a p^{s−1} ( p + ε_1(A) ( 3 p )) ,

QISLO PREDSTAVLENI` p–ODNOMERNYH FORM 347 gde lokal~nyæ mnoßitel~ α_3(A; Q) vyqislØetsØ po formule

α_3(A; Q) = ( 27 + ( a_3 3 )) /2, esli a = a_3 ne delitsØ na 3. Esli a = 3^νa_3ν , to voznikaet vetvlenie predstavleniæ i pri ν = 1 po (2.22) α_3(A; Q) = 3^2(3^2 − 1)/2 = 36;

koliqestvo predstavleniæ formy A rodom F_2 uveliqivaetsØ. Esli ße ν = 2, to mnoßitel~ vetvleniØ vyqislØetsØ po formule (2.27) i raven α_3(A; Q) = 108 + 9(3 − ε_1(A))/2.

Pri ν = 3 mnoßitel~ vetvleniØ nahoditsØ po (2.28) i raven α_3(A; Q) = 3^2(3^2 − 1)(3^2 + 3 − 1)/2 = 396, esli ε_{27}(A) = −1, i α_3(A; Q) = 405 + 3(3 + ε_1(A)), esli ε_{27}(A) = +1. Mnoßitel~ α_2(A; Q) vyqislØetsØ po formulam iz [1] i raven dlØ qetnogo a α_2(A; Q) = (4 + ε_2)/8,

gde ε_2 = ( a_2(3 − t(A)) 2 ) ; dlØ neqetnogo a

α_2(A; Q) = (1 ± 2^{−1})/4 pri oct ≡ ±1 ili ± 3(mod 8),

gde oct ≡ 3 − t(A)(mod 8) pri (a_2 2 ) = −1; oct ≡ 7 − t(A)(mod 8) pri ( a_2 2 ) = +1.

Sravnenie mnoßitelØ bez vetvleniØ α_p(A; Q) = (p^{sn0/2} ± 1) i vetvØwihsØ mnoßiteleæ (2.22), (2.24)–(2.29)pokazyvaet, qto pri poØvlenii obwih deliteleæ p u opredelitelØ d i urovnØ a voznikaet rost primitivnyh predstavleniæ formy A rodom F . UsloßnØetsØ struktura mnoßiteleæ vetvleniØ v svØzi s po- Øvleniem razliqnyh form G iz ortogonal~nogo dopolneniØ k A. Nahoßdenie fftih mnoßiteleæ stalo vozmoßnym blagodarØ vy- Øvleni¸ vseh minimal~nyh predstavleniæ (1.2)–(1.9) formy A rodom F .

348 A. V. HOROXEVA

Literatura

1. V. G. ȷuravlev, Predstavlenie formy rodom kvadratiqnyh form, Algebra i analiz 8, No. 1 (1996), 21–112.

2. A. V. Horoxeva, Predstavlenie qisel kvaternarnymi kvadratiqnymi formami, VII meßdunarodnaØ konferenciØ. Matematika. �konomika. �kologiØ. Obrazovanie. Tezisy dokladov. Rostov-na-Donu (1999), 109–110.

3. A. V. Horoxeva, Predstavlenie qisel rodom odnoklassnyh kvaternarnyh form, Vestnik Vladimirsk. gos. ped. un-ta, No. 5 (2000), 338–346.

4. Dß. Konveæ, N. Sloffn, Upakovki xarov, rexœtki i gruppy, M., 1990. 5. V. G. ȷuravlev, Orbity predstavleniæ qisel lokal~nymi kvadratiqnymi formami, Tr. Mat. in-ta RAN 218 (1997), 151–164.

6. Dß. Kassels, Racional~nye kvadratiqnye formy, M., 1982.

Postupilo 24 avgusta 2000 g. Vladimirskiæ gosudarstvennyæ pedagogiqeskiæ universitet