Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 277, 2001 g.

D. ı. Grigor~ev

DVAȷDY �KSPONENCIAL^NY` ROST KOLIQESTVA VEKTOROV KRATNOSTE` REXENI` SISTEM POLINOMIAL^NYH URAVNENI`

My rassmatrivaem sistemy polinomial~nyh uravneniæ vida

g_1 = . . . = g_n = 0, gde g_i ∈ F [X_1, . . . , X_n], deg g_i 6 d, 1 6 i 6 n, i

pole F algebraiqeski zamknuto. DlØ vsØkoæ 0-mernoæ (neprivodimoæ) komponenty a = (a_1, . . . , a_n) ∈ F^n mnogoobraziØ rexeniæ

V = {g_1 = . . . = g_n = 0} ⊂ F^n ee (koneqnaØ) kratnost~ [2] oprede-

lØetsØ kak m_a = dim_F ((F [X_1, . . . , X_n] / (g_1, . . . , g_n))_{(X1 −a1,... ,Xn−an )}). Sisteme g_1, . . . , g_n pripixem (uporØdoqennyæ) vektor {m_a}_a, gde a probegaet vse 0-mernye komponenty mnogoobraziØ V . Moßno takße rassmatrivat~ {m_a}_a kak razbienie qisla ∑ a m_a 6 d^n (poslednee neravenstvo vytekaet iz neravenstva Bezu [2]). Oboznaqim qerez M_{n,d} koliqestvo vsevozmoßnyh vektorov {m_a}_a.

V [4] bylo pokazano, qto dlØ poleæ F nulevoæ harakteristiki v sluqae, kogda dim V = 0, vypolnena ocenka M_{n,d} 6 d O ←← n + d n →→ . (1)

V [4] moßno takße naæti motivirovku ocenki M_{n,d} iz teorii sloßnosti vyqisleniæ. UpomØnem takße, qto fftu verhn¸¸ ocenku moßno ustanovit~ i bez ograniqeniØ dim = 0, ispol~zuØ tehniku “xeveleniØ” sistem polinomial~nyh uravneniæ, razvitu¸

v [3]. Zametim, qto pokazatel~ ( n + d n ) v ocenke raven qislu

kofffficientov mnogoqlenov stepeni ne prevoshodØweæ d, inymi slovami, qislu parametrov rassmatrivaemyh sistem. Moßno sravnit~ verhn¸¸ ocenku iz [4] s oqevidnoæ verhneæ ocenkoæ M_{n,d} 6 exp(O(d^n)) koliqestva razbieniæ qisla Bezu d^n (sm. vyxe). Pri d men~xem n ocenka iz [4] sil~nee fftoæ oqevidnoæ verhneæ ocenki.

V nastoØweæ zametke my izuqaem vopros, naskol~ko toqna 47

48 D. ı. GRIGOR^EV verhnØØ ocenka (1). Osnovnym rezul~tatom ØvlØetsØ sledu¸waØ teorema, iz kotoroæ, v qastnosti pri d = n, vytekaet dvaßdy ffksponencial~naØ (ot n) nißnØØ ocenka M_{n,n} ¿ n^{nΩ(n1/(3+ε) )} dlØ proizvol~nogo ε > 0 (napomnim, qto asimptotiqeskaØ nißnØØ ocenka f_1 ¿ Ω(f_2) oboznaqaet, qto f_1 ¿ cf_2 dlØ podhodØweæ konstanty c > 0).

Teorema. a). Mn,d ¿ d^{dΩ(min{d1/(3+ε) ,n})} dlØ proizvol~nogo ε > 0;

b). M_{n,d} ¿ d^{Ω(n)}.

Otmetim, qto ocenka a) sil~nee ocenki b), kogda

d > (Ω(log n / log log n))^{(3+ε)}. Kogda d > Ω(n^{3+ε}), to nißnØØ ocen-

ka a) d^{dΩ(n)} imeet tot ße porØdok rosta, qto i verhnØØ ocenka

2^{O(dn )}.

Rassmotrim v otkrytom v topologii Zarisskogo (sm. [2]) mnoßestve vseh sistem g_1 = . . . = g_n = 0 s koneqnym qislom rexeniæ (diskriminantnoe) podmnogoobrazie sistem, ime¸wih hotØ by odno kratnoe rexenie. Interesnyæ vopros, verno li, qto vektor kratnosteæ postoØnen na vsØkoæ strate stratifikacii Uitni diskriminantnogo podmnogoobraziØ? Esli by ffto bylo tak, to iz teoremy sledovala by nißnØØ ocenka na koliqestvo strat. UpomØnem, qto do sih por neizvestno, kak rastet koliqestvo strat: ffksponencial~no ili dvaßdy ffksponencial~no?

Dokazatel~stvo teoremy

ObratimsØ snaqala k dokazatel~stvu a). Zafiksiruem nekotorye poparno razliqnye toqki y_1, . . . , y_k ∈ F i natural~nye qisla m_1, . . . , m_k > 0. Oboznaqim L = m_1 + . . . + m_k i rassmotrim

L × L matricu H interpolØcii �rmita [1]. �lement matricy H

v stroke (i, j), gde 1 6 i 6 k, 0 6 j < m_i, i stolbce 0 6 l < L, raven (_l j ) y^{l−j}_i , i ØvlØetsØ kofffficientom v razloßenii X^l po stepenØm

{(X − y_i)^s}_s pri stepeni (X − y_i)^j. Horoxo izvestno, qto matrica

H neosobaØ [1], bolee togo det H = ∏ 16p<q6k^{(y}p^{− y}q^{)mp mq} . Inymi slovami, moßno proizvol~no naznaqit~ znaqeniØ razloßeniØ (edinstvennogo) mnogoqlena stepeni ne prevoshodØweæ L, v toqkah y_i, 1 6 i 6 k vplot~ do stepeneæ m_i − 1, sootvetstvenno.

DlØ uproweniØ oboznaqeniæ, poloßim m_1 = . . . = m_k = m i oboznaqim mk×mk matricu H_{m,k} = H. Rassmotrim (mk)^n ×(mk)^n matricu H^{(n)}, ØvlØ¸wu¸sØ n-oæ tenzornoæ stepen~¸ matricy

DVAȷDY �KSPONENCIAL^NY` ROST QISLA VEKTOROV 49

H_{m,k}. Togda H^{(n)} neosobaØ, i ee fflementy ØvlØ¸tsØ kofffficien-

tami v razloßenii mnogoqlena stepeneæ men~xih mk otnositel~- no kaßdoæ iz n peremennyh X_1, . . . , X_n v k^n toqkah (x_1, . . . , x_n) rexetki R = {y_1, . . . , y_k}^n ⊂ F^n vplot~ do stepeneæ m − 1 otnositel~no kaßdoæ iz n peremennyh X_1 − x_1, . . . , X_n − x_n. Takim obrazom, naznaqaØ proizvol~no ffti kofffficienty, moßno postroit~ edinstvennyæ mnogoqlen iz F [X_1, . . . , X_n] stepeneæ men~xih mk otnositel~no kaßdoæ iz peremennyh X_1, . . . , X_n, s dannymi kofffficientami v razloßeniØh v toqkah rexetki.

Vyberem dlØ kaßdoæ toqki x = (x_1, . . . , x_n) rexetki R n natural~nyh qisel 1 6 l_1, . . . , l_n 6 m − 1 i postroim (edinstvennoe) semeæstvo mnogoqlenov f_1, . . . , f_n ∈ F [X_1, . . . , X_n] stepeneæ men~- xih mk otnositel~no kaßdoæ iz peremennyh X_1, . . . , X_n, takih, qto razloßenie mnogoqlena f_j , 1 6 j 6 n v toqke x imeet edinstvennyæ nenulevoæ term sredi vseh termov stepeneæ men~xih m otnositel~no kaßdoæ iz peremennyh X_1 − x_1, . . . , X_n − x_n, a imenno, term ravnyæ (X_j − x_j)^{lj} .

Sledu¸waØ lemma izvestna v fol~klore, no my privodim ee dokazatel~stvo v celØh polnoty izloßeniØ.

Lemma. Kratnost~ (0-mernoæ komponenty) x mnogoobraziØ rexe-

niæ sistemy f_1 = . . . = f_n = 0 ravna l_1 . . . l_n.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim lokal~nu¸ algebru

A = (F [X_1, . . . , X_n] / (f_1, . . . , f_n))_{(X1−x1,... ,Xn−xn)}. Oqevidno, qto monomy (X_1 − x_1)^{l′1} . . . (X_n − x_n)^{l′n} pri 0 6 l^′_1 <

l_1, . . . , 0 6 l^′_n < l_n lineæno nezavisimy v A. Pofftomu dostatoqno

pokazat~, qto ffti monomy sostavlØ¸t bazis algebry A.

Voz~mem proizvol~nyæ monom G = (X_1 −x_1)^{s1} . . . (X_n −x_n)^{sn} vne fftogo mnoßestva monomov. Togda s_j ¿ l_j dlØ nekotorogo 1 6 j 6 n. V algebre A spravedlivo ravenstvo G = G − f_j G (X_j − x_j)^{lj} ∈ (X_1 − x_1, . . . , X_n − x_n)^m. (2)

Zatem voz~mem l¸boæ monom G^′ = (X_1 −x_1)^{s′1} . . . (X_n −x_n)^{s′n} , vhodØwiæ v fflement G − f_j^G_{(Xj −xj )lj} ∈ A, togda s^′_j′ ¿ m dlØ podhodØwego

1 6 j^′ 6 n. Poskol~ku m > lj′ , v algebre A vypolneno ravenstvo

G^′ = G^′ − f_j′ G^′ (X_j′ − x_j′ )^{lj′} ∈ (X_1 − x_1, . . . , X_n − x_n)^{m+1}.

50 D. ı. GRIGOR^EV PostupaØ podobnym obrazom s kaßdym iz monomov, vhodØwih v (2), my poluqim v rezul~tate, qto G raven summe monomov iz ideala A ∩ (X_1 − x_1, . . . , X_n − x_n)^{m+1}, krome togo dlØ kaßdogo monoma (X_1 − x_1)^{s′′1} . . . (X_n − x_n)^{s′′n} iz fftoæ summy suwestvuet 1 6

j^{′′} 6 n, takoæ qto s_j′′ ¿ m.

ProdolßaØ dalee, my zakl¸qaem, qto G ∈ ⋂ 16s<∞^{(X}1^−

x_1, . . . , X_n − x_n)^s, ots¸da G = 0 vvidu lemmy NakaØmy [2]. Lemma

dokazana.

Itak, dlØ l¸bogo nabora iz k^n natural~nyh qisel vida

l_1 · · · l_n, gde 1 6 l_1, . . . , l_n 6 m − 1, moßno postroit~ semeæstvo

mnogoqlenov f_1, . . . , f_n ∈ F [X_1, . . . , X_n] s kratnostØmi sistemy

f_1 = . . . = f_n = 0 v k^n toqkah rexetki R ravnymi l_1 · · · l_n, so-

otvetstvenno. Ocenim teper~ snizu, skol~ko my postroili vsego razliqnyh vektorov kratnosteæ.

Tak kak deg f_j 6 (km − 1)n, summa kratnosteæ 0-mernyh komponent mnogoobraziØ rexeniæ sistemy f_1 = . . . = f_n = 0 men~xe

(kmn)^n v silu neravenstva Bezu. Esli v kaqestve qisel l_1, . . . , l_n

my vyberem poparno razliqnye prostye qisla meßdu^m_2 i m − 1, to l_1 · · · l_n ¿ (_m 2 )_n . ImeetsØ Ω (_m log m ) takih prostyh qisel (soglasno zakonu o raspredelenii prostyh qisel), pofftomu razliqnyh proizvedeniæ vida l_1 · · · l_n bol~xe P =

(_Ω

(^m_{log m} )_n ) , i koliqe-

stvo postroennyh sistem uravneniæ po kraæneæ mere (_P k^n ) . Sredi kratnosteæ 0-mernyh komponent mnogoobraziØ rexeniæ sistemy f_1 = . . . = f_n = 0 imeetsØ ne bolee^{(kmn)n}_{(m/2)n} = (2kn)^n kratnosteæ bol~xih (m/2)^n. Sledovatel~no, samoe bol~xee (_{(2kn)n} k^n ) sredi vektorov kratnosteæ postroennyh sistem vida f_1 = . . . = f_n = 0 mogut sovpadat~ s dannym vektorom.

Takim obrazom, pri uslovii P ¿ (2kn)^{n(1+ε1)} dlØ nekotorogo ε_1 > 0, koliqestvo razliqnyh vektorov kratnosteæ dlØ postroennyh sistem bol~xe, qem

(_{P Ω(1)} k^n ) . �to uslovie vypolneno pri m > n^{2+ε} dlØ nekotorogo ε > 0, i esli poloßit~ k = ⌈( m log m

)_{3/(3+ε) 1} n2 ⌉ , to koliqestvo razliqnyh vektorov krat-

nosteæ budet bol~xe

(_{P Ω(1)} k^n ) > m^{mΩ(n)} . Stepeni postroennyh

mnogoqlenov deg f_i 6 kmn, 1 6 i 6 n. �to dokazyvaet teoremu

DVAȷDY �KSPONENCIAL^NY` ROST QISLA VEKTOROV 51 a) v sluqae, kogda d > Ω(n^{3+ε2} ) dlØ nekotorogo ε_2 > 0.

Qtoby zaverxit~ dokazatel~stvo teoremy a) v sluqae, kogda

d < O(n^{3+ε}) dlØ l¸bogo ε > 0, my sperva primenim izloßennu¸

vyxe konstrukci¸ dlØ qisla peremennyh n_0 = ⌈d^{1/(3+ε0)}⌉ dlØ proizvol~nogo ε_0 > 0, qto dast nißn¸¸ ocenku na koliqestvo razliqnyh vektorov kratnosteæ d^{dΩ(d1/(3+ε0 ))} , a na ostavxiesØ n −

n_0 peremennyh naloßim v sisteme f_1 = . . . = f_n = 0 uravneniØ,

qto oni ravny nul¸.

Pereædem teper~ k dokazatel~stvu teoremy b). Zafiksiruem nekotorye konstanty c_1, c_2 > 0, poloßim s = ⌈c_1n⌉ i rassmotrim mnogoqleny vida f = (X − 1)^{m1} . . . (X − s)^{ms} v predpoloßenii, qto m_1 . . . m_s 6 d^{c2n}. Moßno vyrazit~ f kak modificirovannu¸ “shemu vyqisleniØ”, soderßawu¸ “fflementarnye operacii” treh tipov: sloßenie, umnoßenie i vzØtie stepeni d_1 dlØ vsØkogo d_1 6 d. Legko postroit~ taku¸ “shemu”, soderßawu¸ ne bolee N = O(log_d m_1 + . . . + log_d m_s + s) “fflementarnyh operaciæ”. Vvedem N novyh peremennyh Z_1, . . . , Z_N , primem takße soglaxenie, qto Z_0 = X, i predstavim taku¸ modificirovannu¸ “shemu” kak posledovatel~nost~ iz N uravneniæ vida libo

Z_j = Z_{j1} + Z_{j2} , libo Z_j = Z_{j1} Z_{j2} , libo

Z_j = cZ_{j1} , libo Z_j = Z^{d1}_{j1} (3) v zavisimosti ot tekuweæ (j-oæ) “fflementarnoæ operacii”, gde

1 6 j 6 N , j1, j2 < j, c ∈ F , d1 6 d. Togda ZN “vyqislØet” f.

PrisoedinØØ k (3) ewe uravnenie Z_N = 0, poluqaem v rezul~- tate sistemu v F^{N+1}, ime¸wu¸ s rexeniæ kratnosteæ m_1, . . . , m_s, sootvetstvenno. Otmetim, qto N 6 O(n). V itoge my postroim po kraæneæ mere d^{c2n} razliqnyh vektorov kratnosteæ (m_1, . . . , m_s), poskol~ku vsØkomu znaqeni¸ proizvedeniØ m_1 . . . m_s sootvetstvuet hotØ by odin vektor (m_1, . . . , m_s). Teorema dokazana.

Avtor vyraßaet priznatel~nost~ Vite Vasil~evu za poleznye obsußdeniØ.

Literatura 1. I. S. Berezin, N. P. ȷidkov, Metody vyqisleniæ. Moskva (1966). 2. I. R. Xafareviq, Osnovy algebraiqeskoæ geometrii. Moskva (1974).

3. A. L. Chistov, D. Yu. Grigoriev, Subexponential time solving systems of algebraic equations I, II. Preprints LOMI E-9-83, E-10-83, Leningrad, 1983.

52 D. ı. GRIGOR^EV

4. D. Yu. Grigoriev, N. N. Vorobjov, Bounds on numbers of vectors of multiplicaties for polynomials which are easy to compute. Proc. Intern. ACM Symp. on Symbol Algebr. Comput., Scotland, 2000, p. 138–146.

Grigor’ev D. Yu. Double-exponential growth of the number of vectors of solutions of polynomial systems.

In [4] it was proved an upper bound d ≍≍ n+d n ≡≡ on the number of vectors of multiplicities of the solutions of systems of the form g_1 = . . . = g_n = 0 (provided, it has a finite number of solutions) of polynomials g_1, . . . , g_n ∈ F [X_1, . . . , X_n] with degrees deg g_i 6 d (the field F is algebraically closed). In the present paper it is shown that this bound is close in order to the exact one. In particular, in case d = n the construction provides a double-exponential (in n) number of vectors of multiplicities.

Postupilo 3 avgusta 2000 g.

IMR, Université de Rennes, Beaulien 35042 Rennes, France,

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

dima@maths.univ-rennes1.fr