Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 277, 2001 g.

V. B. ȷißkun

VERHNIE OCENKI VYSOTY TERMOV V REXENII ZADAQI KVAZIUNIFIKACII

1. Vvedenie

V issledovaniØh sloßnosti logiqeskogo vyvoda qasto udaetsØ svesti zadaqu poiska dokazatel~stva (naprimer, po zadannoæ sheme i nekotoroæ dopolnitel~noæ informacii) k zadaqam, v kotoryh neizvestnymi ØvlØ¸tsØ termy. Primerami takih zadaq ØvlØ¸tsØ unifikaciØ [5], rexenie uravneniæ v termah s podstanovkami [6, 3], kvaziunifikaciØ [8]. V nekotoryh sluqaØh izuqenie voznika¸wih zadaq pozvolØet poluqit~ ocenku sloßnosti (vysoty) ih rexeniæ i, sledovatel~no, ocenku sloßnosti samogo dokazatel~stva [2, 4].

V rabote [8] privoditsØ metod, pozvolØ¸wiæ svesti zadaqu vosstanovleniØ dokazatel~stva (s seqeniØmi) po ego sheme k zadaqe kvaziunifikacii. Nerazreximost~ zadaqi kvaziunifikacii byla ustanovlena v [9]. V [10] dokazana razreximost~ zadaqi dlØ sluqaØ odnoæ pary termov i priveden sposob svedeniØ zadaqi dlØ neskol~kih par termov k zadaqe dlØ dvuh par (s pomow~¸ vvedeniØ novyh funkcional~nyh znakov bol~xoæ arnosti). V [7] poluqen algoritm, stroØwiæ naibolee obwiæ kvaziunifikator dlØ l¸boæ ime¸weæ rexenie zadaqi kvaziunifikacii (dlØ nekotoryh ne ime¸wih rexeniØ zadaq algoritm ne zakanqivaet rabotu). Nakonec, v [8] ukazyvaetsØ, qto zadaqa kvaziunifikacii dlØ sluqaØ, kogda vhoßdeniØ nenulevoæ glubiny ime¸t lix~ termy, naqina¸wiesØ s odnomestnyh ili nul~mestnyh funkcional~nyh znakov, moßet byt~ svedena k razreximoæ zadaqe rexeniØ uravneniæ v svobodnoæ polugruppe.

V dannoæ rabote poluqeny ocenki sloßnosti rexeniØ zadaqi kvaziunifikacii kak raz dlØ poslednego sluqaØ. HotØ izvesten obwiæ sposob rexeniØ sistem uravneniæ v svobodnyh polugruppah (inaqe, uravneniæ v slovah) [1], on rexaet gorazdo

Rabota vypolnena pri podderßke INTAS (grant 96-0760). 53

54 V. B. ȷIȷKUN bolee obwiæ klass zadaq, qem trebuetsØ dlØ kvaziunifikacii s ukazannymi ograniqeniØmi, i pofftomu ocenki dlØ nego slixkom gruby dlØ prØmogo primeneniØ v teorii dokazatel~stv. Pofftomu predstavlØetsØ poleznym poluqit~ ocenki sloßnosti rexeniØ zadaqi kvaziunifikacii, ne pribegaØ k [1]. Imenno ffto i ØvlØetsØ cel~¸ dannoæ raboty, narØdu s poluqeniem bolee prostyh algoritmov dlØ nahoßdeniØ rexeniØ.

Struktura raboty. V razdele 2 vvodØtsØ osnovnye ponØtiØ, ispol~zuemye v rabote. V razdele 3 privodØtsØ neskol~ko prostyh svoæstv strok dlØ udobstva izloßeniØ. Razdel 4 posvØwen rexeni¸ sistem lineænyh neravenstv, qto budet ispol~zovano v dal~neæxem. V razdele 5 privodØtsØ algoritm i ocenki dlØ rexeniØ zadaqi odnomestnoæ kvaziunifikacii. V razdele 6 opisyva¸tsØ (bez dokazatel~stva) xagi algoritma rexeniØ zadaqi “poqti odnomestnoæ” kvaziunufikacii. Razdel 7 soderßit formal~nye obosnovaniØ fftih xagov i ocenki vysoty rexeniØ zadaqi.

Avtor vyraßaet gluboku¸ blagodarnost~ V. P. Orevkovu i B. ı. Konevu za rØd cennyh zameqaniæ, pozvolivxih znaqitel~- no uluqxit~ strukturu i soderßanie raboty.

§2. Osnovnye ponØtiØ

Pust~ imeetsØ Øzyk, v kotoryæ vhodØt funkcional~nye znaki (dlØ kaßdogo iz kotoryh fiksirovana arnost~) i neizvestnye. Termom nazyvaetsØ ob¨ekt, postroennyæ po sledu¸wim pravilam:

1. neizvestnaØ ili nul~mestnyæ funkcional~nyæ znak – term;

2. esli t_1, . . . , t_n – termy i f – n-mestnyæ funkcional~- nyæ znak, to f(t_1, . . . , t_n) – term.

Vysotoæ terma t (oboznaqim h[t]) budem nazyvat~ sledu¸wu¸ veliqinu:

1. esli t – neizvestnaØ ili nul~mestnyæ funkcional~- nyæ znak, to h[t] = 0;

2. esli t imeet vid f(t_1 , . . . , t_n), to h[t] = 1 + max_{1≤k≤n} h[t_k].

Podstanovkoæ nazovem koneqnyæ spisok par: σ = {x_1 → t_1, . . . , x_n → t_n}, gde t_i – term i x_i – neizvestnaØ, imeØ vvidu, qto pri pri-

VERHNIE OCENKI VYSOTY TERMOV 55 menenii podstanovki σ k termu T (oboznaqim T σ) my odnovremenno zamewaem vse vhoßdeniØ x_1, . . . , x_n na vhoßdeniØ t_1, . . . , t_n sootvetstvenno. Vysotoæ podstanovki σ (oboznaqim h[σ]) nazyvaetsØ maksimum vysoty vhodØwih v nee termov.

My budem govorit~, qto podstanovka σ bolee obwaØ qem σ^′, esli naædetsØ podstanovka δ takaØ, qto σδ = σ^′.

Podstanovka σ nazyvaetsØ unifikatorom par termov {(s_1, t_1),

. . . , (s_k, t_k)}, esli s_1σ = t_1σ, . . . , s_kσ = t_kσ (ravenstva ponima¸tsØ

kak grafiqeskie).

Podstanovka σ nazyvaetsØ naibolee obwim unifikatorom par termov, esli ona ØvlØetsØ unifikatorom i dlØ l¸bogo unifikatora σ^′ naædetsØ podstanovka δ takaØ, qto σ^′ = σδ.

Sistema par termov nazyvaetsØ unificiruemoæ, esli u nee est~ unifikator. U l¸boæ unificiruemoæ sistemy est~ naibolee obwiæ unifikator i on edinstvenen s toqnost~¸ do pereimenovaniØ peremennyh [5].

Podstanovka σ nazyvaetsØ kvaziunifikatorom par termov

{(s_1, t_1), . . . , (s_k, t_k)}, esli naædutsØ takie podstanovki δ_1, . . ., δ_k,

qto vypolnØ¸tsØ grafiqeskie ravenstva:

s_1σδ_1 = t_1σ . . . s_kσδ_k = t_kσ. (1) My budem takße govorit~, qto σ (ili, inogda, qto nabor

{σ, δ_1, . . . , δ_k}) ØvlØetsØ rexeniem zadaqi kvaziunifikacii (1).

Naibolee obwim kvaziunifikatorom (universal~nym rexeniem zadaqi kvaziunifikacii) nazyvaetsØ kvaziunifikator σ takoæ, qto dlØ l¸bogo kvaziunifikatora σ^′ suwestvuet podstanovka ρ, dlØ kotoroæ σ^′ = σρ. U l¸boæ ime¸weæ rexenie zadaqi kvaziunifikacii est~ universal~noe rexenie (edinstvennoe, s toqnost~¸ do pereimenovaniØ neizvestnyh) [7].

§3. Stroki. Osnovnye opredeleniØ i svoæstva

Pust~ u nas imeetsØ koneqnyæ alfavit (nabor) F . �lementy F budem nazyvat~ bukvami (simvolami) F . Strokoæ (slovom) v F nazovem l¸bu¸ koneqnu¸ cepoqku bukv F . Pustu¸ stroku (ne soderßawu¸ ni odnoæ bukvy) budem oboznaqat~ Λ, predpolagaØ, qto Λ ne ØvlØetsØ bukvoæ F .

56 V. B. ȷIȷKUN

Konkatenacieæ strok A i B (oboznaqaetsØ AB) nazovem stroku, poluqa¸wu¸sØ v rezul~tate pripisyvaniØ B k A sprava.

Stroka A ravna stroke B (oboznaqaetsØ A P B), esli v nih na odinakovyh poziciØh stoØt odinakovye bukvy.

Stroka A ØvlØetsØ naqalom stroki B (oboznaqaetsØ A ≤ B), esli naædetsØ takaØ stroka C, qto AC P B.

Dve stroki nazyva¸tsØ sravnimymi, esli odna iz nih ØvlØetsØ naqalom drugoæ.

Dlinoæ stroki A (oboznaqaetsØ |A|) nazovem koliqestvo vhoßdeniæ bukv v A. Oqevidno, dlØ l¸boæ stroki A: |A| ∈ N, gde N oboznaqaet mnoßestvo natural~nyh qisel, vkl¸qaØ 0.

Pust~ n ∈ N i n ≤ |A|. Ograniqeniem A na n (oboznaqaetsØ

A|_n) nazovem stroku B taku¸, qto B ≤ A i |B| = n (oqevidno,

qto takaØ stroka suwestvuet).

Privedem neskol~ko oqevidnyh svoæstv: 1. Esli AB P AC, to B P C (sokrawenie sleva). 2. Esli BA P CA, to B P C (sokrawenie sprava). 3. Esli A P B i C P D, to AC P BD. 4. Esli A P B, to |A| = |B|.

5. Esli A P B, n ∈ N i n ≤ |A|, to A|_n P B|_n.

6. Esli n ∈ N i n ≤ |A|, to (AB)|_n P A|_n dlØ l¸boæ stroki B. 7. Esli n = |A| i A|_n P B, to A P B. 8. |AB| = |A| + |B|. Lemma 4.1. Pust~ A, B, C1, C2 – stroki, takie qto C1A P C2B.

Togda C_1 i C_2 sravnimy.

Dokazatel~stvo. Pust~, dlØ opredelennosti, |C1| ≤ |C2| i |C1| = n. Togda (C_1A)|_n P (C_2B)|_n, znaqit C_1|_n P C_2|_n. No C_1|_n P C_1, znaqit C_1 P C_2|_n, otkuda C_1 ≤ C_2. �

§4. Rexenie sistem lineænyh neravenstv v natural~nyh qislah

V dannom razdele issledu¸tsØ sistemy lineænyh neravenstv special~nogo vida, kotorye budut ispol~zovany dlØ rexeniØ zadaqi odnomestnoæ kvaziunifikacii. Razdel nosit tehniqeskiæ harakter i moßet byt~ propuwen bez suwestvennogo uwerba dlØ ponimaniØ osnovnogo materiala stat~i.

Rassmotrim sistemu lineænyh neravenstv s m peremennymi

x_1, . . . , x_m ∈ N i celymi kofffficientami a_1, . . . , a_n, b_1, . . . , b_n:

VERHNIE OCENKI VYSOTY TERMOV 57

a_1 + x_{i1} ≤ b_1 + x_{j1} . . . a_n + x_{in} ≤ b_n + x_{jn} . (2) Perenesem v (2) postoØnnye kofffficienty v levu¸ qast~, oboznaqiv c_k = a_k − b_k:

x_{i1} + c_1 ≤ x_{j1} . . . x_{in} + c_n ≤ x_{jn} . (3) Rassmotrim napravlennyæ graf, verxinami kotorogo ØvlØ- ¸tsØ peremennye x_1,...,x_m sistemy (3), a dugi sootvetstvu¸t neravenstvam (3): duga iz x_p idet v x_q togda i tol~ko togda, kogda naædetsØ takoe k, qto k-e neravestvo sistemy imeet vid

x_p + c_k ≤ x_q. Pust~ duga, sootvetstvuwaØ k-mu neravenstvu

sistemy, pomeqena c_k. Itak, my poluqili napravlennyæ graf

G = (V, E), gde V – mnoßestvo verxin (ono sovpadaet so mno-

ßestvom peremennyh), |V | = m, E – mnoßestvo dug, |E| = n, i kaßdaØ duga pomeqena celym qislom.

Zameqanie. Esli dlØ k ≠ l vypolnØetsØ ik = il i jk = jl, i krome togo, c_k ≤ c_l, to k-e neravenstvo (3) moßno vykinut~, ne menØØ mnoßestvo rexeniæ. Togda G deæstvitel~no budet grafom, a ne mul~tigrafom, i neravenstva (3) moßno indeksirovat~ parami

(x_{ik} , y_{ik} ), to est~ pisat~ c_{v,w} vmesto c_k, gde v + c_k = w – k-e nera-

venstvo (3).

Opredelenie. Pust~ q: V → N – razmetka verxin grafa G cely-

mi neotricatel~nymi qislami. Nazovem q dopustimoæ, esli dlØ kaßdoæ dugi (v, w) ∈ E, pomeqennoæ c_{v,w}, vypolnØetsØ neravenstvo: q(v) + c_{v,w} ≤ q(w).

Oqevidno, kaßdaØ dopustimaØ razmetka G ØvlØetsØ rexeniem (3), i obratno, kaßdoe rexenie (3) zadaet dopustimu¸ razmetku.

Pust~ V ≠ ∅. Budem stroit~ dopustimu¸ razmetku grafa s pomow~¸ sledu¸wego algoritma:

Algoritm 4.1 1. i: = 0, U0: = V , R0: = ∅, q0(v): = 0 dlØ vseh v ∈ V 2. Kommentariæ: Ui, Ri, qi uße postroeny

58 V. B. ȷIȷKUN

3. Esli Ui = ∅, to KONEC: qi−1–dopustimaØ razmetka 4. Esli i = m, to KONEC: rexeniØ net 5.^¯U : = ∅,^¯R: = Ri q̄(v): = qi(v) dlØ vseh v ∈ V 6. DlØ vseh v ∈ Ui, i dlØ vseh w takih, qto (v, w) ∈ E 7. Esli qi(v) + cv,w > q̄(w), to 8.^¯U : =^¯U ∪ {w} 9.^¯R: =^{(¯}R \ {(u, w) | u ∈ V )}^) ∪ {(v, w)} 10. q̄(w): = qi(v) + cv,w 11. Vse 12. Vse 13. Ui+1 :=^¯U , Ri+1: =^¯R, qi+1(v): = q̄(v) dlØ vseh v ∈ V 14. i: = i + 1, pereæti k 2.

ZameqaniØ. 1. Postroennye v hode raboty algoritma mnoßestva R_1, R_2, . . . ne nußny dlØ sobstvenno raboty algoritma, odnako budut ispol~zovany v dal~neæxem dlØ dokazatel~stva svoæstv postroennogo rexeniØ.

2. DlØ vseh i razmetka q_{i+1} zavisit tol~ko ot razmetki q_i i ot struktury grafa G, no ne zavisit ot porØdka, v kotorom na xage 6 perebira¸tsØ verxiny v i w.

Dokaßem korrektnost~ raboty Algoritma 4.1.

Lemma 4.1. Esli v grafe G est~ cikl, summa pometok na dugah

kotorogo poloßitel~na, to u G ne suwestvuet dopustimyh razmetok.

Dokazatel~stvo. Pust~ dlØ cikla v = v1 → v2 → ... → vk = v vypolneno c_{v1,v2} +...+c_{vk}�_{1,vk} > 0, i pust~ q–dopustimaØ razmetka. Togda po opredeleni¸ dopustimosti: q(v) = q(v_k) ≥ q(v_{k−1}) +

c_{vk}�_{1,vk} ≥ q(v_{k−2}) + c_{vk}�_{2,vk}�_1 + c_{vk}�_{1,vk} ≥ . . . ≥ q(v_1) + c_{v1,v2} + ... + c_{vk}�_{1,vk} > q(v), qto nevozmoßno. �

Opredelenie. V grafe G nazovem dlinoæ puti koliqestvo dug v

fftom puti i vesom puti summu pometok vhodØwih v nego dug.

Lemma 4.2. Esli verxina v vhodit v mnoßestvo Ui, to v grafe

G suwestvuet put~ v_0 → ... → v_i = v dliny i, oblada¸wiæ sledu¸- wimi svoæstvami:

1) ego ves v toqnosti raven q_i(v);

2) v_j ∈ U_j dlØ vseh j ≤ i.

Dokazatel~stvo. Stroim nußnyæ put~ po indukcii.

VERHNIE OCENKI VYSOTY TERMOV 59 Pri i = 0–oqevidno. Pust~ predpoloßenie verno dlØ vseh

v ∈ U_i. Pust~ w ∈ U_{i+1}. Togda suwestvuet verxina v ∈ U_i takaØ,

qto (v, w) ∈ E i q_{i+1}(w) = q_i(v) + c_{v,w}. Po indukcionnomu predpoloßeni¸ suwestvuet put~ v_0 → . . . → v_i = v s vesom q_i(v). Put~

v_1 → ... → v_k → v → w s vesom q_i(v) + c_{v,w} = q_{i+1}(w) – iskomyæ. �

Lemma 4.3. DlØ l¸bogo i, dlØ kotorogo postroeno Ui i dlØ l¸bogo

j < i vypolneno: q_j(v) ≤ q_i(v) dlØ vseh v ∈ V .

Dokazatel~stvo. Legko pokazyvaetsØ po indukcii. � Lemma 4.4. DlØ l¸bogo i, dlØ kotorogo postroeny Ui i Ui+1 i

dlØ vseh v ∈ V q_i(v) ≠ q_{i+1}(v) ⇐⇒ v ∈ U_{i+1}. Dokazatel~stvo. Iz privedennogo algoritma vidno, qto verxina v dobavlØetsØ v U_{i+1} togda i tol~ko togda, kogda na i-m xage menØetsØ znaqenie q̄(v), t.e. q_{i+1}(v) ≠ q_i(v). � Lemma 4.5. DlØ l¸boæ verxiny v, dlØ l¸bogo i takogo, qto po-

stroeno U_i, dlØ l¸bogo puti v v dliny i s vesom W vypolnØetsØ: W ≤ q_i(v). Dokazatel~stvo. Po indukcii. Pri i = 0: oqevidno. Pust~ ffto verno dlØ nekotorogo i, i pust~ v_0 → ... → v_i → v – put~ dliny

i + 1 s vesom W , i pust~ postroeno U_{i+1} (a znaqit, i q_{i+1}). Togda W − c_{vi,v} = c_{v0,v1} + ... + c_{vi}�_{1,vi} ≤ q_i(v_i). Pust~ k ≤ i – naimen~xee

takoe, qto q_k(v_i) = q_i(v_i). Libo k = 0 i v_i ∈ V = U_0, libo k > 0, togda q_{k−1}(v_i) ≠ q_k(v_i) i, stalo byt~ (lemma 4.4), v_i ∈ U_k. V oboih sluqaØh v_i ∈ U_k, otkuda zakl¸qaem, qto q_{k+1}(v) ≥ q_k(v_i) + c_{vi,v}. Togda W ≤ q_i(v_i) + c_{vi,v} = q_k(v_i) + c_{vi,v} ≤ q_{k+1}(v) ≤ q_{i+1}(v). � Lemma 4.6. Esli v ∈ Ui dlØ nekotorogo i > 0, to dlØ l¸bogo puti,

zakanqiva¸wegosØ v v, dliny men~xe i ego ves strogo men~xe q_i(v).

Dokazatel~stvo. Po lemmam 4.3, 4.4 zakl¸qaem, qto qi−1(v) <

q_i(v), pofftomu esli W – ves nekotorogo puti v v dliny ne bol~xe i − 1, to ( lemma 4.5) W ≤ q_{i−1}(v) < q_i(v). �

Lemma 4.7. Esli Um ≠ ∅, to v grafe G suwestvuet cikl s po-

loßitel~nym vesom i, sledovatel~no, dlØ nego net dopustimyh razmetok.

Dokazatel~stvo. Pust~ v ∈ Um. Togda ( lemma 4.2) suwestvuet put~ s vesom q_m(v): v_0 → ... → v_m = v, sostoØwiæ iz (m + 1)-oæ

60 V. B. ȷIȷKUN verxiny, priqem v_i ∈ U_i. Tak kak vsego verxin m, sredi v_0,...,v_m est~ hotØ by dve odinakovye. Pust~ v_i = v_j , priqem i < j. Rassmotrim put~ v_0 → ...v_{i−1} → v_i → v_{j+1} → ... → v_m. Ego dlina men~xe m, i po preßnemu v_m = v. Po lemme 4.6 ves fftogo puti men~xe q_m(v), znaqit ves vykinutogo kuska v_i → v_{i+1} → ... → v_j poloßitelen. Ostalos~ zametit~, qto ffto cikl. � Lemma 4.8. Esli suwestvuet i < m takoe, qto Ui+1 = ∅, to qi –

dopustimaØ razmetka.

Dokazatel~stvo. Dopustim, qto qi ne ØvlØetsØ dopustimoæ razmetkoæ, to est~ naædutsØ dve soedinennye dugoæ verxiny v i w, dlØ kotoryh q_i(v) + c_{v,w} > q_i(w). Pust~ j ≤ i – naimen~xee qislo takoe, qto q_j(v) = q_i(v). Togda v ∈ U_j ( lemma 4.4). Zametim, qto j ≠ i, tak kak v protivnom sluqae U_{i+1} soderßalo by po kraæneæ mere w. Togda po opredeleni¸ q_{j+1} dolßno vypolnØt~sØ neravenstvo q_j(v) + c_{v,w} ≤ q_{j+1}(w). Takim obrazom, my poluqili

q_i(w) < q_i(v)+c_{v,w} ≤ q_j(v)+c_{v,w} ≤ q_{j+1}(w), qto nevozmoßno ( lemma

4.3) vvidu togo, qto j + 1 ≤ i. �

Ostalos~ sobrat~ vse lemmy.

Teorema 4.1. Predloßennyæ algoritm ne bolee qem za m itera-

ciæ opredelØet nerazreximost~ sistemy (3) ili vydaet ee rexenie.

Dokazatel~stvo. Neposredstvennoe sledstvie lemm 4.7, 4.8. � Pokaßem, qto Algoritm 4.1 pozvolØet stroit~ “naimen~xee” rexenie (3). Pust~ q: V → N – postroennoe rexenie, to est~ suwestvuet k ≤ m takoe, qto U_{k+1} = ∅, q = q_k. Poloßim R := R_k. Lemma 4.10. V kaßdu¸ verxinu G vhodit ne bolee odnoæ dugi iz

mnoßestva R.

Dokazatel~stvo. Deæstvitel~no, pri dobavlenii v Ri dugi

(v, w), iz nego predvaritel~no vykidyva¸tsØ vse dugi, veduwie

v w. � Lemma 4.11. Esli duga (v, w) ∈ R, to q(v) + cv,w = q(w). Dokazatel~stvo. Pust~ i ≤ k – naimen~xee takoe qislo, qto vypolnØetsØ q_i(w) = q(w). Togda duga (v, w) byla dobavlena v R_i i ne zatragivalas~ v R_j dlØ j > i. Krome fftogo, q_{i−1}(v) + c_{v,w} =

q_i(w). Teper~ zametim, qto q_{i−1}(v) = q(v), inaqe, esli q_{i−1}(v) <

VERHNIE OCENKI VYSOTY TERMOV 61

q(v), to vypolnØlos~ by q(v) + c_{v,w} > q_{i−1}(v) + c_{v,w} = q_i(w) = q(w),

qto nevozmoßno vvidu dopustimosti q. Takim obrazom, q(v) + c_{v,w} = q(w). � Lemma 4.12. Esli (v, w) ∈ R, to q(w) > 0.

Dokazatel~stvo. Iz usloviØ sleduet, qto w ∈ Ui dlØ nekotorogo

i > 0. Znaqit ( lemma 4.4), q(w) ≥ q_i(w) > q_{i−1}(w) ≥ q_0(w) = 0. �

Lemma 4.13. DlØ l¸boæ verxiny v suwestvuet put~ v0 → ... →

v_i = v, takoæ qto:

1) dlØ vseh j < i: (v_j , v_{j+1}) ∈ R;

2) q(v_0) = 0;

3) ves puti raven q(v).

Dokazatel~stvo. V kaßdu¸ verxinu G vhodit ne bolee odnoæ dugi iz R, pofftomu my moßem dvigat~sØ “v obratnom napravlenii”, to est~ dlØ v naædetsØ rovno odna verxina w, takaØ qto

(w, v) ∈ R, i t.d. My nikogda ne popadem v cikl, pofftomu takoæ

process dlØ l¸boæ verxiny oborvetsØ, to est~ budet postroen nußnyæ put~ v_0 → ... → v_i = v. Zametim, qto q(v_0) = 0. Deæstvitel~no, v v_0 ne vhodØt dugi iz R, znaqit v_0 ni razu ne dobavlØlØs~ v U_j s j > 0, sledovatel~no dlØ vseh j: q_j(v_0) = 0.

Po lemme 4.11: q(v) = q(v_i) = q(v_{i−1}) + c_{vi}�_{1,vi} = ... = q(v_0) +

c_{v0,v1} + ... + c_{vi}�_{1,vi} = c_{v0,v1} + ... + c_{vi}�_{1,vi} , otkuda sleduet 3). �

Pust~ [x]^+ oboznaqaet poloßitel~nyæ srez x:

[x]^+ = { x, esli x ≥ 0 0, esli x < 0.

Lemma 4.14. DlØ vseh v ∈ V verno neravenstvo q(v) ≤^{∑n}_{i=1} [ci]^+. Dokazatel~stvo. Iz lemmy 4.13 sleduet, qto dlØ vseh v ∈ V suwestvuet prostoæ put~, zakanqiva¸wiæsØ v v, ves kotorogo raven

q(v) (prostym putem my nazyvaem put~, kotorom kaßdaØ verxina

vstreqaetsØ ne bolee odnogo raza). Oqevidno, ves prostogo puti v G ne prevoshodit ∑_n i=1 [c_i]^+. �

Lemma 4.15. DlØ vseh v ∈ V verno neravenstvo q(v) ≤ (|V | − 1) ·

max_i [c_i]^+.

Dokazatel~stvo. Analogiqno dokazatel~stvu lemmy 4.14. Nußno lix~ zametit~, qto v prostom puti ne bolee m − 1 = |V | − 1 dug. �

62 V. B. ȷIȷKUN

Lemma 4.16. DlØ l¸byh v, w ∈ V verno neravenstvo |q(v)−q(w)| ≤

(|V | − 1) · max_i [c_i]^+.

Dokazatel~stvo. Sledstvie lemmy 4.15. � Lemma 4.17. DlØ vseh u ∈ V q(u) ≤ ∑ v∈V max{[c_{v,w}]^+ | w ∈ V, (v, w) ∈ E} = m∑ k=1 max{[c_q]^+ | i_q = k}.

Dokazatel~stvo. Pust~ v0 → · · · → vp → u – prostoæ put~ iz lemmy 4.13. Ego ves W =c_{v0,v1} +· · · + c_{vp,u} ≤max{[c_{v0,w}]^+ | (v_0, w) ∈ E}+. . . +max{[c_{vp,w}]^+ | (v_p, w) ∈ E} ≤ ∑ v∈V max{[c_{v,w}]^+ | w ∈ V, (v, w) ∈ E}. � Teorema 4.2. Esli t: V → N – rexenie (3), to dlØ vseh v ∈ V

vypolneno q(v) ≤ t(v).

Dokazatel~stvo. Pust~ suwestvuet rexenie t i v ∈ V . Rassmotrim put~ v_0 → ... → v_k = v, postroennyæ v lemme 4.13. Prosummiruem neravenstva, sootvetstvu¸wie dugam fftogo puti:

v_0 + c_{v0,v1} + ... + v_{k−1} + c_{vk}�_{1,vk} ≤ v_1 + ... + v_k. Ili, posle sokrawe-

niæ, v_0 + c_{v0,v1} + ... + c_{vk}�_{1,vk} ≤ v_k = v. Tak kak t(v_0) ≥ 0, to dlØ dopustimosti t neobhodimo t(v) ≥ c_{v0,v1} + ... + c_{vk}�_{1,vk} = q(v). �

§5. OdnomestnaØ kvaziunifikaciØ

Rassmotrim zadaqu kvaziunifikacii dlØ par termov (s_1 , t_1),

. . . , (s_n, t_n) v sluqae, kogda vse s_1, . . . , s_n, t_1, . . . , t_n soderßat lix~

odnomestnye funkcional~nye znaki.

Pust~ F – koneqnyæ alfavit funkcional~nyh znakov, V – koneqnyæ alfavit neizvestnyh. Togda l¸boæ term moßno zapisat~ kak f_1 . . . f_kX, gde f_1, . . ., f_k – fflementy F , a X ∈ V . V takih predpoloßeniØh pereformuliruem opredelenie terma bolee udobnym dlØ naxih celeæ sposobom.

Opredelenie. Termom nazyvaetsØ para (A, X), gde A – stroka v

alfavite F i X ∈ V .

VERHNIE OCENKI VYSOTY TERMOV 63

Opredelenie. Term (A, X) raven termu (B, Y ) (oboznaqaetsØ

(A, X) = (B, Y )), esli A P B i X = Y .

Opredelenie. Podstanovkoæ nazyvaetsØ para otobraßeniæ – =

(K, k), gde K : V → F^∗ i k : V → V (qerez F^∗ oboznaqeno mnoße-

stvo slov v alfavite F ).

Opredelenie. Rezul~tatom primeneniØ podstanovki – = (K, k)

k termu (A, X) nazyvaetsØ term (AK(X), k(X)).

Pust~ X_1, . . . , X_m – vse neizvestnye iz alfavita V , t.e.

|V | = m. Pust~ zadan nabor par termov ⟨(A_1, X_{i1} ), (B_1, X_{j1} )⟩, . . . , ⟨(A_n, X_{in} ), (B_n, X_{jn} )⟩, priqem 1 ≤ i_k, j_k ≤ m dlØ k = 1..n. Zadaqa

kvaziunifikacii v novyh oboznaqeniØh sostoit v nahoßdenii podstanovok σ = (S, s), δ_1 = (D_1, d_1), . . . , δ_n = (D_n, d_n) takih, qto vypolnØ¸tsØ sledu¸wie ravenstva dlØ termov:

(A_1S(X_{i1} )D_1(s(X_{i1} )), d_1(s(X_{i1} ))) = (B_1S(X_{j1} ), s(X_{j1} )) . . . (A_nS(X_{in} )D_n(s(X_{in} )), d_n(s(X_{in} ))) = (B_nS(X_{jn} ), s(X_{jn} )). (4) IshodØ iz opredeleniØ ravenstva dlØ termov, poluqaem ffkvivalentnu¸ sistemu dlØ strok i simvolov:

A_1S(X_{i1} )D_1(s(X_{i1} )) P B_1S(X_{j1} )) . . . A_nS(X_{in} )D_n(s(X_{in} )) P B_nS(X_{jn} )) d_1(s(X_{i1} )) = s(X_{j1} ) . . . d_n(s(X_{in} )) = s(X_{jn} ).

(5)

Pust~ σ = (S, s) ØvlØetsØ rexeniem zadaqi kvaziunifikacii, t.e. naædutsØ nußnye nam δ_1 = (D_1, d_1), . . . δ_n = (D_n, d_n). Postroim podstanovki σ^∗ = (S^∗, s^∗), δ^∗_1 = (D^∗_1 , d^∗_1), . . . , δ^∗_n = (D^∗_n, d^∗_n) sledu¸- wim obrazom:

1. dlØ vseh i = 1..m s^∗(X_i) = X_i; 2. dlØ vseh i = 1..m S^∗(X_i) P S(X_i);

3. dlØ vseh k = 1..n D^∗_k(X_{ik} ) P D_k(s(X_{ik} )), D^∗_k(X_l ) P Λ dlØ vseh l ≠ i_k; 4. dlØ vseh k = 1..n d^∗_k(X_{ik} ) = X_{jk} , d^∗_k(X_l ) = X_l dlØ vseh l ≠ i_k.

64 V. B. ȷIȷKUN

Netrudno ubedit~sØ, qto togda dlØ vseh k = 1..n vypolnØ¸tsØ ravenstva:

A_kS^∗(X_{ik} )D^∗_k(s^∗(X_{ik} )) P B_kS^∗(X_{jk} )) i d^∗_k(s^∗(X_{ik} )) = s^∗(X_{jk} ),

to est~ σ^∗ ØvlØetsØ rexeniem (5), i krome togo, σ^∗ – bolee obwiæ kvaziunifikator, qem σ.

Takim obrazom, esli zadaqa (4) imeet rexenie, to naædetsØ rexenie σ^∗ = (S^∗, s^∗), dlØ kotorogo verny 1–4. Nazovem takoe rexenie (4) normal~nym. DlØ takogo σ^∗ avtomatiqeski vypolnØetsØ d^∗_k(s^∗(X_{ik} )) = s^∗(X_{jk} ), pofftomu, oboznaqiv P_k := D^∗_k(X_{ik} ) i

S_k := S^∗(X_k), poluqim, qto razreximost~ (4) ravnosil~na raz-

reximosti sledu¸weæ sistemy uravneniæ v slovah:

A_1S_{i1} P_1 P B_1S_{j1} . . . A_nS_{in} P_n P B_nS_{jn} . (6) Po l¸bomu normal~nomu rexeni¸ (5) moßno postroit~ rexenie (6), vzØv P_k i S_k, kak opredeleno vyxe, i obratno, po l¸bomu rexeni¸ (6) nahoditsØ rexenie (5), esli vospol~zovat~sØ opredeleniem P_k i S_k i 1–4.

Krome togo, dlØ l¸byh σ_1 i σ_2, normal~nyh rexeniæ (4), i sootvetstvu¸wih im rexeniæ (6) strok S^1_1 , . . . , S^1_m, P^1_1 , . . . , P^1_n i

S^2_1 , . . . , S^2_m, P^2_1 , . . ., P^2_n verno utverßdenie:

σ_1 bolee obwee, qem σ_2 ⇐⇒ S^1_k ≤ S^2_k k = 1..m

Itak, nahoßdenie universal~nogo rexeniØ zadaqi kvaziunifikacii (4) ravnosil~no nahoßdeni¸ universal~nogo (inaqe, naimen~xego) rexeniØ (6), to est~ takogo, qto kaßdaØ ego stroka ØvlØetsØ naqalom (a ffto my i oboznaqili “≤”) sootvetstvu¸weæ stroki l¸bogo drugogo rexeniØ (6).

Zametim, qto sistemu (6) moßno perepisat~ v vide sistemy neravenstv dlØ slov:

A_1S_{i1} ≤ B_1S_{j1} . . . A_nS_{in} ≤ B_nS_{jn} . (7) Oboznaqim a_i = |A_i|, b_i = |B_i|, x_i = |S_i|. DlØ suwestvovaniØ rexeniØ sistemy (7) neobhodimo (no ne dostatoqno), qtoby byla

VERHNIE OCENKI VYSOTY TERMOV 65 razrexima v natural~nyh qislah sistema lineænyh neravenstv s m peremennymi:

a_1 + x_{i1} ≤ b_1 + x_{j1} . . . a_n + x_{in} ≤ b_n + x_{jn} . (8)

Sistemy takogo vida issledu¸tsØ v razdele 4, gde stroitsØ algoritm, nahodØwiæ naimen~xee (pokomponentno) rexenie (8), a takße privodØtsØ ocenki veliqiny komponent fftogo rexeniØ.

Vozmoßny 2 situacii:

1. Sistema (8) nerazrexima, znaqit nerazrexima i sistema (7); 2. Suwestvuet rexenie (8). Togda suwestvuet nabor (t^0_1,..., t^0_m), kotoryæ ØvlØetsØ rexeniem (8) i dlØ l¸bogo rexeniØ (t_1,...,t_m ) sistemy (8) dlØ vseh i = 1..m vypolnØetsØ t^0_i ≤ t_i (nabor (t^0_1,...,t^0_m ) stroitsØ Algoritmom 4.1). My pokaßem, qto esli sistema (7) razrexima, to suwestvuet ee rexenie (T^0_i ,..., T^0_m) takoe, qto

|T^0_i | = t^0_i dlØ vseh i = 1, ..m. Takim obrazom, dliny strok sa-

mogo korotkogo rexeniØ sistemy (7) ne prevoshodØt max{t^0_i | 1 ≤ i ≤ m}. Pust~ S = (T_1 ,...,T_m ) – kakoe-to rexenie sistemy (7). Oboznaqim t_i: = |T_i|. Oqevidno, (t_1,...,t_m ) – rexenie sootvetstvu¸weæ sistemy (8). Pust~ (t^0_1,...,t^0_m ) – rexenie (8), poluqennoe s pomow~¸ Algoritma 4.1. Togda dlØ vseh k = 1..m verno t^0_k ≤ t_k, pofftomu dlØ k = 1..m suwestvu¸t stroki T^0_k := T_k|_t0_k . Pokaßem, qto nabor (T^0_1 , . . . , T^0_m) ØvlØetsØ rexeniem sistemy (7).

My imeem: A_kT_{ik} ≤ B_kT_{jk} . Krome togo, a_k + t^0_{ik} ≤ b_k + t^0_{jk} , gde a_k = |A_k| i b_k = |B_k|. Oboznaqim α_k := a_k + t^0_{ik} , β_k :=

b_k + t^0_{jk} . Teper~ |A_kT_{ik} | = a_k + t_{ik} ≥ a_k + t^0_{ik} = α_k, i analo-

giqno |B_kT_{jk} | ≥ β_k, priqem α_k ≤ β_k. Togda suwestvu¸t stroki (A_kT_{ik} )|_{αk} i (B_kT_{jk} )|_{βk} , i, krome togo, (A_kT_{ik} )|_{αk} ≤ B_kT_{jk} , otkuda zakl¸qaem, qto (A_kT_{ik} )|_{αk} ≤ (B_kT_{jk} )|_{βk} . Ostalos~ zametit~, qto (A_kT_{ik} )|_{αk} = A_kT^0_{ik} i (B_kT_{jk} )|_{βk} = B_kT^0_{jk} , sledovatel~no

A_kT^0_{ik} ≤ B_kT^0_{jk} dlØ vseh k = 1..m. Znaqit, (T^0_1 , . . . , T^0_m) – rexenie

(7).

Po lemme 4.15 dlØ vseh k = 1..m vypolneno |T^0_k | = t^0_k ≤

max_i [|A_i| − |B_i|]^+(m − 1). Takim obrazom, dokazana sledu¸waØ te-

orema:

66 V. B. ȷIȷKUN

Teorema 5.1. DlØ razreximoæ zadaqi kvaziunifikacii (4) s odno-

mestnymi funkcional~nymi znakami suwestvuet universal~noe rexenie σ i sootvetstvu¸wie emu podstanovki δ_1, . . . , δ_n takie, qto:

h[σ] ≤ (m − 1) · max_i [|A_i| − |B_i|]^+ , h[δ_k] ≤ (m − 1) · max_i [|A_i| − |B_i|]^+ , k = 1..n. gde m – koliqestvo neizvestnyh i n – koliqestvo uravneniæ.

Dokazatel~stvo. Ocenka dlØ h[σ] sleduet iz lemmy 4.15, dlØ

h[δ_k] – iz lemmy 4.16. �

DlØ kaßdoæ neizvestnoæ sistemy (4) opredelim sledu¸wu¸ harakteristiku:

δ[X_p] = max { [|A_k| − |B_k|]^+ | i_k = p } Teorema 5.2. DlØ razreximoæ zadaqi kvaziunifikacii (4) s odno-

mestnymi funkcional~nymi znakami suwestvuet universal~noe rexenie σ i sootvetstvu¸wie emu podstanovki δ_1, . . . , δ_n takie, qto: h[σ] ≤ m∑ p=1 δ[X_p],

h[δ_k] ≤ m∑ p=1 δ[X_p], k = 1..n, gde m – koliqestvo neizvestnyh i n – koliqestvo uravneniæ.

Dokazatel~stvo. Sledstvie lemmy 4.17. �

Ostalos~ pokazat~, kak postroit~ universal~noe rexenie (6), pri izvestnom “minimal~nom” rexenii (8) (t^0_1, . . ., t^0_m).

Zametim, qto acikliqeskiæ napravlennyæ graf (V, R) (podgraf G) zadaet na x_1, . . . , x_m, a znaqit i na S_1, . . . , S_m, qastiqnyæ porØdok (sm. razdel 4). Budem perebirat~ S_1, . . . , S_m v fftom porØdke i posledovatel~no stroit~ (Q_1, . . . , Q_m) – rexenie (6): dlØ kaßdoæ sledu¸weæ neizvestnoæ S_i libo t^0_i = 0, togda Q_i := Λ, libo dlØ nekotorogo j, dlØ kotorogo stroka Q_j uße postroena, v (8) est~ uravnenie

a_k + x_j ≤ b_k + x_i,

VERHNIE OCENKI VYSOTY TERMOV 67 priqem sootvetstvu¸waØ fftomu neravenstvu duga grafa G vhodit v R, i stalo byt~ ( lemma 4.11) a_k + t^0_j = b_k + t^0_i . V poslednem sluqae v (7) est~ neravenstvo A_kS_j ≤ B_kS_i. Esli B_k ≰ A_kQ_j, to u (7) rexeniØ net. V protivnom sluqae, Q_i opredelØetsØ iz ravenstva A_kQ_j P B_kQ_i edinstvennym obrazom (toqnee, Q_i opredelØetsØ edinstvennym obrazom iz neravenstva

A_kQ_j ≤ B_kQ_i pri izvestnom Q_j i uslovii |A_k| + |Q_j| = |B_k| + |Q_i|). Tak my polnost~¸ opredelim nabor (Q_1, . . . , Q_m). Esli fftot

nabor ne ØvlØetsØ rexeniem (6), to (6) ne imeet rexeniØ.

Takim obrazom my libo opredelim nerazreximost~ (6), libo postroim rexenie (6) (Q_1, . . . , Q_m) takoe, qto |Q_i| = t^0_i . Tak kak takoe rexenie edinstvenno, ono i ØvlØetsØ universal~nym rexeniem (6).

§6. “Poqti odnomestnaØ” kvaziunifikaciØ. Neformal~noe opisanie

Pust~ trebuetsØ rexit~ zadaqu kvaziunifikacii dlØ par ter- mov ⟨g^{q1} (s^1, . . . , s^1_{q1} ), g^{q1} (t^1, . . ., t^1_{q1} )⟩, . . . , ⟨g^{qp} (s^p_1 , . . . , s^p_{qp} ), g^{qp} (t^p_1, . . . , t^p_{qp} )⟩, gde g^q – q-mestnyæ funkcional~nyæ znak, i vse s^j_i i t^j_i soderßat tol~ko neizvestnye i odnomestnye funkcional~nye znaki. Budem nazyvat~ taku¸ sistemu (i sootvetstvu¸wu¸ zadaqu kvaziunifikacii) poqti odnomestnoæ.

Neobhodimo naæti podstanovki σ, δ_1, . . . ,δ_p takie, qto dlØ k =

1...p vypolnØetsØ grafiqeskoe ravenstvo: g^{qk} (s^k_1 , . . . , s^k_{qk} )σδ_k = g^{qk} (t^k_1 , . . . , t^k_{qk} )σ. (9) ˚sno, qto ravenstvo (9) ffkvivalentno sledu¸weæ sisteme ravenstv:

s^k_1 σδ_k = t^k_1 σ . . . s^k_{qk} σδ_k = t^k_{qk} σ. (10)

Ob¨edinØØ ffti sistemy dlØ vseh k = 1..p, poluqaem sistemu v termah iz q_1 + · · · + q_p uravneniæ.

68 V. B. ȷIȷKUN

Ispol~zuØ modifikacii opredeleniØ terma i podstanovki iz predyduwego razdela, my moßem postroit~ ffkvivalentnu¸ sistemu v slovah i simvolah:

A^k_l S(X_ik_l )D_k(s(X_ik_l )) P B^k_l S(X_jk_l )

d_k(s(X_ik_l )) = s(X_jk_l ) k = 1..p, l = 1..q_k. (11)

My budem govorit~, qto uravneniØ (11) s verhnimi indeksami k dlØ nekotorogo k obrazu¸t k-¸ gruppu.

Osnovnoe otliqie fftoæ sistemy ot sistemy (5) v tom, qto podstanovka (D_k, d_k) obwaØ dlØ vseh uravneniæ k-æ gruppy, togda kak v (5) ffti podstanovki byli razliqny dlØ vseh uravneniæ.

DlØ udobstva oboznaqim n := q_1 + · · · + q_p i smenim numeraci¸ uravneniæ i neizvestnyh v sisteme: zamenim A^k_l na A_{Qk +l}, B^k_l na

B_{Qk +l}, i^k_l na i_{Qk+l}, j^k_l na j_{Qk +l}, gde Q_k =^{k−1} ∑ i=1 q_i. Oqevidno, teper~

r-e uravnenie prinadleßit k-æ gruppe togda i tol~ko togda, kogda Q_k < r ≤ Q_{k+1}.

Sistema (11) posle pereoboznaqeniæ vyglØdit tak:

A_1S(X_{i1} )D_1(s(X_{i1} )) P B_1S(X_{j1} ) . . . A_nS(X_{in} )D_p(s(X_{in} )) P B_nS(X_{jn} )

d_1(s(X_{i1} )) = s(X_{j1} ) . . . d_p(s(X_{in} )) = s(X_{jn} ).

(12)

DlØ svedeniØ sistemy (12) k sisteme uravneniæ v slovah my rassmotrim simvol~nu¸ qast~ fftoæ sistemy, t.e. uravneniØ nad simvolami:

d_1(s(X_{i1} )) = s(X_{j1} ) . . . d_p(s(X_{in} )) = s(X_{jn} ).

(13)

Tak kak d_k dlØ k = 1..p moßet uqastvovat~ bolee qem v odnom uravnenii (13), my ne moßem postupit~ tak ße, kak v odnomestnom sluqae, prosto poloßiv s(X_i) := X_i i d_k(s(X_{it} )) := s(X_{jt} ).

VERHNIE OCENKI VYSOTY TERMOV 69 My postroim otnoxenie ffkvivalentnosti “≃” na X_1, . . . , X_m takoe, qto X_i ≃ X_j togda i tol~ko togda, kogda neobhodimym usloviem dlØ rexeniØ sistemy (13) ØvlØetsØ s(X_i) = s(X_j ). Teper~

X_1, . . . , X_m razbiva¸tsØ na f klassov ffkvivalentnosti po “≃”.

Postroiv s^∗ tak, qtoby s^∗(X_i) = s^∗(X_j ) ⇐⇒ X_i ≃ X_j i opredeliv

d^∗_1, . . ., d^∗_p iz sistemy (13), my pokaßem, qto moßno ograniqit~-

sØ poiskom rexeniæ (12), simvol~naØ qast~ kotoryh sovpadaet s (s^∗, d^∗_1, . . . , d^∗_p).

PodstavlØØ naædennoe nami s^∗ v (12) i vvodØ sootvetstvu¸- wie oboznaqeniØ, my poluqim sledu¸wu¸ sistemu uravneniæ v slovah:

A_1S_{i1} D_{k1} P B_1 S_{j1} . . . A_nS_{in} D_{kn} P B_nS_{jn} (14)

dlØ neizvestnyh S_i, D_k s konstantnymi strokami A_1, . . . , A_n, B_1,

. . . , B_n. DlØ naqala, privedem sistemu (14) k vidu, kogda A_i P Λ

dlØ i = 1..n. DlØ fftogo rexim bolee slabu¸ sistemu neravenstv:

A_1S_{i1} ≤ B_1S_{j1} , . . . A_nS_{in} ≤ B_nS_{jn} (15)

Sistemy takogo vida my rexali pri rassmotrenii odnomestnoæ kvaziunifikacii. Pust~ ( ~S_1, . . . , ~S_n) – rexenie (15). Podstaviv v (14) vyraßeniØ ~S_iT_i vmesto S_i (zdes~ T_1, . . . , T_m – novye neizvestnye) i vypolniv stavxie posle fftogo vozmoßnymi sokraweniØ, my poluqim sistemu v privedennoæ forme:

T_{i1} D_{k1} P P_1T_{j1} . . . T_{in} D_{kn} P P_nT_{jn} (16)

s neizvestnymi T_i i D_k.

Dalee my budem rexat~ (16) iterativno, poluqaØ na kaßdom xage sistemu v privedennoæ forme s men~xim qislom neizvestnyh i uravneniæ: my pokaßem, qto ffto vsegda moßno sdelat~, esli v sisteme naædutsØ dva uravneniØ s odnim i tem ße D_k v levoæ qasti. Takim obrazom, process uproweniØ sistemy ostanovitsØ, kogda v uravneniØh (16) vse D_k budut razliqny. Teper~

70 V. B. ȷIȷKUN zametim, qto pri fftom uslovii oqevidnym universal~nym rexeniem (16) budet nabor T_i i D_k takoæ, qto T_i P Λ i D_{kt} P P_t. Tak kak pri poluqenii kaßdoæ novoæ sistemy my vypolnØem vpolne konkretnye deæstviØ (a imenno, podstanovki neizvestnyh), to universal~noe rexenie ishodnoæ sistemy odnoznaqno vosstanavlivaetsØ po fftomu naboru.

V sledu¸wem razdele privoditsØ formal~noe opisanie fftih xagov i ocenki vysoty poluqennogo rexeniØ. V qastnosti, budet dokazan sledu¸wiæ rezul~tat:

Utverßdenie. DlØ ime¸weæ rexenie poqti odnomestnoæ zadaqi

kvaziunifikacii U suwestvuet universal~noe rexenie σ i sootvetstvu¸wie emu podstanovki δ_1, . . . , δ_p takie, qto:

h[σ] ≤ δ[U](2^tm − 1), h[δ_k] ≤ δ[U]2^tm, k = 1..p. gde m – koliqestvo neizvestnyh, p – koliqestvo uravneniæ, n = q_1 + · · ·+ q_p, t = min{m − 1, n − p}, δ[U] – veliqina, ne prevoshodØwaØ maksimal~noæ vysoty termov v U.

§7. “Poqti odnomestnaØ” kvaziunifikaciØ Rassmotrim simvol~nu¸ qast~ sistemy (12), t.e. sistemu

d_1(s(X_{i1} )) = s(X_{j1} ) . . . d_p(s(X_{in} )) = s(X_{jn} ).

(17)

My postroim “simvol~nye” podstanovki s^∗, d^∗_1, . . . , d^∗_p takie, qto esli (12) razrexima, to suwestvuet universal~noe rexenie (12) s takimi podstanovkami.

IshodØ iz (17), postroim na X_1, . . . , X_m otnoxenie ffkvivalentnosti “≃” po sledu¸wim pravilam: 1. X_i = X_j X_i ≃ X_j 2. X_{il} ≃ X_{ir} , Q_k < l ≤ Q_{k+1}, Q_k < r ≤ Q_{k+1} X_{jl} ≃ X_{jr} 3. X_i ≃ X_j , X_j ≃ X_k X_i ≃ X_k

VERHNIE OCENKI VYSOTY TERMOV 71

Lemma 7.1. Esli s, d1, . . . , dp – rexenie (17) i Xi ≃ Xj , to s(Xi) =

s(X_j ).

Dokazatel~stvo. Budem dokazyvat~ po indukcii po dline vyvoda otnoxeniØ X_i ≃ X_j . Baza sootvetstvuet pravilu 1: esli

X_i = X_j, to, oqevidno, s(X_i) = s(X_j ).

Pust~ poslednim pri vyvode primenØlos~ pravilo 2. Znaqit dlØ nekotoryh l i r X_i = X_{jl} , X_j = X_{jr} i naædetsØ k takoe, qto

Q_k < l, r ≤ Q_{k+1}. �to znaqit, qto l-e i r-e uravneniØ prinadleßat

k-æ gruppe: . . . d_k(s(X_{il} )) = s(X_{jl} ) . . . d_k(s(X_{ir} )) = s(X_{jr} ) . . . Po indukcionnomu predpoloßeni¸ s(X_{il} ) = s(X_{ir} ), znaqit

s(X_i) = s(X_{jl} ) = d_k(s(X_{il} )) = d_k(s(X_{ir} )) = s(X_{jr} ) = s(X_j ).

DlØ pravila 3 indukcionnyæ perehod oqeviden. � VernemsØ k rexeni¸ sistemy (12).

Pust~ postroennoe nami otnoxenie “≃” razbivaet mnoßestvo

X_1, . . . , X_m na f klassov ffkvivalentnosti Φ_1, . . . , Φ_f . Oqevidno, f ≤ m. Poloßim s^∗(X_l) = X_r , esli X_l ∈ Φ_r . Krome togo, poloßim d^∗_k(X_l) = s^∗(X_{jr} ), esli X_{ir} ∈ Φ_l i r-e uravnenie prinadleßit k-æ

gruppe. Korrektnost~ poslednego opredeleniØ trebuet dokazatel~stva:

Lemma 7.2. Esli dlØ nekotoryh l, r i q Xi_r ∈ Φl i Xi_q ∈ Φl, pri-

qem r-e i q-e uravneniØ prinadleßat odnoæ gruppe, to s^∗(X_{jr} ) = s^∗(X_{jq} ). Dokazatel~stvo. Iz usloviØ sleduet, qto Xi_r ≃ Xi_q i naædetsØ k takoe, qto Q_k < i_r , i_q ≤ Q_{k+1}. Togda po pravilu 2 postroeniØ “≃” zakl¸qaem, qto X_{jr} ≃ X_{jq} , stalo byt~ s^∗(X_{jr} ) = s^∗(X_{jq} ). � Teorema 7.1. Pust~ (S, s, D1, d1, . . . , Dp, dp) – rexenie sistemy

(12). Togda moßno postroit~ S^∗, D^∗_1 , . . . , D^∗_p takie, qto (S^∗, s^∗, D^∗_1 , d^∗_1, . . . , D^∗_p, d^∗_p) – rexenie (12), priqem (S^∗, s^∗) – bolee obwaØ podstanovka, qem (S, s).

Dokazatel~stvo. Opredelim S^∗, D^∗_1 , . . . , D^∗_p sledu¸wim obrazom:

72 V. B. ȷIȷKUN

S^∗(X_k) = S(X_k ) dlØ vseh k = 1..m.

D^∗_k(X_l) = D_k(s(X_r )), gde X_r ∈ Φ_l. �to opredelenie korrektno,

tak kak esli X_r ∈ Φ_l i X_q ∈ Φ_l, to X_r ≃ X_q i, sledovatel~no,

s(X_r ) = s(X_q ).

Podstanovkoæ v (12) ubeßdaemsØ, qto (S^∗, s^∗, D^∗_1 , d^∗_1, . . . , D^∗_p, d^∗_p) – deæstvitel~no rexenie (12). Teper~ pust~ P (X_k) = Λ dlØ vse k i p(X_k) = s(X_l),gde X_l ∈ Φ_k (korrektnost~ pokazyvaetsØ analogiqno). Togda (oboznaqaem “∘” kompozici¸ podstanovok)

(S^∗, s^∗) ∘ (P, p) = (S^∗, s^∗ ∘ p) = (S, s), tak kak esli X_k ∈ Φ_l, to p(s^∗(X_k)) = p(X_l) = s(X_k). To est~, (S^∗, s^∗) – bolee obwaØ podsta-

novka, qem (S, s). �

Budem iskat~ rexenie (12) pri izvestnyh s^∗, d^∗_1, . . . , d^∗_p. Oboznaqim S_k = S(X_k ), k = 1..m i D_{(r,l)} = D_r (s^∗(X_{iq} )), l = 1..f,

r = 1..p, gde q-e uravnenie prinadleßit r-æ gruppe i X_{iq} ∈ Φ_l

(t.e. s^∗(X_{iq} ) = X_l). Rassmotrim sistemu uravneniæ v slovah s neizvestnymi S_1, . . . , S_m, D_{1,1}, . . . , D_{p,f} :

A_1S_{i1} D_{k1} P B_1S_{j1} . . . A_nS_{in} D_{kn} P B_nS_{jn} , (18)

gde 1 ≤ i_q , j_q ≤ m, a k_q – oboznaqenie dlØ (r_q, l_q), gde 1 ≤ r_q ≤ p i 1 ≤ l_q ≤ f. ˚sno, qto rexiv sistemu (18), my poluqim otobraßeniØ

S^∗, D^∗_1 , . . . , D^∗_p takie, qto (S^∗, s^∗), (D^∗_1 , d^∗_1), . . ., (D^∗_p , d^∗_p) – rexenie

(12). Pri fftom universal~nomu (t.e. samomu korotkomu pokomponentno v smysle otnoxeniØ “≤” dlØ strok) rexeni¸ (18) budet sootvetstvovat~ universal~noe rexenie zadaqi kvaziunifikacii (12). �to moßno pokazat~ tak ße, kak v predyduwem razdele dlØ sluqaØ odnomestnyh funkcional~nyh znakov.

ZaæmemsØ rexeniem sistemy (18).

Lemma 7.3. Pust~ (S1, . . . , Sm, D1,1, . . . , Dp,f ) – rexenie (18). Togda

(S_1, . . . , S_m) – rexenie sistemy neravenstv (7) (sm. razdel 5).

Dokazatel~stvo. Oqevidno iz opredeleniØ otnoxeniØ “≤” dlØ strok. �

Iz lemmy 7.3 sleduet, qto esli (S_1 , . . ., S_m, D_{1,1}, . . . , D_{p,f} ) – rexenie (18) i ~S_1, . . . , ~S_m – universal~noe rexenie (7), to naædutsØ stroki T_1, . . . , T_m takie, qto S_k P ~S_kT_k dlØ k = 1..m. Poffto-

VERHNIE OCENKI VYSOTY TERMOV 73 mu nahoßdenie (S_1, . . . , S_m, D_{1,1}, . . . , D_{p,f} ) svoditsØ k nahoßdeni¸ (T_1, . . . , T_m, D_{1,1}, . . . , D_{p,f} ). ( ~S_1, . . . , ~S_m) – rexenie (7), znaqit naædutsØ stroki P_1, . . ., P_n

takie, qto ( ~S_1 , . . ., ~S_m, P_1, . . ., P_n) – rexenie (6), to est~ A_k ~S_{ik} P_k P

B_k ~S_{jk} . Podstaviv v (18) S_k P ~S_kT_k i ispol~zuØ ravenstva

sistemy (6), my poluqim sistemu v slovah dlØ neizvestnyh

T_1, . . . , T_m, D_{1,1}, . . . , D_{p,f} , kotoraØ posle sokraweniØ sleva (svoæ-

stvo 1 razdela 1) t-go uravneniØ na A_t ~S_{it} , t = 1..n, budet vyglØdet~ tak:

T_{i1} D_{k1} P P_1T_{j1} . . . T_{in} D_{kn} P P_nT_{jn} . (19)

Nazovem sistemu vida (19) sistemoæ v privedennoæ forme, a opisannu¸ proceduru privedeniem sistemy.

Oqevidno, rexenie (18) poluqaetsØ iz rexeniØ (19) pripisyvaniem dlØ vseh k strok ~S_k sleva k T_k.

Zadadim na T_1, . . . , T_m otnoxenie “≃_0” po sledu¸wim pravilam: 1. T_i = T_j T_i ≃_0 T_j 2. T_{il} ≃_0 T_{ir} , k_l = k_r T_{jl} ≃_0 T_{jr} 3. T_i ≃_0 T_j, T_j ≃_0 T_k T_i ≃_0 T_k Lemma 7.4. Ti ≃0 Tj ⇐⇒ Xi ≃ Xj. Dokazatel~stvo. Pust~ Ti ≃0 Tj . Budem dokazyvat~ Xi ≃ Xj po indukcii po dline vyvoda T_i ≃_0 T_j .

Baza: T_i ≃_0 T_j poluqeno primeneniem pravila 1. Togda T_i =

T_j , znaqit i = j, otkuda po pravilu 1 dlØ “≃” poluqaem X_i ≃ X_j . Pust~ vyvod T_i ≃_0 T_j zakanqivaetsØ primeneniem pravila 3.

Togda po indukcii vyvodimy X_i ≃ X_k i X_k ≃ X_j , sledovatel~no, vyvodimo X_i ≃ X_j . Esli ße T_i ≃_0 T_j poluqeno s pomow~¸ 2, to dlØ nekotoryh l i r verno i = j_l i j = j_r . Po indukcionnomu predpoloßeni¸ suwestvuet vyvod X_{il} ≃ X_{ir} i, krome togo, k_l =

k_r, qto oznaqaet, qto l-e i r-e uravneniØ prinadleßat t-æ gruppe

dlØ nekotorogo t, to est~ Q_t < i_l, i_r ≤ Q_{t+1}. Pofftomu moßno, primeniv pravilo 2 dlØ “≃” k dokazannomu X_{il} ≃ X_{ir} poluqit~ X_{jl} ≃ X_{jr} . Pohoßim obrazom dokazyvaem, qto X_i ≃ X_j ⇒ T_i ≃_0 T_j . Baza i indukcionnyæ perehod dlØ pravila 3 poluqa¸tsØ analogiqno. Esli vyvod X_{jl} ≃ X_{jr} zakanqivaetsØ primeneniem pravila 2,

74 V. B. ȷIȷKUN to l-e i r-e uravneniØ prinadleßat t-æ gruppe dlØ nekotorogo t i X_{il} ≃ X_{ir} . Stalo byt~ naædetsØ takoe q (1 ≤ q ≤ f), qto

s^∗(X_{il} ) = s^∗(X_{ir} ) = X_q, a znaqit pri perehode ot (12) k (18)

uravneniØ

A_lS(X_{il} )D_t(s(X_{il} )) P B_lS(X_{jl} ) i A_rS(X_{ir} )D_t(s(X_{ir} )) P B_l S(X_{jr} )

zamenØ¸tsØ na A_lS_{il} D_{t,q} P B_lS_{jl} i A_r S_{ir} D_{t,q} P B_r S_{jr} pofftomu k_l = k_r = (t, q). Krome togo, po indukcionnomu predpoloßeni¸ T_{il} ≃_0 T_{ir} , znaqit my moßem primenit~ pravilo 2 i poluqit~ T_{jl} ≃_0 T_{jr} . � Lemma 7.5. Esli dlØ nekotoryh t i q vypolneno Tt ≃0 Tq i Tt ≠

T_q , to naædutsØ takie l i r, qto i_l = i_r, k_l = k_r, T_{jl} ≃_0 T_{jr} i j_l ≠ j_r.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim vyvod Tt ≃0 Tq . Zamenim v nem vse primeneniØ pravila 2, dlØ kotoryh j_l = j_r (a znaqit, T_{jl} =

T_{jr} ), na primeneniØ pravila 1 dlØ T_{jl} i T_{jr} . Vyvod pri fftom osta-

netsØ korrektnym. V rezul~tate ostanetsØ hotØ by odno primenenie pravila 2, inaqe bylo by T_t = T_q . Voz~mem samoe pervoe iz nih. Pust~ ono imeet vid

T_{il} ≃_0 T_{ir} , k_l = k_r T_{jl} ≃_0 T_{jr} . �kvivalentnost~ T_{il} ≃_0 T_{ir} poluqena tol~ko s pomow~¸ pravil 1 i 3, pofftomu T_{il} = T_{ir} , t.e. i_l = i_r . Krome togo, k_l = k_r i j_l ≠ j_r . Ostalos~ zametit~, qto u nas imeetsØ vyvod T_{jl} ≃_0 T_{jr} . � Lemma 7.6. Esli kl = kr, to Ti_l ≃0 Ti_r .

Dokazatel~stvo. Pust~ kl = kr = (t, q). Po opredeleni¸, Dk_l =

D_t(s^∗(X_{il} )), D_{kr} = D_t(s^∗(X_{ir} )), znaqit s^∗(X_{il} ) = s^∗(X_{ir} ) = X_q , to

est~ X_{il} ≃ X_{ir} , znaqit T_{il} ≃_0 T_{ir} . �

Iz lemmy 7.6 sleduet, qto pravilo 2 dlØ “≃_0” moßno zamenit~ na sledu¸wee bolee sil~noe:

k_l = k_r T_{jl} ≃_0 T_{jr} , odnako lemmu 7.5 udobnee dokazyvat~ imenno dlØ takogo bolee slabogo vyvoda otnoxeniØ “≃_0”.

VERHNIE OCENKI VYSOTY TERMOV 75 Teper~, pust~ dlØ (19) naædutsØ l i r takie, qto k_l = k_r i T_{jl} ≠

T_{jr} . Togda ( lemma 7.6) vypolneno T_{il} ≃_0 T_{ir} i, sledovatel~no,

(pravilo 2 dlØ “≃_0”) vypolneno T_{jl} ≃ T_{jr} . Znaqit ( lemma 7.5), v (19) naædutsØ dva uravneniØ sledu¸wego vida: . . . T_g D_{t,q} P P_{r1} T_{p1} , . . . T_g D_{t,q} P P_{r2} T_{p2} , . . . (20)

Esli (18), a znaqit i (19), razrexima, to naædetsØ takoæ nabor strok (T^∗_1 , . . . , T^∗_m, D^∗_{1,1}, . . . , D^∗_{p,f} ), qto uravneniØ (19) prevrawa¸tsØ v vernye grafiqeskie ravenstva, v qastnosti,

T^∗_g D^∗_{t,q} P P_{r1} T^∗_{p1} i T^∗_g D^∗_{t,q} P P_{r2} T^∗_{p2}

Iz fftogo zakl¸qaem, qto P_{r1} T^∗_{p1} P P_{r2} T^∗_{p2} dlØ l¸bogo rexeniØ (19). Po lemme 4.1, P_{r1} i P_{r2} sravnimy, pust~ dlØ opredelennosti P_{r1} P P_{r2} C dlØ nekotoroæ stroki C. Togda CT^∗_{p1} P T^∗_{p2} . Takim obrazom, v l¸bom rexenii (19) stroka T^∗_{p2} odnoznaqno opredelØetsØ qerez T^∗_{p1} , sledovatel~no, v (19) my moßem vezde zamenit~

T_{p2} na CT_{p1} i rexat~ novu¸ sistemu, v kotoroæ peremennyh budet

na odnu men~xe. Pri fftom rexenie staroæ sistemy oqevidnym obrazom vosstanavlivaetsØ po rexeni¸ novoæ.

Zametim, qto v novoæ sisteme qislo uravneniæ takße budet na edinicu men~xe: odno iz uravneniæ, ukazannyh v (20), moßno ubrat~, tak kak posle podstanovki, vvidu P_{r1} P P_{r2} C, oni budut sovpadat~.

Opisannu¸ proceduru nazovem sokraweniem sistemy (19). Itak, my poluqili novu¸ sistemu, s qislom neizvestnyh i uravneniæ na edinicu men~xe, qem v ishodnoæ. Odnako, poluqennaØ sistema ne nahoditsØ v privedennoæ forme: esli v kakom-to uravnenii staroæ sistemy T_{p2} stoØla v levoæ qasti, to posle procedury sokraweniØ ffto uravnenie budet vyglØdet~ tak:

CT_{p1} D_t0_{,q}0 P P_{r3} T_{p3}

Primeniv proceduru privedeniØ ( lemma 7.3), my poluqim sistemu v privedennoæ forme, to est~ sistemu vida (19).

76 V. B. ȷIȷKUN

Netrudno ubedit~sØ, qto universal~noe rexenie novoæ sistemy budet sootvetstvovat~ universal~nomu rexeni¸ staroæ, i naoborot.

Itak, pust~ u nas est~ privedennaØ sistema U_0, na neizvestnyh kotoroæ zadano otnoxenie “≃_0”. S pomow~¸ sokraweniØ i posledu¸wego privedeniØ my poluqim privedennu¸ sistemu U_1, na neizvestnyh kotoroæ moßno po tem ße, qto i dlØ “≃_0”, pravilam zadat~ otnoxenie “≃_1”.

Zameqanie. My otoßestvlØem neizvestnye Ut i Ut+1, oboznaqaØ ih T_i. Na samom dele T_i iz U_t nahoditsØ s T_i iz U_{t+1} v tom ße otnoxenii, qto i S_i iz (18) s T_i iz (19).

Lemma 7.7. Esli Ti i Tj ØvlØ¸tsØ peremennymi Ut+1, to

T_i ≃_{t+1} T_j ⇐⇒ T_i ≃_t T_j . Dokazatel~stvo. Dopustimyæ vyvod Ti ≃t+1 Tj ØvlØetsØ dopustimym vyvodom T_i ≃_t T_j .

Vyvod T_i ≃_t T_j moßno perestroit~ v vyvod T_i ≃_{t+1} T_j sledu¸- wim obrazom: esli pri sokrawenii proizvodilas~ podstanovka

T_{p2} → CT_{p1} , to zamenim v vyvode vse vhoßdeniØ T_{p2} na vhoßde-

niØ T_{p1} . Esli pri sokrawenii q_1-e uravnenie okazalos~ posle podstanovki sovpada¸wim s q_2-m i bylo vykinuto iz sistemy, to vo vseh primeneniØh pravila 2 dlØ “≃_t” zamenim i_{q1} , j_{q1} , k_{q1} na i_{q2} , j_{q2} , k_{q2} sootvetstvenno. Netrudno videt~, qto v rezul~tate takoæ zameny my poluqim dopustimyæ vyvod T_i ≃_{t+1} T_j . �

Takim obrazom, dlØ U_1 budet spravedlivy lemmy 7.5 i 7.6, a znaqit, opredeleny procedury privedeniØ i sokraweniØ. S ih pomow~¸ my poluqim U_2 s “≃_2” i t.d. Zametim, qto ffti procedury ne mogut primenØt~sØ bolee min{m − 1, n − p} raz, tak kak v (19) vsego lix~ m neizvestnyh i n uravneniæ, priqem v l¸boæ gruppe (a grupp iznaqal~no p) ne moßet ostat~sØ men~xe odnogo uravneniØ (sokrawenie proishodit vsegda po dvum uravneniØm odnoæ gruppy).

Pust~ process ostanovilsØ na sisteme U_t vida (19). Esli v Ut dlØ kakih-to l i r kl = kr, to Ti_l ≃t Ti_r ( lemma 7.6). Esli

T_{il} ≠ T i_r , to po lemme 7.5, sistemu U_t moßno sokratit~, qto

neverno. Znaqit, T_{il} = T_{ir} . Krome togo, t.k. U_t nesokratimaØ i

VERHNIE OCENKI VYSOTY TERMOV 77

k_l = k_r, to T_{jl} = T_{jr} . Pofftomu, esli u U_t est~ rexenie, a ffto sle-

duet iz razreximosti ishodnoæ sistemy, to l-e i r-e uravneniØ sovpada¸t, znaqit odno iz nih moßno vykinut~. Takim obrazom, posle vseh takih vykidyvaniæ (ne menØ¸wih mnoßestvo rexeniæ sistemy) ostanetsØ sistema U_{t+1}, v kotoroæ dlØ vseh l ≠ r vypolneno k_l ≠ k_r. Esli teper~ n^′ – qislo uravneniæ v U_{t+1}, m^′ – qislo neizvestnyh, to moßno tak perenumerovat~ D_{kr} qto U_{t+1} budet vyglØdet~ sledu¸wim obrazom:

T_{i1} D_1 P P_1T_{j1} . . . T_{in}0 D_n0 P P_n0T_{jn}0 .

(21)

Oqevidno, universal~nym rexeniem fftoæ sistemy ØvlØetsØ nabor (T^∗_1 , . . . , T^∗_m0 ) takoæ, qto T^∗_i P Λ, i = 1..m^′. Pri fftom

(D^∗_1 , . . . , D^∗_n0) = (P_1, . . . , P_n0).

Postroim algoritm rexeniØ zadaqi poqti odnomestnoæ kvaziunifikacii (11) i ocenku na vysotu universal~nogo rexeniØ (11) (ili, qto to ße, na dlinu strok universal~nogo rexeniØ (18)).

Budem zapisyvat~ podstanovki v vide {T_1 → C_1, . . . , T_m → C_m}. Pust~ U – sistema vida (18). Procedura OKU(U) (OdnomestnaØ KvaziUnifikaciØ) vozvrawaet:

1. ∅, esli sootvetstvu¸waØ U sistema (7) nerazrexima; 2. podstanovku {S_1 → ~S_1T_1, . . . , S_m → ~S_mT_m}, esli suwestvuet ( ~S_1, . . . , ~S_m) – rexenie sootvetstvu¸weæ sistemy (7). Zdes~

T_1, . . . , T_m – novye neizvestnye.

Procedura Sokratit~Sleva(U) vypolnØet sokrawenie kaßdogo uravneniØ U A_iT_{i1} D_{k1} P B_iT_{j1} na A_i sleva.

Procedura Sokratit~(U, l, r) proizvodit sokrawenie U po l-mu i r-mu uravneniØm i vozvrawaet:

1. (U, ∅), esli ffto nevozmoßno;

2. (U^′, {T_i → CT_j}), esli vozmoßno; zdes~ U^′ – sokrawennaØ sistema i pri sokrawenii podstavlØlos~ CT_j vmesto T_i.

Algoritm 7.1

1. U – sistema vida (18) 2. Σ0 := OKU(U) 3. Esli Σ0 = ∅, to KONEC: rexeniØ net 4. U0 := Sokratit~Sleva (UΣ0)

78 V. B. ȷIȷKUN

5. v := 0 6. Uv – sistema vida (19) s nv uravneniØmi s indeksami i^v_p, j^v_p , k^v_p, p = 1..n_v 7. Poka naædutsØ l ≠ r takie, qto k^v_l = k^v_r i Tjv_l ≠ Tjv_r vypolnØt~ 8. (U^′_{v+1}, Δ^′_{v+1}) := Sokratit~ (Uv, l, r) 9. Esli Δ^′_{v+1} = ∅, to KONEC: rexeniØ net 10. Δ^{′′}_{v+1} := OKU (U^′_{v+1}) 11. Uv+1 := Sokratit~Sleva (U^′_{v+1}Δ^{′′}_{v+1}) 12. Σv+1 := Σv ∘ Δ^′_{v+1} ∘ Δ^{′′}_{v+1} 13. v := v + 1 14. Vse 15. {T1 → Λ, . . . , Tm → Λ} ∘ Σv – rexenie U.

Esli U – sistema vida (18), to oboznaqim δ[U] = max_i [|A_i| − |B_i|]^+

Oqevidno, δ[U] = max_{1≤p≤m} δ[S_p; U], gde δ[S_p; U] oboznaqena veliqina,

vvedennaØ pered Teoremoæ 5.2, vyqislennaØ po sisteme U.

h[Σ_0] ≤ δ[U](m − 1) po Teoreme 5.1.

h[U0] ≤ δ[UΣ0] ≤ δ[U] + h[Σ0] ≤ δ[U]m h[U^′_{v+1}] ≤ 2h[Uv], δ[U^′_{v+1}] ≤ h[Uv]

h[Δ^′_{v+1}] ≤ h[U_v]

DlØ U^′_{v+1}: δ[T_p; U^′_{v+1}] ≠ 0 moßet byt~ tol~ko dlØ odnoæ neizvestnoæ T_p takoæ, qto CT_p bylo podstavleno v U_v vmesto T_q . Priqem, oqevidno, δ[T_p; U_v] ≤ h[U_v]. Pofftomu po Teoreme 5.2:

h[Δ^{′′}_{v+1}] ≤ ∑ p δ[T_p; U^′_{v+1}] ≤ h[U_v].

h[Uv+1] ≤ δ[U^′_{v+1}Δ^{′′}_{v+1}] ≤ δ[U^′_{v+1}] + h[Δ^{′′}_{v+1}] ≤ 2h[Uv].

h[Σ_{v+1}] ≤ h[Σ_v] + h[Δ^′_{v+1}] + h[Δ^{′′}_{v+2}] ≤ h[Σ_v] + 2h[U_v].

Iz h[U_{v+1}] ≤ 2h[U_v] i h[U_0] ≤ δ[U]m zakl¸qaem, qto h[U_v] ≤

2^vδ[U]m. Togda, uqitavaØ, qto h[Σ_0] ≤ δ[U](m−1), poluqaem h[Σ_v] ≤

δ[U](2^vm − 1).

Itak, dokazana sledu¸waØ teorema:

Teorema 7.2. DlØ razreximoæ poqti odnomestnoæ zadaqi kvazi-

unifikacii (11) suwestvuet universal~noe rexenie σ i sootvetstvu¸wie emu podstanovki δ_1, . . . , δ_p takie, qto:

h[σ] ≤ δ[U](2^tm − 1), h[δ_k] ≤ δ[U]2^tm, k = 1..p.

VERHNIE OCENKI VYSOTY TERMOV 79 gde m – koliqestvo neizvestnyh, p – koliqestvo uravneniæ, n = q_1 + · · · + q_p i t = min{m − 1, n − p}.

Dokazatel~stvo. VtoraØ ocenka sleduet iz togo, qto poslednØØ sistema, poluqennaØ v hode raboty algoritma, vyglØdit kak (6). � Literatura

1. G. S. Makanin, Problemy razreximosti uravneniæ v svobodnoæ polugruppe. Mat. sb., 103, No. 2 (1977), 147–236.

2. V. P. Orevkov, Verhnie ocenki udlineniØ vyvodov pri ustranenii seqeniæ. Zap. nauqn. semin. LOMI, bf 176 (1988), 132–146.

3. V. P. Orevkov, Sistemy uravneniæ v termah s podstanovkami. Vopro-

sy kibernetiki. Sloßnost~ vyqisleniæ i prikladnaØ matematiqeskaØ logika. M., Nauka, 1988, 127–148.

4. B. Konev, Upper bound on the height of terms in proofs with cuts. In Proceedings of First-order Theorem Proving–FTP’98 / 2nd International Workshop on First-order Theorem Proving, Vienna, Austria, 1998, 162–172.

5. J. A. Robinson, A machine oriented logic based on resolution principle. J. Assoc.

Comput. Mach, 12 (1965), 23–41.

6. V. P. Orevkov, Complexity of Proofs and Their Transformations in Axiomatic Theories. Amer. Math. Soc., 1991.

7. M. Baaz, Note on the Existence of Most General Semi-Unifiers. Arith., proof theory and comput. complexity, Oxford University Press, 1993, 20–29.

8. M. Baaz, G. Salzer, Semi-Unification and Generalizations of a Particularly Simple Form. Lect. Notes Comp. Sci., 1995, 135–148.

9. A. J. Kfoury, J. Tiuryn, and P. Urzyczyn, The Undecidability of the Semi-Unification Problem. BUCS Tech Report, 1989.

10. P. Pudlák, On a unification problem related to Kreisel’s conjecture. Commentationes Methematicae Universitatis Carolinae, 23, 9 (1988), 551–556. Jijkoun V. Upper bounds on the height of terms in the solution of the semiunification problem.

In this paper we investigate on one decidable case of term semiunification problem, namely when all the functional symbols in the given terms have arity one, except, possibly, for outer symbols of terms, which have no restrictions. We propose an algorithm that builds a most general solution of the semiunification problem, and prove an upper bound on the height of this solution; the upper bound is linear by the height of terms in the given problem. Our method is to reduce the problem for terms to a special system of equations in free semigroups, and then to solve this system.

Postupilo 10 ØnvarØ 2001 g.

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V.A. Steklova RAN

E-mail: valley@pdmi.ras.ru