Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 277, 2001 g.

S. A. Norin

POLINOMIAL^NA˚ NIȷN˚˚ OCENKA DL˚ RAZMERA NEZAVISIMOGO PO

k OTNOSITEL^NO MINIMUMA

MNOȷESTVA PERESTANOVOK

1. Vvedenie

PonØtie nezavisimosti (po k) otnositel~no minimuma dlØ mnoßestv perestanovok bylo vpervye vvedeno v 1998 g. i izuqalos~ v rabotah Brodera [1], a takße Brodera, Qarikara, Mitcenmahera i Friza [2].

Ih issledovaniØ byli motivirovany tem faktom, qto takie mnoßestva neobhodimy dlØ postroeniØ algoritma, ispol~zuemogo na praktike indeksiru¸wimi programmami poiskovoæ sistemy Altavista dlØ vyØvleniØ i fil~trovaniØ identiqnyh i poqti identiqnyh dokumentov.

�ffektivnost~ algoritma, fil~tru¸wego identiqnye dokumenty v Seti, so vremenem priobretaet vse bol~xee znaqenie. S momenta svoego vozniknoveniØ Internet rastet s ffksponencial~noæ skorost~¸ i, estestvenno, v nem vse bol~xe vozrastaet koliqestvo identiqnyh i poqti identiqnyh dokumentov. IssledovaniØ pokazyva¸t (ob fftom, v qastnosti, upominaetsØ v [2]), qto na dannyæ moment okolo 20% dokumentov v Seti ØvlØ¸tsØ dublikatami. Takie dublikaty mogut byt~ lokal~nymi kopiØmi populØrnyh faælov, rezul~tatom deØtel~nosti tak nazyvaemyh “spammerov”, ili ße prosto poØvlØt~sØ vsledstvie oxibok poiskovyh programm. V l¸bom sluqae oni predstavlØ¸t ser~eznu¸ problemu dlØ indeksiru¸wih programm, poskol~ku, vo-pervyh, indeksaciØ dubliru¸wih drug druga dokumentov zatraqivaet resursy i, vo-vtoryh, pol~zovateli kraæne redko byva¸t zainteresovany v poluqenii v otvet na svoi zaprosy ssylok na odinakovye dokumenty.

Tak kak primenenie dlØ opredeleniØ sovpadeniØ dokumentov standartnyh rasstoØniæ meßdu strokami (naprimer, metriki Hffmminga i ee obobweniæ) kraæne neffffektivno, byl vyrabotan 104

POLINOMIAL^NA˚ NIȷN˚˚ OCENKA 105 novyæ podhod k probleme, pri kotorom i ispol~zu¸tsØ nezavisimye (po k) otnositel~no minimuma mnoßestva perestanovok.

Nezavisimye po k otnositel~no minimuma mnoßestva perestanovok takße ispol~zu¸tsØ dlØ rexeniØ qisto teoretiqeskih voprosov, naprimer, dlØ derandomizacii algoritmov [3, 7] rexeniØ zadaqi propozicional~noæ vypolnimosti. Podrobnee sm. stat~¸ [7] (§3) v fftom sbornike.

V processe issledovaniæ Broder i ego kollegi pomimo praktiqeskih zadaq stolknulis~ s rØdom interesnyh teoretiqeskih voprosov, ne na vse iz kotoryh im udalos~ naæti otvety.

PonØtno, qto v svØzi s ispol~zovaniem na praktike kl¸qevymi ØvlØ¸tsØ voprosy mownosti minimal~nyh mnoßestv perestanovok nezavisimyh (po k) otnositel~no minimuma.

Pereædem k osnovnym opredeleniØm.

Opredelenie 1.1 ([2]). Pust~ C ⊆ Sn – mnoßestvo perestano-

vok, na kotorom zadano nekotoroe veroØtnostnoe raspredelenie. Budem nazyvat~ mnoßestvo C nezavisimym otnositel~no minimuma, esli dlØ l¸bogo X ⊆ [1, n] i l¸bogo x ∈ X P r_{π∈C} {min{π(X)} = π(x)} = 1 |X| . Special~no podqerknem, qto svoæstvo nezavisimosti otnositel~no minimuma zavisit ot raspredeleniØ na mnoßestve C.

Uße v [2] byla privedena teorema, da¸waØ ffksponencial~- nu¸ po n nißn¸¸ ocenku na mownost~ mnoßestv perestanovok, nezavisimyh otnositel~no minimuma dlØ ravnomernogo raspredeleniØ.

Teorema 1.2 ([2, teorema 1]). Pust~ F – nezavisimoe otnosi-

tel~no minimuma (dlØ ravnomernogo raspredeleniØ na F) mnoßestvo perestanovok qisel ot 1 do n. Togda |F| ≥ NOK{1, 2, . . ., n}, gde NOK oboznaqaet naimen~xee obwee kratnoe. Sledovatel~no, |F| ≥ e^{n−o(n)}. V 2000 godu Ito, Takei i Xinozaki v rabote [5] skonstruirovali nezavisimoe otnositel~no minimuma (dlØ ravnomernogo raspredeleniØ) mnoßestvo F_n ⊆ S_n, takoe, qto |F| = NOK{1, 2, . . ., n},

106 S. A. NORIN tem samym snØv vopros o mownosti minimal~nyh mnoßestv perestanovok nezavisimyh otnositel~no minimuma.

Drugim ponØtiem, tesno svØzannym s ishodnym, ØvlØetsØ ponØtie mnoßestva perestanovok nezavisimyh po k otnositel~no minimuma. Takie mnoßestva, kak bylo pokazano v [2], pozvolØ¸t proverØt~ dokumenty na naliqie v nih odinakovyh fragmentov, razmera ne prevoshodØwego k.

Opredelenie 1.3 ([2]). Pust~ C ⊆ Sn – mnoßestvo perestano-

vok, na kotorom zadano nekotoroe veroØtnostnoe raspredelenie. Budem nazyvat~ mnoßestvo C nezavisimym po k otnositel~no minimuma, esli dlØ l¸bogo X ⊆ [1, n], takogo, qto 1 ≤ |X| ≤ k, i dlØ l¸bogo x ∈ X P r_{π∈C} {min{π(X)} = π(x)} = 1 |X| . Svoæstvo nezavisimosti po k otnositel~no minimuma takße zavisit ot raspredeleniØ na mnoßestve C.

LuqxaØ izvestnaØ verhnØØ ocenka na mownost~ minimal~nyh mnoßestv perestanovok, nezavisimyh po k otnositel~no minimuma (dlØ ravnomernogo raspredeleniØ) byla poluqena v rabote Ito, Takei i Tarui [4] v 2000 godu i ØvlØetsØ polinomial~noæ po n.

Teorema 1.4 ([4, sledstvie 5.1]). DlØ l¸bogo celogo n ≥ 1, suwe-

stvuet mnoßestvo perestanovok C ⊆ S_n, takoe, qto dlØ ravnomernogo raspredeleniØ na nem mnoßestvo C ØvlØetsØ nezavisimym po k otnositel~no minimuma, i

|C| = O(n^{(1+(1/ ln n))k}NOK{1, 2, . . ., k − 1}) = O(n^{(1+(2/ ln n))k}).

V rabote M. A. Vsemirnova [6] byli poluqeny konstrukcii, uluqxa¸wie ocenki Ito, Takei i Tarui dlØ k = 3, 4 i sdelano predpoloßenie, qto mnoßestva perestanovok nezavisimye po k otnositel~no minimuma, moßno poluqat~, rassmatrivaØ avtomorfizmy (k − 2)-mernyh koneqnyh proektivnyh prostranstv.

Gipoteza 1.5 ([6, gipoteza 2]). Rassmotrim gruppu G = PGL

(k − 1, F_q), deæstvu¸wu¸ na toqkah (k − 2)-mernogo proektivnogo prostranstva P^{k−2}(F_q), gde k ≥ 3. Vvedem na G ravnomernoe raspredelenie. Togda pri nekotoroæ numeracii toqek P^{k−2}(F_q ) gruppa

POLINOMIAL^NA˚ NIȷN˚˚ OCENKA 107 G ØvlØetsØ nezavisimym po k otnositel~no minimuma mnoßestvom perestanovok.

PervaØ netrivial~naØ nißnØØ ocenka na mownost~ minimal~- nyh mnoßestv perestanovok nezavisimyh po k otnositel~no minimuma byla poluqena v [4].

Teorema 1.6 ([4, sledstvie 2.1]). Pust~ k ≥ 3 i C – nezavisimoe

po k otnositel~no minimuma mnoßestvo perestanovok qisel ot 1 do n. Togda |C| ≥ n − 1. V [6] M. A. Vsemirnov uluqxaet fftu ocenku pri k ≥ 4.

Teorema 1.7 ([6]). Pust~ n ≥ k ≥ 4 i C – nezavisimoe po k ot-

nositel~no minimuma mnoßestvo perestanovok qisel ot 1 do n. Togda |C| ≥ 2n − 2. Kak vidno, pri tom, qto luqxaØ dokazanaØ verhnØØ ocenka na mownost~ minimal~nyh mnoßestv perestanovok nezavisimyh po k otnositel~no minimuma imeet porØdok O(n^k), nailuqxie iz izvestnyh ranee nißnih ocenok byli lineæny po n.

Osnovnym rezul~tatom nastoØweæ raboty ØvlØetsØ sledu¸- waØ teorema.

Teorema 1.8. Pust~ C – nezavisimoe po k otnositel~no minimu-

ma (dlØ nekotorogo veroØtnostnogo raspredeleniØ) mnoßestvo perestanovok qisel ot 1 do n. Togda |C| ≥ ( n − 1 ⌊^{k−1}_2 ⌋ ) .

2. Dokazatel~stvo osnovnoæ teoremy

S fftogo momenta my budem sqitat~, qto nam dano C – mnoßestvo perestanovok qisel ot 1 do n s zadannym na nem nekotorym raspredeleniem. Priqem dlØ dannogo raspredeleniØ mnoßestvo C ØvlØetsØ nezavisimym po k otnositel~no minimuma. Vezde dalee veroØtnosti i matematiqeskie oßidaniØ vyqislØ¸tsØ dlØ fftogo raspredeleniØ.

108 S. A. NORIN

Vvedem sledu¸wie udobnoe oboznaqeniØ. Mnoßestvo celyh qisel ot 1 do n budem oboznaqat~ qerez [1, n]. Pust~ z ∈ [1, n], X ⊆ [1, n], π ∈ S_n. Budem pisat~ π(X) = {π(x)|x ∈ X}, π(z) < π(X), esli ∀x ∈ X(π(z) < π(x)), π(z) > π(X), esli ∀x ∈ X(π(z) > π(x)). Sledu¸waØ kl¸qevaØ lemma dast nam poleznoe dlØ raboty s nezavisimymi otnositel~no minimuma po k mnoßestvami perestanovok toßdestvo. Lemma 2.1. Pust~ X, Y ⊂ [1, n], X ∩ Y = ?, |X| + |Y | ≤ k − 1, z ∈ [1, n]\(X ∪ Y ). Togda Pr ( π(X) < π(z) < π(Y ) ) = |X|! · |Y |! (|X| + |Y | + 1)! Dokazatel~stvo. IndukciØ po |X|.

Baza: |X| = 0. Tak kak |Y | + 1 ≤ k, to iz opredeleniØ nezavisimogo otnositel~no minimuma po k mnoßestva perestanovok sleduet, qto Pr ( π(z) < π(Y ) ) = Pr ( min{π({z} ∪ Y )} = π(z)) = 1 |Y | + 1 . (1)

Dokazatel~stvo bazy zaverxaet trivial~noe toßdestvo 1 |Y | + 1 = 0! · |Y |! (0 + |Y | + 1)! . Indukcionnyæ perehod. Pust~ utverßdenie lemmy dokazano pri |X| < l, dokaßem ego pri |X| = l. Tak kak dlØ fiksirovannoæ perestanovki π uslovie π(z) < π(Y ) ravnosil~no tomu, qto suwestvuet rovno odno podmnoßestvo A ⊆ X takoe, qto π(A) < π(z) < π(Y ∪ (X\A)), to my moßem proizvecti sledu¸wu¸ seri¸ preobrazovaniæ (zdes~ i dalee ind oboznaqaet indikator

POLINOMIAL^NA˚ NIȷN˚˚ OCENKA 109 sobytiØ): Pr ( π(z) < π(Y ) ) = = ∑ π∈C Pr(π) · ind(π(z) < π(Y )) = = ∑ π∈C Pr(π) ∑ A⊆X ind(π(A) < π(z) < π(Y ∪ (X\A))) = = ∑ A⊆X ∑ π∈C Pr(π) · ind(π(A) < π(z) < π(Y ∪ (X\A))) = = ∑ A⊆X Pr ( π(A) < π(z) < π(Y ∪ (X\A)) ) . Sledovatel~no, Pr ( π(X) < π(z) < π(Y ) ) = = Pr ( π(z) < π(Y ) ) − ∑ A⌊X Pr ( π(A) < π(z) < π(Y ∪ (X\A)) ) . (2)

Pust~ |Y | = m. Soglasno (1) Pr ( π(z) < π(Y ) ) = 1 m + 1

. (3)

Po predpoloßeni¸ indukcii dlØ l¸bogo A $ X Pr ( π(A) < π(z) < π(Y ∪ (X\A)) ) = |A|! · (m + l − |A|)! (m + l + 1)! . Preobrazuem summu v pravoæ qasti toßdestva (2) ∑ A⌊X Pr ( π(A) < π(z) < π(Y ∪ (X\A)) ) =

= l−1∑ i=0 ∑ A:|A|=i i! · (m + l − i)! (m + l + 1)! =

= l−1∑ i=0 ( l i ) i! · (m + l − i)! (m + l + 1)! =

110 S. A. NORIN = l−1∑ i=0 l! i! · (l − i)! · i! · (m + l − i)! (m + l + 1)! =

= l−1∑ i=0 (m + l − i)! m! · (l − i)! · m! · l! (m + l + 1)! =

= m! · l! (m + l + 1)! l−1∑ i=0 ( m + l − i m ) . Vospol~zuemsØ horoxo izvestnym kombinatornym toßdestvom l∑ i=0 ( m + l − i m ) = ( m + l + 1 m + 1 )

i prodolßim preobrazovaniØ: m! · l! (m + l + 1)! l−1∑ i=0 ( m + l − i m ) =

= m! · l! (m + l + 1)! (_l∑ i=0 ( m + l − i m ) − ( m m )) = = m! · l! (m + l + 1)! (( m + l + 1

m + 1 ) − 1 ) = = m! · l! (m + l + 1)! · (m + l + 1)! (m + 1)! · l! − m! · l! (m + l + 1)! = = 1 m + 1 − m! · l! (m + l + 1)! . Itak, ∑ A⊆X,A≠X Pr ( π(A) < π(z) < π(Y ∪ (X\A)) ) = = 1 m + 1 − m! · l! (m + l + 1)!

. (4)

PodstavlØØ (3) i (4) v (2), poluqaem Pr ( π(X) < π(z) < π(Y ) ) = = 1 m + 1 − ( 1 m + 1 − m! · l! (m + l + 1)! ) = = m! · l! (m + l + 1)! ,

POLINOMIAL^NA˚ NIȷN˚˚ OCENKA 111 zaverxaØ dokazatel~stvo perehoda i lemmy. �.

My budem rassmatrivat~ dva sluqaØ – qetnoe i neqetnoe k. Snaqala rassmotrim sluqaæ neqetnogo k. Pust~ k = 2r + 1.

Postroim semeæstvo sluqaænyh veliqin, otobraßa¸wih C v C .

DlØ l¸byh i_1, i_2, . . . , i_r ∈ N, takih, qto 1 < i_1 < i_2 < · · · < i_r ≤ n, budem otoßdestvlØt~ (kompleksnoe) prostranstvo vektorov, koordinaty kotoryh zanumerovany podmnoßestvami I ⊆ {i_1, . . ., i_r }, s prostranstvom C^{2r} . DlØ l¸bogo a ∈ C^{2r} opredelim otobraßenie X^a_{i1,...,ir} : C −→ C , sledu¸wim obrazom: X^a_{i1,...,ir} (π) = a_I , gde I = {i ∈ {i_1, . . . , i_r}|π(i) < π(1)}, t. e. π(I) < π(1) < π({i_1, . . . , i_r}\I). Vvedem oboznaqeniØ: I_0 = {i_1, . . . , i_r}, J_0 = {j_1, . . . , j_r}. Lemma 2.2. DlØ l¸byh i1, i2, . . ., ir, j1, j2, . . . , jr ∈ N, takih, qto

1 < i_1 < i_2 < · · · < i_r ≤ n, 1 < j_1 < j_2 < · · · < j_r ≤ n, i dlØ l¸byh a, b ∈ C^{2r} vypolnØetsØ ravenstvo E^[X^a_{i1,...,ir} · X^b_{j1,...,jr}^] =^∑ I⊆I0, J⊆J0 J∩(I0\I)= I∩(J0\J)=

|I ∪ J|! · |(I_0\I) ∪ (J_0\J)|! (|I_0 ∪ J_0| + 1)! a_I b_J .

Dokazatel~stvo. E^[X^a_{i1,...,ir} · X^b_{j1,...,jr}^] =^∑_{π∈C} Pr(π) · X^a_{i1,...,ir} (π) · X^b_{j1,...,jr} (π) = = ∑ I⊆I0, J⊆J0 Pr{(π(I) < π(1) < π(I_0\I)) ∧ (π(J) < π(1) < π(J_0\J)}·a_I b_J =

= ∑ I⊆I0,J⊆J0 Pr{π(I ∪ J) < π(1) < π((I_0\I) ∪ (J_0\J))} · a_I b_J . (5)

Esli (I ∪ J) peresekaetsØ s ((I_0\I) ∪ (J_0\J)) , to oqevidno, qto Pr{π(I ∪ J) < π(1) < π((I_0\I) ∪ (J_0\J))} ravnØetsØ nul¸. Esli ße

112 S. A. NORIN (I ∪J) i ((I_0\I)∪(J_0\J)) ne pereseka¸tsØ, to my moßem vyqislit~ fftu veroØtnost~ po lemme 2.1. A imenno, tak kak |(I ∪ J)| ∪ (I_0 \ I) ∪ (J_0 \ J)| = |I_0 ∪ J_0| 6 2t = k − 1, to Pr{π(I ∪ J) < π(1) < π((I_0\I) ∪ (J_0\J))} = = |I ∪ J|! · |(I_0\I) ∪ (J_0)\J)|! (|I_0 ∪ J_0| + 1)! (6) Tak kak (I ∪ J) ne peresekaetsØ s ((I_0\I) ∪ (J_0\J)) togda i tol~ko togda, kogda J ∩ (I_0\I) = ? i I ∩ (J_0\J) = ?, to podstavlØØ (6) v (5), poluqaem neobhodimoe ravenstvo. �

Opredelim vektor d ∈ C^{2r} sledu¸wim obrazom: d = 1, d_I = 0, dlØ vseh I ⊆ I_0, takih, qto I ≠ ?.

Lemma 2.3. DlØ l¸byh j1, j2, . . . , jr ∈ N, takih, qto 1 < j1 < j2 <

· · · < j_r ≤ n, suwestvuet vektor γ ∈ C^{2r} , takoæ, qto dlØ l¸byh i_1, i_2, . . . , i_r ∈ N, 1 < i_1 < · · · < i_r ≤ n vypolnØetsØ sledu¸wee ravenstvo E^[X^d_{i1,...,ir} · X^γ_{j1,...,jr}^] = { 1, esli I_0 = J_0, 0, esli I_0 ≠ J_0, gde, kak i vyxe, I_0 = {i_1, . . . , i_r}, J_0 = {j_1, . . ., j_r}.

Dokazatel~stvo. Ispol~zuØ lemmu 2.2 i tot fakt, qto pri pod-

sqete matematiqeskogo oßidaniØ nenulevymi budut lix~ slagaemye soderßawie d, (t. e. te, gde I = ?), imeem: E^[X^d_{i1,...,ir} · X^γ_{j1,...,jr}^] =^∑ J⊆J0 J∩I0= |J|! · |I_0 ∪ (J_0\J)|! (|I_0 ∪ J_0| + 1)!

· γ_J . (7)

Poloßim K_0 = I_0 ∩ J_0. Legko videt~, qto J ∩ I_0 = J ∩ K_0. (8) Krome togo, |I_0 ∪ J_0| = |I_0| + |J_0| − |K_0| = 2r − |K_0|. (9) Takße dlØ l¸bogo J ⊆ J_0, takogo, qto J ∩ I_0 = ?, imeem |I_0 ∪ (J_0\J)| = |I_0 ∪ J_0| − |J| = 2r − |K_0| − |J|. (10)

POLINOMIAL^NA˚ NIȷN˚˚ OCENKA 113 Ispol~zuØ (8), (9) i (10), preobrazuem pravu¸ qast~ (7): ∑ J⊆J0 J∩I0= |J|! · |I_0 ∪ (J_0\J)|! (|I_0 ∪ J_0| + 1)!

· γ_J = ∑ J⊆J0 J∩K0= |J|! · (2r − |K_0| − |J|)! (2r + 1 − |K_0|)! · γ_J .

Teper~ legko videt~, qto γ nahoditsØ iz sistemy uravneniæ sledu¸wego vida: ∑ J⊆J0 J∩K0= |J|! · (2r − |K_0| − |J|)! (2r + 1 − |K_0|)!

· γ_J = { 1, esli K_0 = J_0,

0, esli K_0 ≠ J_0,

(11)

i naxa zadaqa svoditsØ k dokazatel~stvu razreximosti fftoæ sistemy.

�ti uravneniØ ne zavisØt ot I_0, a lix~ ot K_0. K_0 moßet byt~ l¸bym podmnoßestvom J_0. Takim obrazom, imeetsØ sistema iz 2^r lineænyh uravneniæ otnositel~no 2^r (kompleksnyh) neizvestnyh γ_J , gde J ⊆ J_0.

Zanumeruem uravneniØ podmnoßestvami iz J_0 takim obrazom, qtoby uravnenie (11) imelo nomer (K_0). Budem govorit~, qto peremennaØ γ_J ØvlØetsØ peremennoæ ranga |J|, a uravnenie s nomerom (K_0) – uravneniem ranga r − |K_0|.

Dokaßem indukcieæ po s (s ∈ [0, r]) sledu¸wee utverßdenie: suwestvuet nabor {γ_J ∈ C | J ⊆ J_0, |J| ≤ s} udovletvorØ¸wiæ vsem tem uravneniØm iz sistemy (11), rang kotoryh ne prevoshodit s. Legko videt~, qto v uravneniØ ranga s s nenulevymi kofffficientami vhodØt tol~ko peremennye ranga ne prevoshodØwego s, tak qto naxe utverßdenie osmyslenno.

Baza: s = 0. Edinstvennoe uravnenie ranga 0 – ffto uravnenie (J_0): 1 r + 1 · γ = 1 Qislo γ = r + 1 udovletvorØet uslovi¸ bazy.

Indukcionnyæ perehod. Naædem nabor, udovletvorØ¸wiæ sformulirovannomu uslovi¸ pri s = s_0, esli dlØ s = s_0 − 1 takoæ nabor uße naæden.

Pust~ {γ_J ∈ C | J ⊆ J_0, |J| ≤ s_0 − 1} – naædennyæ po predpoloßeni¸ indukcii nabor, udovletvorØ¸wiæ vsem uravneniØm vseh rangov, ne prevoshodØwih s_0 − 1. Naædem {γ_J ∈ C | J ⊆ J_0, |J| = s_0}

114 S. A. NORIN tak, qtoby udovletvorØlis~ takße i uravneniØ ranga s_0. Otmetim, qto v uravnenie (K_0) s nenulevymi kofffficientami vhodØt te i tol~ko te γ_J , dlØ kotoryh J ∩K_0 = ?. T. e. v kaßdom uravnenii ranga s_0 prisutstvuet s nenulevym kofffficientom rovno odna peremennaØ ranga s_0, a imenno γ_{J0\K0} , a vse ostal~nye vhodØwie v ffto uravnenie s nenulevymi kofffficientami peremennye ime¸t rang men~xiæ s_0. Krome togo, dlØ l¸bogo J ⊆ J_0, |J| = s_0 peremennaØ γ_J prisutstvuet s nenulevym kofffficientom rovno v odnom uravnenii ranga s_0, a imenno v uravnenii (J_0\J).

Takim obrazom, my moßem naæti trebuemyæ nabor po sledu- ¸wim formulam:

γ_J = − ( ∑ J0_{⊆J0} J0_{∩(J0\J)=} J0_{≠J}

|J^′|! · (r + s_0 − |J^′|)!

(r + 1 + s_0)! · γ_J0 ) · ( |J|! · (r + s_0 − |J|)! (r + 1 + s_0)! )_{−1} ,

qto zaverxaet dokazatel~stvo perehoda. OstaetsØ zametit~, qto pri s = r dokazannoe nami po indukcii utverßdenie ffkvivalentno utverßdeni¸ lemmy. �

Sledstvie 2.4. Pust~ S = ∑ i1,i2,...,ir∈⨂ 1<i1<i2<···<ir≤n c_{i1...ir} X^d_{i1...ir} .

Togda dlØ l¸byh j_1, j_2, . . . , j_r ∈ N, 1 < j_1 < j_2 < · · · < j_r ≤ n, suwestvuet vektor γ ∈ C^{2r} , takoæ, qto E^[S · X^γ_{j1,...,jr}^] = cj_1...j_r . Dokazatel~stvo. Naædem vektor γ ∈ C^{2r} , udovletvorØ¸wiæ

lemme 2.3. On budet nam podhodit~. Deæstvitel~no, dlØ nego vypolnØetsØ sledu¸wee ravenstvo: E^[ci_1...i_r X^d_{i1,...,ir} · X^γ_{j1,...,jr}^] = { c_{j1...jr} , esli I_0 = J_0,

0, esli I_0 ≠ J_0.

OstaetsØ lix~ sloßit~ takie ravenstva dlØ vseh naborov 1 < i_1 < i_2 < · · · < i_r ≤ n. �

POLINOMIAL^NA˚ NIȷN˚˚ OCENKA 115

Sledstvie 2.5. Mnoßestvo sluqaænyh veliqin {X^d_{i1,...,ir} | 1 < i1 <

i_2 < · · · < i_r ≤ n} ØvlØetsØ lineæno nezavisimym nad C .

Dokazatel~stvo. Pust~ S = ∑ 1<i1<i2<···<ir≤n c_{i1...ir} X^d_{i1...ir} = 0. Nam neobhodimo dokazat~, qto dlØ l¸byh i_1, i_2, . . . , i_r ∈ N, takih, qto 1 < i_1 < i_2 < · · · < i_r ≤ n, kofffficient c_{i1...ir} raven 0.

Po sledstvi¸ 2.4 dlØ l¸byh 1 < i_1 < i_2 < · · · < i_r ≤ n suwestvuet vektor γ ∈ C^{2r} , takoæ, qto E^[S · X^γ_{j1,...,jr}^] = cj_1...j_r . No E [ S ·X^γ_{j1,...,jr} ] = 0, tak kak S = 0. T. e. dlØ l¸byh j_1, j_2, . . . , j_r ∈

N, takih, qto 1 < j1 < j2 < · · · < jr ≤ n, kofffficient cj_1...j_r raven

0, qto i trebovalos~. �

Sledstvie 2.6. Pust~ k neqetno, a mnoßestvo C takoe ße, kak

i v teoreme 1.8. Togda |C| ≥ (_{n−1} r ) . Dokazatel~stvo. Deæstvitel~no, v nabore {X^d_{i1,...,ir} |1 < i1 < i2 < · · · < i_r ≤ n} vsego (_{n−1} r ) sluqaænyh veliqin otobraßa¸wih C v

C . I tak kak X^d_{i1,...,ir} moßno sqitat~ vektorami s |C| kompleksny-

mi koordinatami, oni ne mogli by byt~ lineæno nezavisimymi, esli by mownost~ C byla by men~xe (_{n−1} r ) . � Tak kak (_{n−1} r ) = (_{n−1} ⌊ k�1_{2 ⌋} ) , to ffto dokazyvaet teoremu 1.8 v sluqae neqetnogo k. Sluqaæ ße qetnogo k trivial~no iz nego sleduet, tak kak C, ØvlØØs~ nezavisimym po k otnositel~no minimuma, ØvlØetsØ takße i nezavisimym po k − 1 otnositel~no minimuma mnoßestvom perestanovok. Pofftomu moßno vzØt~ r =^{k−2}_2 = ⌊^{k−1}_2 ⌋ i primenit~ sledstvie 2.6 k k − 1, qto daet trebuemu¸ ocenku i dlØ qetnogo k. Takim obrazom my zaverxaem dokazatel~stvo teoremy 1.8.

Literatura

1. A. Z. Broder, On the Resemblance and Containment of Documents. Proc. of Compression and Complexity of Sequences (1998), pp. 21–29.

2. A. Z. Broder, M. Charikar, A. M. Frieze, and M. Mitzenmacher, Min-Wise Independent Permutations. Proc. of the 30th Annual ACM Symposium on Theory of Computing (1998), pp. 327–336.

116 S. A. NORIN

3. A. Z. Broder, M. Charikar, and M. Mitzenmacher, A Derandomization Using Min-Wise Independent Permutations. Proc. of RANDOM’98, Lecture Notes in Computer Science 1518, Springer (1998), pp. 15–24.

4. T. Itoh, Y. Takei, J. Tarui, On Permutations with Limited Independence. Proc.

of SODA’2000 (2000), pp. 137–146.

5. T. Itoh, Y. Takei, T. Shinozaki, Constructing an Optimal Family of Min-Wise Independent Permutations. IEICE Trans. Fundamentals, vol. E83-A, No. 4 (2000), pp. 747–755.

6. M. Vsemirnov, Automorphisms of Projective Spaces and Min-Wise Independent Families of Permutations. preprint (2001).

7. M. A. Vsemirnov, �. A. Girx, E. ˚. Dancin, S. V. Ivanov, Algoritmy

dlØ propozicionnoæ vypolnimosti i verhnie ocenki ih sloßnosti. Zap.

nauqn. semin. POMI, 277 (2001) (Predvaritel~naØ angliæskaØ versiØ dostupna kak ECCC technical report po ftp://ftp.eccc.uni-trier.de/pub/eccc/

reports/2001/TR01-012/index. html).

Norin S. A. A polynomial lower bound for the size of any k-min-wise independent set of permutations.

The notion of k-min-wise independent set of permutations, which was introduced by A. Broder et al., is considered. A nontrivial polynomial lower bound for the smallest size of such sets is obtained.

Postupilo 1 oktØbrØ 2001 Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet