Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 278, 2001 g.

N. N. Amosova OB ODNO` OCENKE DL˚ RASPREDELENI` SUMM NEZAVISIMYH SLUQA`NYH VELIQIN

Pust~ X_1, X_2, . . . posledovatel~nost~ nezavisimyh odinakovo raspredelennyh sluqaænyh veliqin, ime¸wih E X_1 = 0 i D X1 = 1. Oboznaqim qerez Sn summu^{∑n}_{k=1} Xk, qerez F(x) funkci¸ raspredeleniØ sluqaænoæ veliqiny X_1, qerez γ neotricatel~nu¸ postoØnnu¸ i rassmotrim vopros o tom, pri kakih usloviØh budet spravedlivo neravenstvo

P (S_n ¿ x √ n) 6 e^{−βx2} (1)

dlØ vseh dostatoqno bol~xih n i nekotorogo β > 0 v oblasti

0 6 x 6 b n^{12(1+2γ)} dlØ l¸bogo b > 0, a takße v oblasti 0 6 x 6

n^{12(1+2γ)} /ρ(n) dlØ l¸boæ funkcii ρ(n) → ∞, n → ∞.

�tot vopros v sluqae γ = 0 rassmatrivalsØ v [1]. V [2] rassmatrivalsØ dvustoronniæ analog neravenstva (1). Iz rezul~tatov, poluqennyh v [2] sleduet, qto uslovie P ( |X_1| ¿ x ) = O ( exp { − αx^{11+γ} }) , x → +∞, vypolnennoe dlØ nekotorogo α > 0, ØvlØetsØ neobhodimym i dostatoqnym dlØ vypolneniØ neravenstva P ( |S_n| ¿ x √ n ) 6 e^{−βx2} v oblasti 0 6 x 6^{n 12(1+2γ)}_{ρ(n)} dlØ l¸boæ funkcii ρ(n) → ∞ (n → ∞), vseh dostatoqno bol~xih n i nekotorogo β > 0.

Krome togo, v [3, s. 309] moßno naæti sledu¸wiæ rezul~tat, prinadleßawiæ V. V. Petrovu: pust~ X_1, X_2, . . . posledovatel~- nost~ nezavisimyh sluqaænyh veliqin (ne obØzatel~no odinakovo raspredelennyh), pust~ EX_j = 0, DX_j < ∞, j = 1, 2, . . . i lim sup n→∞ Bn n < ∞, gde B_n = ∑_n i=1 DX_i. Pust~ suwestvu¸t poloßi-

tel~nye postoØnnye α <^1_2 , b_0 i b_1 i funkciØ ρ(n) → ∞ (n → ∞) 5

6 N. N. AMOSOVA

takie, qto P (S_n > x √ B_n) 6 b_0 e^{−b1x2} , P (S_n < −x √ B_n) 6 b_0 e^{−b1x2} dlØ 0 6 x 6 n^α ρ(n) i vseh dostatoqno bol~xih n. Togda

E exp^{β|Xj |^{4α2α+1 }} < ∞

dlØ l¸bogo β > 0 i j = 1, 2, . . ..

Zametim, qto privedennye niße rezul~taty obobwa¸t i usiliva¸t nekotorye rezul~taty, poluqennye v [1] i [2].

Imeet mesto sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema. UtverßdeniØ

(A) suwestvu¸t takie poloßitel~nye postoØnnye a i α, qto

P (X_1 ¿ x) 6 a exp { − αx^{11+γ} } pri vseh x > 0;

(B) suwestvu¸t takie poloßitel~nye postoØnnye δ i L, qto ∞∫ 0 exp { δx^{11+γ} } dF (x) 6 L < ∞;

(C) neravenstvo (1) spravedlivo v oblasti 0 6 x 6 bn^{12(1+2γ)} dlØ l¸bogo fiksirovannogo b > 0, vseh dostatoqno bol~xih n i nekotorogo β > 0, β = β(b);

(D) neravenstvo (1) spravedlivo v oblasti 0 6 x 6^n 1 2(1+2γ)

ρ(n) dlØ

l¸boæ funkcii ρ(n) → ∞ (n → ∞), vseh dostatoqno bol~xih n i nekotorogo β > 0, ravnosil~ny.

Preßde qem pereæti k dokazatel~stvu teoremy, dokaßem sledu¸wie lemmy.

Lemma 1. UsloviØ (A) i (B) ffkvivalentny.

Zameqanie. Iz lemmy 1 v sluqae γ = 0 sleduet izvestnyæ re-

zul~tat o ravnosil~nosti sledu¸wih usloviæ (sm. [3, s. 71]):

(a) suwestvuet takaØ postoØnnaØ H, qto

E e^{tX} < ∞ pri |t| < H,

(b) suwestvuet takaØ postoØnnaØ a, qto

E e^{a|X|} < ∞,

OB ODNO` OCENKE 7 (c) suwestvu¸t takie poloßitel~nye postoØnnye b i c, qto P ( |X| > x ) 6 be^{−cx} pri vseh x > 0.

Dokazatel~stvo lemmy 1. Pust~ vypolneno uslovie (A). Togda

moßno zapisat~ ∞∫ 1 exp { α 2 x^{11+γ} } dF (x) = − (( 1 − F(x) ) exp { α 2 x^{11+γ} })| |^∞_1 +

∞∫ 1 ( 1 − F(x) ) exp {α 2 x^{11+γ} } α 2(1 + γ) x^{γ1+γ} dx 6

L_1 + a_1 ∞∫ 1 exp { − α 2 x^{11+γ} } x^{γ1+γ} dx 6 L.

Zdes~ a_1, L_1 i L – nekotorye poloßitel~nye postoØnnye. Takim obrazom, vypolneno uslovie (V). Pust~ teper~ vypolneno uslovie (V). Togda

P(X_1 ¿ x) = ∞∫ x dF(x) 6 L exp { − δx^{11+γ} }

dlØ l¸bogo x > 0 i nekotoryh L > 0 i δ > 0, t.e. vypolneno uslovie (A). Lemma 1 dokazana.

Lemma 2. Utverßdenie

(a) dlØ l¸bogo α > 0

P(X_1 ¿ x) = exp { − αx^{11+γ} } R_α(x), (2)

gde R_α(x) > 0, lim sup_{x→+∞} R_α(x) = +∞

i utverßdenie

(b) P(X_1 ¿ x) = exp { −^x 1 1+γ g(x) } (3),

gde lim sup x→+∞ g(x) = +∞,

8 N. N. AMOSOVA ravnosil~ny.

Dokazatel~stvo lemmy 2. Dokaßem snaqala, qto (b) ⇒ (a). Za-

dadim nekotoroe α > 0. Togda moßno zapisat~

P(X_1 ¿ x) = exp { − x^{11+γ} g(x) } = exp

{x^1_{1+γ}

g(x)

(αg(x) − 1) } exp { − αx^{11+γ} } . Takim obrazom, poluqili vyraßenie (2), gde

x^{11+γ} g(x)

(αg(x) − 1) = ln R_a(x).

Tak kak vypolneno (b), to lim sup_{x→+∞} (αg(x)−1) = +∞. Dalee, iz (3) i iz oqevidnogo sootnoxeniØ P(X_1 ¿ x) → 0 pri x → +∞ sleduet, qto^{x 11+γ}_{g(x)} → +∞ pri x → +∞. Znaqit lim sup_{x→+∞} R_a(x) = +∞.

Dokaßem teper~, qto (a) ⇒ (b). Tak kak vypolneno (2), to suwestvuet posledovatel~nost~ {x_n} takaØ, qto x_n → +∞ i

R_a(x_n) = exp { x^{11+γ}_n ( α − 1 g(x_n) )} → +∞ (n → ∞). Ots¸da x^{11+γ}_n ( α − 1 g(x_n) ) → +∞ (n → ∞). (4) Esli by 0 6 lim sup_{x→+∞} g(x) = C < +∞, to dlØ 0 < α <^1_{2(C+1)} i dlØ dostatoqno bol~xih n bylo by spravedlivo: g(x_n) < C + 1 i α −^1_{C+1} < −^1_{2(C+1)} < 0. No togda x^{11+γ}_n ( α −^1_{g(xn)} ) → −∞ (n → ∞), qto protivoreqit (4).

Lemma 2 dokazana.

Dokazatel~stvo teoremy. Dokaßem snaqala, qto (A)⇒(S). Tak

kak v silu central~noæ predel~noæ teoremy neravenstvo (1) spravedlivo v oblasti 0 6 x 6 ψ(n), gde ψ(n) → ∞, n → ∞, dostatoqno medlenno, to sqitaem, qto x ¿ ψ(n).

Poloßim ~X_i = { X_i, esli X_i 6 x √ n, 0, esli X_i > x √ n, ~S_n =^n ∑ i=1 ~X_i.

OB ODNO` OCENKE 9

Togda P ( S_n ¿ x √ n ) 6 P^{( ~}Sn ¿ x^√n^) + nP^(X1 ¿ x^√n^). (5)

Netrudno videt~, qto v oblasti ψ(n) 6 x 6 n^{12(1+2γ)} nP ( X_1 ¿ x √ n ) 6 a n exp^{ − α(x^√n)^{11+γ }} < exp{−βx^2}

dlØ nekotorogo 0 < β < α/(2b^{1+2γ1+γ} ) i vseh dostatoqno bol~xih n. Deæstvitel~no,

exp{βx^2}a n exp { − α(x √ n)^{11+γ} } = exp { −α(x √ n)^{11+γ} ( 1 − βx^2 α(x √ n)^{1/(1+γ)}

+ o(1) )} = o(1), n → ∞, tak kak βx^2 α(x √ n)^{11+γ} = βx^{1+2γ1+γ} αn^{12(1+γ)}

6^{βb 1+2γ1+γ}_α <^1_2 , esli β <^α_{2b 1+2γ1+γ} .

Dalee, tak kak E X_1 = 0, D X_1 = 1, to^0 ∫ −∞ x^2dF(x) = ε_0 < 1. Zafiksiruem q,

0 < q < min ( 1, α 2 b^{− 1+2γ1+γ} ,

3(1 − ε_0) M ab(4 + b) ) , gde M = ∞∫ 1 y^3 exp { − α 2 y^{11+γ} } dy + 1, i poloßim h = xqn^{−1/2}. ˚sno, qto P ( ~ S_n ¿ x √ n ) = P ( exp{h ~S_n} ¿ exp{hx √ n} ) = P ( exp{h ~S_n} ¿ exp{x^2q} ) 6 exp{−x^2q}E exp{h^~Sn} = exp{−x^2q} ( E exp{h^~X1}^{)n}. (6) DlØ e^r spravedlivo razloßenie:

e^r = k∑ ν=0 r^ν ν! + R_k,

10 N. N. AMOSOVA gde r^{k+1} (k + 1)! 6

R_k 6 r^{k+1} (k + 1)!

e^r , esli r ¿ 0,

|R_k| 6 |r|^k k! (1 − e^r), esli r < 0.

Pofftomu

E exp{h^~X1} = x √ n∫ −∞ e^{hy} dF(y) 6

1−h ∞∫ x √ n ydF(y) + h^2 2 + h^2 2 (^0∫ −∞ y^2(1−e^{hy})dF(y)+ h 3 x √ n∫ 0 y^3 e^{hy} dF(y) ) 6

1 + h^2 2 + h^2 2 ( ε_0 + h 3 x √ n∫ 0 y^3 e^{hy}dF(y) ) . (7)

Pokaßem, qto^h_3^x √ n∫ 0 y^3 e^{hy}dF(y) < 1 − ε_0. Deæstvitel~no, x √ n∫ 0 y^3 e^{hy} dF(y) = −x^3n^{3/2}e^{hx√n}(1 − F(x √ n))+

3 x √ n∫ 0 y^2 e^{hy}(1 − F(y))dy + h x √ n∫ 0 y^3 e^{hy} ( 1 − F(y) ) dy. (8)

V silu usloviØ (A) i vybora q imeem:

x^3n^{3/2}e^{hx√n}(1 − F(x √ n)) 6

a exp { −α(x √ n)^{11+γ} ( 1 − hx √ n α(x √ n)^{11+γ}

+ o(1) )} = o(1), n → ∞, (9) tak kak hx √ n α(x √ n)^{11+γ} = x^{1+2γ1+γ} q an^{12(1+γ)}

6^{b 1+2γ1+γ q}_α <^1_2 .

OB ODNO` OCENKE 11

Dalee, iz usloviØ (A) i v silu vybora q poluqaem: x √ n∫ 0 y^2 e^{hy}(1 − F(y))dy 6 a x √ n∫ 0 y^2 e^{hy−αy} 1 1+γ dy 6 a x √ n∫ 0 y^2 e^{− α2 y} 1 1+γ dy 6 a ∞∫ 0 y^2e^{− α2 y} 1 1+γ dy 6 aM, (10)

tak kak h α y^{γ1+γ} = xq √ n α y^{γ1+γ} 6 x^{1+2γ1+γ} n^{γ2(1+γ)} q √ n α 6^{b 1+2γ1+γ q}_α <^1_2. ( Zdes~ M =^∞ ∫ 1 y^3 exp { −^α_2 y^{11+γ} } dy + 1 ) . Analogiqno,

h x √ n∫ 0 y^3 e^{hy} ( 1 − F(y) ) dy 6 ha x √ n∫ 0 y^3 e^{− α2 y} 1 1+γ dy 6 ha ∞∫ 0 y^3 e^{− α2 y} 1 1+γ dy 6 haM. (11)

Takim obrazom, dlØ dostatoqno bol~xih n imeem h 3 x √ n∫ 0 y^3 e^{hy}dF(y) 6 h 3 (a + 3aM + ahM) 6 bqa 3 (1 + 3M + bM) 6 bqa 3 M(4 + b) < 1 − ε_0

v silu vybora q. Znaqit, ( E exp{h^~X1}^{)n} 6 e^{n log(1+h2)} 6 e^{nh2} = e^{x2q2}

i P( ~S_n ¿ x √ n) 6 e^{−x2(q−q2 )}.

Sledovatel~no neravenstvo (1) spravedlivo v oblasti 0 6

x 6 bn^{12(1+2γ)} dlØ l¸bogo b > 0, dlØ vseh dostatoqno bol~xih n i

nekotorogo β > 0, zavisØwego ot b.

12 N. N. AMOSOVA

Dokaßem teper~, qto (C) ⇒ (A). Itak, vypolneno neravenstvo (1) v oblasti 0 6 x 6 bn^{12(1+2γ)} dlØ l¸bogo b > 0, dlØ vseh dostatoqno bol~xih n i nekotorogo β > 0.

Predpoloßim. qto uslovie (A) ne vypolneno. Togda dlØ l¸bogo α > 0 naædetsØ funkciØ R(x) takaØ, qto R(x) > 0, lim sup x→+∞ R(x) = +∞ i imeet mesto (2). Dalee, suwestvuet posledo-

vatel~nost~ {x_n √ n} takaØ, qto x_n √ n → +∞ i g ( (x_n √ n)^{1+γ1+2γ} ) → +∞ pri n → ∞. Poloßim [x_n √ n] = k(n) = k ([x] oboznaqaet celu¸ qast~ qisla x) i voz~mem posledovatel~nost~ {x^′_k} taku¸, qto

x^′_k → +∞ (n → ∞), x^′_k = k^{12(1+2γ)} / √ ρ_1(k), gde ρ_1(k) → +∞

tak, qto ρ_1(k) = o ( g((x_n √ n)^{1+γ1+2γ} ) ) pri n → ∞. Togda, v qastnosti,

x^′_k = o ( k^{12(1+2γ)} ) (n → ∞), t.e. x^′_k < bk^{12(1+2γ)} dlØ l¸bogo b > 0

i vseh dostatoqno bol~xih n. Dalee, dlØ vseh dostatoqno bol~- xih n imeem, uqityvaØ central~nu¸ predel~nu¸ teoremu:

P(S_k ¿ x^′_k √ k) ¿ P^(Sk ¿ k^{1+γ1+2γ )} ¿ P^(Sk ¿ (xn^√n)^{1+γ1+2γ )} ¿ P ( X_1 ¿ (x_n √ n)^{1+γ1+2γ} ) P(S_{k−1} ¿ 0) ¿ M_1P ( X_1 ¿ (x_n √ n)^{1+γ1+2γ} ) = M_1 exp { − (x_n √ n)^{11+2γ}

g((x_n √ n)^{1+γ1+2γ} ) } . Zdes~ M_1 > 0 – nekotoraØ postoØnnaØ. No

M_1 exp { − (x_n √ n)^{11+2γ}

g((x_n √ n)^{1+γ1+2γ} ) } > exp { − ηx^′_k^2 }

dlØ l¸bogo η > 0, tak kak

x^′_k^2 ( η − (x_n √ n)^{11+2γ}

g((x_n √ n)^{1+γ1+2γ} ) ρ_1(k)

k^{11+2γ} ) > η_1x^′_k^2

OB ODNO` OCENKE 13 (0 < η_1 < η) i sootnoxenie (1) ne moßet byt~ vypolneno.

Dokaßem, qto iz (A) ⇒ (D). Deæstvitel~no, esli kak i vyxe vvesti sluqaænye veliqiny ~X_i, to togda budet spravedliva ocenka (5) i

nP(X_1 ¿ x √ n) 6 an exp^{ − α(x^√n)^{11+γ }} < exp{−βx^2}

dlØ nekotorogo β > 0 i vseh dostatoqno bol~xih n. Zdes~ sleduet uqest~, qto exp{βx^2}an exp { − α(x √ n)^{11+γ} } =

exp { −α(x √ n)^{11+γ} ( 1 − βx^2 α(x √ n)^{11+γ}

+ o(1) )} = o(1), n → ∞, v silu togo, qto βx^2 α(x √ n)^{11+γ} 6 β α(ρ(n))^{1+2γ1+γ} = o(1), n → ∞. Dalee, spravedlivy ocenki (6) i (7). Zafiksiruem q, 0 < q < 1. Togda h = xqn^{−1/2} 6 n^{12(1+2γ)} q ρ(n) √ n = o(1).

Kak i vyxe spravedlivy ocenki (8)–(11) i h 3 x √ n∫ 0 y^3 e^{hy} dF(y) = o(1), n → ∞,

otkuda

E exp{h^~X1} 6 1 + h^2,^(E exp{h^~X1}^{)n} 6 e^{x2q2}

i P( ~S_n ¿ x √ n) 6 e^{−x2(q−q2 )} dlØ vseh dostatoqno bol~xih n.

Dokazatel~stvo togo, qto (D) ⇒ (A) analogiqno dokazatel~- stvu togo, qto (C) ⇒ (A).

Teorema dokazana.

14 N. N. AMOSOVA

Literatura

1. N. N. Amosova, Odno neravenstvo dlØ veroØtnosteæ bol~xih ukloneniæ.

— TeoriØ veroØtn. i ee primenen. 32, No. 2 (1987), 364–367. 2. N. N. Amosova, O neobhodimosti usloviØ StatulØviqusa v predel~nyh teoremah dlØ veroØtnosteæ bol~xih ukloneniæ. — Liet. matem. rink 39,

No. 3 (1999), 293–303.

3. V. V. Petrov, Summy nezavisimyh sluqaænyh veliqin. Nauka, M. (1972).

Amosova N. N. An estimate for distributions of sums of independent random variables.

Some necessary and sufficient conditions are investigated for one estimate of the exponentially type for large deviations probabilities of sums of i.i.d. random variables

Postupilo 2 marta 2001 g. S.-Peterburgskoe gosudarstvennyæ tehniqeskiæ universitet