Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 278, 2001 g.

˚. I. Belopol~skaØ

NELINE`NYE URAVNENI˚ V TEORII DIFFUZIONNYH PROCESSOV

Vvedenie

Izvestno, qto nekotorye nelineænye uravneniØ v qastnyh proizvodnyh ime¸t udivitel~no prostu¸ skrytu¸ strukturu, i ih rexeniØ mogut byt~ poluqeny s pomow~¸ metodov lineænoæ teorii. �tot ffffekt byl obnarußen v xestidesØtye gody i pozvolil Øvno rexit~ rØd klassiqeskih nelineænyh zadaq. V qastnosti, dlØ postroeniØ rexeniØ (odnomernogo) uravneniØ Kortevega de Friza (KdF) byl predloßen tak nazyvaemyæ metod obratnoæ zadaqi rasseØniØ, pozvolivxiæ ispol~zovat~ svØz~ meßdu KdF i lineænym odnomernym stacionarnym uravneniem Xredingera [1, 2]. Suwestvovanie analogiqnoæ svØzi meßdu KdF i odnomernym uravneniem teploprovodnosti s potencialom, zavisØwim ot parametra bylo obnarußeno v rabote [3] M. Kaca i V. Merbeke.

V osnove vozmoßnosti otyskat~ Øvnye rexeniØ nelineænyh uravneniæ qasto leßit suwestvovanie nelineænogo preobrazovaniØ, pozvolØ¸wego linearizovat~ rassmatrivaemu¸ zadaqu i postroit~ Øvnoe rexenie reducirovannoæ zadaqi. Odnako, kak pravilo, fftot podhod suwestvenno odnomernyæ i ne dopuskaet rasprostraneniØ na fazovoe prostranstvo bol~xeæ razmernosti. Zametim, qto iskl¸qeniØmi iz fftogo pravila ØvlØ¸tsØ uravneniØ B¸rgersa i Rikkati. VeroØtnostnaØ traktovka fftih uravneniæ [4, 5], osnovannaØ na svØzi ih rexeniæ s logarifmiqeskimi proizvodnymi diffuzionnyh mer, pokazyvaet, qto estestvenno rassmatrivat~ mnogomernye analogi fftih uravneniæ. KlassiqeskaØ podstanovka Koula–Hopfa, pozvolØ¸waØ linearizovat~ uravnenie B¸rgersa, ØvlØetsØ analitiqeskim predstavleniem fftoæ svØzi. OpiraØs~ na rezul~taty ı. L. Daleckogo [6] i rØda drugih avtorov, ffti rezul~taty udaetsØ perenesti i na beskoneqnomernyæ sluqaæ [7].

Rabota podderßana grantami RFFI 00-01-00477 i 00-15-96019. 15

16 ˚. I. BELOPOL^SKA˚

V fftoæ rabote my obsudim veroØtnostnyæ smysl rØda nelineænyh uravneniæ, v qastnosti, uravneniæ, vstreqa¸wihsØ v teorii solitonov, i ih mnogomernyh analogov. Pri fftom budet pokazano, qto ffti uravneniØ igra¸t vaßnu¸ rol~ v opisanii semeæstv absol¸tno nepreryvnyh preobrazovaniæ diffuzionnyh mer.

Naprimer, my pokaßem, qto uravnenie sovpada¸wee v odnomernom sluqae s KdF, ØvlØetsØ dostatoqnym usloviem dlØ togo, qtoby ffvol¸cionnoe semeæstvo v prostranstve mer (poroßdennoe nekotorym diffuzionnym processom i odnoparametriqeskim semeæstvom ego mul~tiplikativnyh funkcionalov) obladalo logarifmiqeskoæ proizvodnoæ po parametru, i privedem vyraßenie dlØ fftoæ logarifmiqeskoæ proizvodnoæ.

My opixem dva sposoba vyvoda mnogomernyh obobweniæ KdF. Odin iz nih osnovan na ispol~zovanii par Laksa, a drugoæ na obobwennom preobrazovanii Darbu. Pervyæ iz nih pozvolit vyvesti mnogomernyæ analog uravneniØ KdF, uravnenie Kadomceva–Petviaxvili (KP), a takße uravnenie, obobwa¸- wee (s veroØtnostnoæ toqki zreniØ) ffti uravneniØ. Poluqennye uravneniØ pozvolØ¸t, v qastnosti, opisat~ izospektral~nye preobrazovaniØ dlØ mnogomernorgo operatora Laplasa.

Ispol~zuØ analog preobrazovaniØ Darbu, postroennyæ v [4, 5], my vyvodim ewe odno mnogomernoe obobwenie KdF. �to uravnenie takße opisyvaet semeæstvo potencialov, svØzannyh s izospektral~noæ zadaqeæ. NarØdu s fftim ono ewe i pozvolØet naæti vyraßenie, opisyva¸wee logarifmiqesku¸ proizvodnu¸ po skalØrnomu parametru α semeæstva mer μ(dy, α), udovletvorØ¸- wih rassmatrivaemomu fflliptiqeskomu uravneni¸.

Poluqennye rezul~taty, obobwaØ rezul~taty rabot [3–5], predstavlØ¸t lix~ pervye xagi v izuqenii svØzi meßdu diffuzionnymi processami i nelineænymi uravneniØmi teorii solitonov.

V poslednem paragrafe my obsudim ewe odno klassiqeskoe odnomernoe nelineænoe uravnenie – uravnenie Xvarca [8] i ustanovim ego svØz~ s teorieæ diffuzionnyh processov. My interpretiruem uravnenie Xvarca, kak uravnenie dlØ proizvodnoæ Radona–Nikodima η(x) =^{μ1(dx)}_{μ2(dx)} pary mer μ_1, μ_2, poroßdennyh diffuzionnymi processami i ih mul~tiplikativnymi funkcionalami. Otmetim, qto v mnogomernom sluqae ne udaetsØ polu-

NELINE`NYE URAVNENI˚ 17 qit~ zamknutoe uravnenie tipa uravneniØ Xvarca. Uravnenie, opisyva¸wee povedenie funkcii η(x) pri fftom, zavisit ot logarifmiqeskoæ proizvodnoæ odnoæ iz mer, kotoru¸ v odnomernom sluqae udaetsØ iskl¸qit~. My takße ispol~zuem poluqennyæ rezul~tat dlØ vyvoda uravneniØ, kotoromu udovletvorØet logarifmiqeskaØ proizvodnaØ po parametru mery, rassmotrennoæ v paragrafe 1.

1. Diffuzionnye processy i mery associirovannye s mnogomernym KdF

Pust~ w(t) ∈ R^n vinerovskiæ process, zadannyæ na veroØtnostnom prostranstve (Ω, F, P ), F_t potok σ-algebr, soglasovannyæ s vinerovskim processom, a(x) ∈ R^n, A(x) ∈ R^n × R^n, x ∈ R^n.

Rassmotrim markovskiæ sluqaænyæ process ζ(t) ∈ R^n, t ∈

[0, T ], udovletvorØ¸wiæ stohastiqeskomu uravneni¸ dζ = a(ζ(t))dt + A(ζ(t))dw, ζ(0) = ζ_0 ∈ R^n, (1.1) gde ζ_0 – F_0-izmerimaØ sluqaænaØ veliqina, ime¸waØ gladkoe raspredelenie ν(dy) = P {ζ_0 ∈ dy}, i 0 6 T 6 ∞.

Izvestno, qto markovskiæ process ζ(t) zadaet paru polugrupp

T (t) i V (t), deæstvu¸wih sootvetstvenno v prostranstve ograni-

qennyh borelevskih funkciæ i borelevskih mer na R^n i soprØßennyh v smysle estestvennogo sparivaniØ fftih prostranstv. Deæstvie polugrupp T (t) i V (t) opredelØetsØ sootnoxeniØmi T (t − s)f(x) = Ef(ζ_{s,x}(t)), 0 6 s 6 t 6 T (1.2) i ∫ R^n T (t − s)f(x)ν(dx) = ∫ R^n f(y)V (t − s)ν(dy). NarØdu s fftim, pri opredelennyh usloviØh process ζ(t) opredelØet takße polugruppu S(t) v prostranstve L_2(R^n), deæstvie kotoroæ po-preßnemu zadaetsØ sootnoxeniem (1.2). Niße nas budut interesovat~ situacii, v kotoryh vse pereqislennye vyxe polugruppy korrektno opredeleny.

V fftoæ rabote my ograniqimsØ rassmotreniem lix~ neskol~- kih prosteæxih variantov stohastiqeskih diffuzionnyh uravneniæ vida (1.1).

18 ˚. I. BELOPOL^SKA˚

Pust~ u(x, α) ∈ R^1, x ∈ R^n, α ∈ R^1 – gladkaØ ograniqennaØ funkciØ i ξ_0 ∈ R^n – F_0-izmerimaØ sluqaænaØ veliqina. Rassmotrim sluqaænyæ process

ξ(t) = ξ_0 + √ 2w(t) i mul~tiplikativnyæ funkcional ot nego, opredelØemyæ lineænym uravneniem dη = −u(ξ(t), α)η(t)dt, η(0) = h ∈ R^1, α ∈ R^1. Dvuhkomponentnyæ sluqaænyæ process γ(t) = (ξ(t), η(t)) ∈ R^{n+1} ØvlØetsØ markovskim processom v fazovom prostranstve R^{n+1}. Ego perehodnaØ veroØtnost~ P (t, (ξ_0, h), dy × dκ) = P (ξ(t) ∈ dy, η(t) ∈ dκ | ξ(0) = ξ_0, η(0) = h) poroßdaet ffvol¸cionnoe semeæstvo, deæstvu¸wee v prostranstve mer na R^n po formule U (t)ν(dy) = Eν(dy − ξ(t)) exp [ − t∫ 0 u(ξ(s), α)ds ] = Ψ(t, dy) (1.3)

i obladaet plotnost~¸ Ψ(t, y) otnositel~no mery Lebega. Pri fftom funkciØ Ψ(t, y) udovletvorØet uravneni¸ teploprovodnosti s potencialom −u(y, α) ∂Ψ ∂t = ΔΨ − u(y, α)Ψ, Ψ(0, y) = ν(y). (1.4)

Zdes~ ΔΨ(y) = n∑ k=1 ∂^2Ψ(y) ∂y^2_k – operator Laplasa.

Rassmotrim naqal~no- kraevu¸ zadaqu dlØ uravneniØ (1.4) v oblasti G ∈ R^n s gladkoæ graniceæ Γ i kraevymi usloviØmi Ψ(t, y) = f(y)|_{y∈Γ}, y ∈ G, ν(y)|_Γ = f(y)|_Γ. (1.5) Esli poloßit~ Ψ(t, y) = γ(y) + Φ(t, y), gde γ(y) – rexenie stacionarnoæ kraevoæ zadaqi Δγ(y) − u(y, α)γ(y) = 0, y ∈ G, γ(y)|_Γ = ν(y), (1.6)

NELINE`NYE URAVNENI˚ 19 to netrudno proverit~, qto funkciØ Φ(t, y) udovletvorØet kraevoæ zadaqe ∂Φ ∂t = ΔΦ − u(y, α)Φ, Φ(t, y)|_Γ = 0, Φ(0, y) = ν(y) − γ(y). (1.7)

DlØ togo, qtoby rexenie Ψ(t, y) zadaqi (1.4)–(1.5) shodilos~ k rexeni¸ γ(y) zadaqi (1.6) pri t → ∞ neobhodimo, qtoby rexenie

Φ(t, y) zadaqi (1.7) shodilos~ k 0.

Budem iskat~ rexenie zadaqi (1.7) v vide Φ(t, y) = ∞∑ k=1 c_ke^{λkt}ϕ_k(y), (1.8) gde pary λ_k, ϕ_k(y) opredelØ¸tsØ iz rexeniØ zadaqi na sobstvennye znaqeniØ

Δϕ_k = λ_kϕ_k + u(y, α)ϕ_k, ϕ_k|_Γ = 0 (1.9)

i sobstvennye funkcii ϕ_k(y) normirovany usloviem ∫ G ϕ^2_k(y)dy = 1.

Esli vse sobstvennye qisla λ_k zadaqi (1.9) otricatel~ny, to rexenie Φ(t, y) zadaqi (1.7) shoditsØ k 0 pri t → ∞.

Tol~ko v fftom sluqae rexenie Ψ(t, y) zadaqi (1.4)–(1.5) shoditsØ k rexeni¸ γ(y) stacionarnoæ zadaqi (1.6) pri t → ∞ pri l¸byh naqal~nyh usloviØh ν(y).

Poskol~ku potencial u(y, α) zavisit ot parametra α, to i sobstvennye funkcii ϕ_k i sobstvennye qisla λ_k operatora Δ −

u(y, α), voobwe govorØ, zavisØt ot parametra α. Nas budut inte-

resovat~ usloviØ na potencial u(y, α), pri kotoryh sobstvennye qisla λ_k ne zavisØt ot parametra α.

Zametim, qto analiz rezul~tatov, izvestnyh dlØ sluqaØ n =

1, G = [0, 1], Γ = {0, 1}, pokazyvaet, qto uravnenie KdF

u_α + 6uu^′_y + u^{′′′}_{yyy} = 0

moßet byt~ istolkovano kak uslovie, garantiru¸wee, qto mera, poroßdennaØ processom ξ(t) vida (1.1) (pri n = 1 ) i ego mul~- tiplikativnym funkcionalom i udovletvorØ¸weæ naqal~nokraevoæ zadaqe (1.4)–(1.5) opredelØetsØ sootnoxeniem (1.8) s

20 ˚. I. BELOPOL^SKA˚ pokazatelØmi λ_k ne zavisØwimi ot parametra α. Pri fftom funkcii κ_k(y, α) v (1.8) udovletvorØ¸t zadaqe Xturma–LiuvillØ

κ^{′′}_k (y) − u(y, α)κ_k(y) = λ_kκ_k(y), κ_k(0) = κ_k(1) = 0,

i normirovany usloviem

∫_1 0 κ^2_k(y)dy = 1, a kofffficienty c_k opre-

delØ¸tsØ iz naqal~nyh usloviæ.

V drugih terminah fftot rezul~tat oznaqaet, qto ffvol¸ciØ potenciala po parametru α v sootvetstvii s uravneniem KdF ostavlØet invariantnym spektr fflliptiqeskogo operatora Δ −

u(y, α), t.e. sootvetstvuet izospektral~noæ zadaqe dlØ fftogo ope-

ratora.

Pokaßem, qto analogiqnye rezul~taty ime¸t mesto i v mnogomernom sluqae. Vospol~zuemsØ dlØ fftogo klassiqeskim podhodom, osnovannym na tak nazyvaemyh parah Laksa, razrabotannym v teorii solitonov dlØ rexeniØ odnomernogo uravneniØ KdF (sm., naprimer, [1, 2]) i primenim ego dlØ vyvoda obobwennogo mnogomernogo KdF.

S fftoæ cel~¸ rassmotrim skalØrnoe uravnenie Δϕ − u(y, α)ϕ = λϕ, y ∈ R^n, α ∈ R^1 (1.10) i obsudim vozmoßnyæ vybor semeæstva skalØrnyh funkciæ

u(y, α), dlØ kotoryh postoØnnaØ λ v fftom uravnenii ne zavisit

ot vybora α.

Oboznaqim Lϕ = Δϕ − u(y, α)ϕ, ϕ^′_α =^{∂ϕ}_{∂α} . i rassmotrim paru uravneniæ Lϕ − λϕ = 0, (1.11) ϕ^′_α = Bϕ, (1.12)

gde B – differencial~nyæ operator po peremennoæ y. Kak uße upominalos~ vyxe, klassiqeskiæ sposob vyvoda uravneniæ, kotorym dolßna podqinØt~sØ funkciØ u(y, α), qtoby garantirovat~ izospektral~nost~ operatora Δ − u(α), baziruetsØ na postroenii pary Laksa - pary nekommutiru¸wih differencial~- nyh operatorov L = Δ − u(α) i B takih, qto − ∂u ∂α + [L, B] = 0. (1.13)

Otmetim, qto (1.13) ØvlØetsØ usloviem sovmestnosti sistemy (1.11), (1.12).

NELINE`NYE URAVNENI˚ 21 Deæstvitel~no, differenciruØ (1.11) po parametru α, polu- qim (Lϕ)^′_α = L^′_αϕ + Lϕ^′_α = Δϕ^′_α − u^′_α(y, α)ϕ − u(y, α)ϕ^′_α = = λ^′_αϕ + λϕ^′_α, otkuda sleduet, qto L^′_α = −u^′_α(y, α). (1.14) PolagaØ λ^′_α = 0, poluqim Lϕ^′_α − u^′_α(y, α)ϕ − λϕ^′_α = 0. Podstanovka ϕ^′_α = Bϕ daet uslovie

L^′_α + [L, B] = 0, (1.15)

neobhodimoe dlØ sovmestnosti (1.11) i (1.12) i sovpada¸wee s (1.13) v silu (1.14).

Niße v kaqestve B vybiraetsØ odin iz dvuh variantov Bϕ =

B_1ϕ = (f(y), ∇ϕ) ili Bϕ = B_3ϕ = ∇_a∇_b∇_cϕ + (f, ∇ϕ) + gϕ, (1.16) gde a, b, c ∈ R^n postoØnnye vektory, obespeqiva¸wie, vmeste s vektornym polem f(y) ∈ R^n i skalØrnoæ funkcieæ g(y) ∈ R^1, vypolnenie sootnoxeniØ (1.15), a (·, ·)- skalØrnoe proizvedenie v R^n. Vyqislim vyraßenie dlØ kommutatora [L, B]. DlØ B = B_1 poluqaem Δ(f, ∇ϕ) − u(f, ∇ϕ) − (f, ∇[Δϕ − uϕ]) = (Δf, ∇ϕ)+ +2(∇f, ∇^2ϕ)+(f, Δ∇ϕ)−u(f, ∇ϕ)−(f, ∇Δϕ)+(f, ∇u)ϕ+(f, u∇ϕ). Takim obrazom, vybrav f(y) tak, qtoby Δf = 0 i ∇f = 0, to est~ vybrav v kaqestve f postoØnnyæ vektor, my poluqim sootnoxenie (1.14) v vide −u^′_α + (f, ∇u) = 0. Sledovatel~no, funkciØ u(y, α) dolßna imet~ vid u(y, α) = u(y + αf) dlØ togo, qtoby potencial vida u(y + αf) dopuskal vypolnenie sootnoxeniØ (1.11), v kotorom λ ØvlØetsØ absol¸tnoæ konstantoæ.

22 ˚. I. BELOPOL^SKA˚

Vyqislim dalee kommutator [L, B_3], [L, B_3]ϕ = 2(∇f, ∇^2ϕ) + 3(a, ∇u)∇_b∇_cϕ + (Δf, ∇ϕ)+ +2(∇g, ∇ϕ) + 3∇_a∇_bu∇_cϕ + [Δg + ∇_a∇_b∇_cu + (f, ∇u)]ϕ, (1.17) polagaØ vektory a, b, c postoØnnymi. PriravnivaØ nul¸ kofffficienty pri pervyh i vtoryh proizvodnyh funkcii ϕ po prostranstvennym peremennym, poluqim sootnoxeniØ 2 ∂f_i ∂y_j + 3∇_aub_ic_j = 0 (1.18) i Δf + 2∇g + 3∇_a∇_buc = 0. (1.19)

PodstavlØØ (1.18)–(1.19) v (1.11), prihodim k sootnoxeni¸ −u^′_α + Δg + ∇_a∇_b∇_cu + (f, ∇u) = 0 (1.20) VyqislØØ divergenci¸ levoæ i pravoæ qasti (1.19) poluqaem ravenstvo Δg = − 1 2 Δ div f − 3 2 ∇_a∇_b∇_cu, (1.21) togda kak iz (1.18) sleduet, qto

div f = 3 2 ∇_au(b, c). (1.22) PodstavlØØ, nakonec, (1.21) i (1.22) v (1.20), i oboznaqiv q = 3 2 a(b, c), poluqim zamknutoe uravnenie dlØ funkcii u(y, α), zavi-

sØwee ot vektornyh parametrov a, b, c,

u^′_α + 3 4 (b, c)Δ∇_au − 1 2 ∇_a∇_b∇_cu − (uq, ∇u) = 0. (1.23) Poskol~ku pri vyvode (1.23) my vospol~zovalis~ tem, qto ∂f_i ∂y_j = 3 2 ∇_aub_ic_j , ffto pozvolØet vybrat~ f = qu. Uravnenie (1.23) predstavlØet soboæ mnogomernu¸ versi¸ uravneniØ KdF. Netrudno proverit~, qto v odnomernom sluqae ono prevrawaetsØ v klassiqeskiæ variant KdF pri sledu¸wem vybore parametrov a = 4, b = 1, c = 1.

Sformuliruem poluqennyæ rezul~tat v vide sledu¸wego utverßdeniØ.

NELINE`NYE URAVNENI˚ 23

Teorema 1.1. Pust~ potencial u(y, α) uravneniØ (1.10) udovle-

tvorØet uravneni¸ (1.23). Togda sobstvennye qisla operatora L = Δ − u(y, α) ne zavisØt ot parametra α.

DlØ togo, qtoby ustanovit~ svØz~ meßdu uravneniem KdF i povedeniem mery μ(α, t, dy) zadannoæ na borelevskoæ σ-algebre prostranstva R^n, plotnost~ μ(α, t, y) kotoroæ po mere Lebega predstavima v vide μ(α, t, y) = Eν(y − ξ(t)) exp [ − t∫ 0 u(α, ξ(s))ds ] . Zametim, qto ona udovletvorØet uravneni¸ teploprovodnosti s potencialom −u v prostranstve mer. PovtorØØ opisannye vyxe rassußdeniØ na Øzyke uravneniæ dlØ mer, my poluqim, qto rexenie sootvetstvu¸weæ kraevoæ zadaqi takße moßno iskat~ v vide (1.7), gde “sobstvennye mery” μ_k(α, dy) udovletvorØ¸t fflliptiqeskomu uravneni¸ vida Δμ = [λ + u(y, α)]μ, (1.24) esli ponimat~ proizvodnu¸ ot mery v sledu¸wem smysle ∫ R^n ∇_hϕ(x)μ(dx) = − ∫ R^n ϕ(x)∇_hμ(dx) dlØ l¸bogo (postoØnnogo) vektora h ∈ R^n (sm., naprimer, [6]). RassmotrennaØ vyxe zadaqa moßet byt~ pereformulirovana kak zadaqa vyvoda usloviæ na potencial u(α, y), pri kotoryh λ v (1.24) ne zavisit ot α i rexena toqno takße, kak ffto bylo sdelano vyxe.

DlØ togo, qtoby naæti vyraßenie, opisyva¸wee logarifmiqesku¸ proizvodnu¸ mery μ(α, dy) po parametru α, vospol~zuemsØ metodom, analogiqnym klassiqeskomu metodu Darbu [1]. �tot metod pozvolit narØdu s vyvodom mnogomernogo analoga KdF poluqit~ i sootnoxeniØ opisyva¸wie logarifmiqesku¸ proizvodnu¸ mery μ(α, dy) po parametru α.

Pust~ ρ_μ(α, y) =^{∇μ(α,dy)}_{μ(α,dy)} oboznaqaet logarifmiqesku¸ proizvodnu¸ mery μ(α, dy), udovletvorØ¸weæ (1.24). Rassmotrim proizvodnu¸ μ^′_α(α, dy) po parametru α, pokaßem, qto ona absol¸tno

24 ˚. I. BELOPOL^SKA˚ nepreryvna otnositel~no samoæ mery μ(α, dy) i vyvedem vyraßenie dlØ logarifmiqeskoæ proizvodnoæ κ(α, y) = μ^′_α(α, dy) μ(α, dy) . Teorema 1.2. Pust~ mera μ(α, dy) udovletvorØet uravneni¸

(1.24), a potencial v (1.24) podqinØetsØ uravneni¸

u^′_α + a 2 Δ^2u + 2a∇^2u ∘ [∇ρ_μ + ρ_μ ⊗ ρ_μ]) + a(∇u, ∇u) = 0. (1.25)

Togda μ(α, dy) differenciruema po α i ee logarifmiqeskaØ proizvodnaØ κ(y, α) po parametru α dopuskaet predstavlenie κ = − a 2 [Δu + 2(∇u, ρ_μ)] (1.26)

gde a- nekotoraØ konstanta.

Dokazatel~stvo. Vospol~zuemsØ mnogomernym analogom metoda

Darbu, primenennym ranee v rabotah [3, 4].

Pust~ ρ_μ(α, y) =^{∇μ(α,dy)}_{μ(α,dy)} oboznaqaet logarifmiqesku¸ proizvodnu¸ mery μ(α, dy), udovletvorØ¸weæ (1.24). Rassmotrim proizvodnu¸ μ^′_α(α, dy) po parametru α i pokaßem, qto ona absol¸tno nepreryvna otnositel~no samoæ mery μ(α, dy). Predstavim meru

μ^′_α(α, dy) v vide μ^′_α(α, dy) = κ(α, y)μ(α, dy) i budem iskat~ κ(α, y) v vide κ(α, y) = [Q(y, α) + (q(y, α), ρ_μ(α, y))]. Perepisav μ^′_α(α, dy) = κ(α, y))μ(α, dy) v vide μ^′_α(α, dy) = Q(y, α)μ(α, dy) + (q(y, α), ∇μ(α, dy)), (1.27) pokaßem, qto odnim iz usloviæ suwestvovaniØ postoØnnoæ λ, dlØ kotoroæ imeet mesto (1.24) pri vseh α, ØvlØetsØ trebovanie, qtoby potencial u(y, α) udovletvorØl nekotoromu nelineænomu uravneni¸, sovpada¸wemu v odnomernom sluqae s uravneniem KdF. S fftoæ cel~¸ my primenim k (1.27) operator Δ, a (1.24) prodifferenciruem po peremennoæ α. Pri fftom my poluqim sootnoxenie ΔQμ + 2(∇Q, ∇μ) + Q(λ + u)μ + (Δq, ∇μ)+

NELINE`NYE URAVNENI˚ 25 +2∇q ∘ [∇ρ_μ + ρ_μ ⊗ ρ_μ]μ + (q, ∇u)μ + [u + λ](q, ∇μ) = = −u^′_αμ − (λ + u)[Qμ + (q, ∇μ)], (1.28) gde ispol~zovano oboznaqenie β ∘ γ = ∑_n i,k=1 βikγik. PriravnivaØ kofffficienty pri μ i ∇μ v (1.28), my prihodim k ravenstvam

ΔQ + 2∇q ∘ [∇ρ_μ + ρ_μ ⊗ ρ_μ] + (q, ∇u) + u^′_α = 0, (1.29) Δq + 2∇Q = 0.

Ispol~zuØ, nakonec, poslednee sootnoxenie, my poluqim 1 2 Δ div q + 2∇q ∘ [∇ρ_μ + ρ_μ ⊗ ρ_μ] + (q, ∇u) + u^′_α = 0.

VybiraØ q(y) = a∇u(y), gde a – konstanta, my poluqim sledu¸- wee uravnenie

u^′_α + a 2 Δ^2u + 2a∇^2u ∘ [∇ρ_μ + ρ_μ ⊗ ρ_μ]) + a(∇u, ∇u) = 0.

V sluqae n = 1 situaciØ neskol~ko uprowaetsØ. S odnoæ storony, iz (1.24), (1.27) v fftom sluqae sleduet sootnoxenie 1 2 q^{′′′}_{yyy} + 2(u + λ)q^′_y + qu^′_y + u^′_α = 0.

S drugoæ storony, vybiraØ q(y) = 2u(y) − 4λ, my poluqim sootnoxenie

u^′_α + 6uu^′_y + u^{′′′}_{yyy} = 0, (1.30)

sovpada¸wee s uravneniem Kortevega-de-Friza.

Itak, esli imeet mesto (1.29), to spravedlivo ravenstvo μ^′_α = a[(∇u, ρ_μ) − 1 2 Δu]μ, oznaqa¸wee, qto mera μ^′_α(dy, α) absol¸tno nepreryvna otnositel~no μ(dy, α) i sootvetstvu¸waØ proizvodnaØ Radona–Nikodima (logarifmiqeskaØ proizvodnaØ po parametru) imeet vid κ = a[(∇u, ρ_μ) − 1 2 Δu]. V odnomernom sluqae pri vypolnenii (1.30), my poluqaem

κ(y) = 2[(u(y) − 2λ)ρ_μ(y) − u^′_y(y) + a],

gde a – nekotoraØ konstanta.

26 ˚. I. BELOPOL^SKA˚

2. Diffuzionnyæ process, svØzannyæ s uravneniem Kadomceva–Petviaxvili Rassmotrim diffuzionnyæ process ξ(t), svØzannyæ s uravneniem Kadomceva–Petviaxvili (K–P). Pust~ w(t) ∈ R^2 – vinerovskiæ process, ξ(t) ∈ R^2 – sluqaænyæ process vida

ξ(t) = x + mt + Aw(t), x = (x_1, x_2) ∈ R^2. (2.1)

Predpoloßim, qto matrica A = (a_{ij}), i, j = 1, 2 imeet komponenty

a_{11} = 1, a_{12} = a_{21} = a_{22} = 0, a vektor m ∈ R^2 imeet vid m = (0, q).

PrØmoe uravnenie Kolmogorova dlØ processa ξ(t), zadannogo sootnoxeniem (2.1) imeet vid ∂ϕ ∂t = 1 2 ∂^2ϕ ∂x^2 + q ∂ϕ ∂y + u(x, y, α)ϕ = 0. (2.2) Budem iskat~ rexenie zadaqi Koxi dlØ fftogo uravneniØ v vide ϕ(t, x, y, α) = ∞∑ k=1 c_ke^{λkt}ϕ_k(x, y, α), gde ϕ_k normirovany usloviem ∞∫ −∞ ∞∫ −∞ ϕ^2_k(x, y)dxdy = 1. Pri fftom ϕ_k(x, y, α) podqinØetsØ uravneni¸ 1 2 ∂^2ϕ ∂x^2 + q ∂ϕ ∂y = [λ − u(x, y, α)]ϕ, para Laksa, sootvetstvu¸waØ fftoæ zadaqe, imeet vid Lϕ = D^2_{xx}ϕ + qD_yϕ + uϕ, Bϕ = a_1b_1c_1D^3_{xxx}ϕ + f_1D_xϕ + f_2D_yϕ + gϕ, (2.3)

gde q, a_1, b_1, c_1 – konstanty, a f_1(x, y), f_2(x, y), g(x, y) skalØrnye funkcii, kotorye predstoit vybrat~. Pokaßem, qto pri special~nom vybore fftih parametrov uravnenie (1.7) sovpadaet s uravneniem Kadomceva–Petviaxvili

D_x[u^′_α + 6uD_xu + D^3_{xxx}u] = −3q^2D^2_{yy}u, (2.4)

NELINE`NYE URAVNENI˚ 27 esli L, B zadany sootnoxeniØmi (2.3). Vyqislim dlØ fftogo kommutator

[L, B]ϕ = [D^2_{xx} + qD_y + u][a_1b_1c_1D^3_{xxx} + f_1D_x + f_2D_y + g]ϕ−

−[a_1b_1c_1D^3_{xxx} + f_1D_x + f_2D_y + g][D^2_{xx} + qD_y + u]ϕ =

= [2D_xf_1D^2_{xx}ϕ + 2D_xf_2D^2_{xy} ϕ − −3a_1b_1c_1D_xuD^2_{xx}ϕ]+

+[2D_xgD_xϕ − 3D^2_{xx}ua_1b_1c_1D_xϕ + qD_yf_1D_xϕ + qD_yf_2D_yϕ]+

+[D^2_{xx}g + qD_y g − a_1b_1c_1D^3_{xxx}u]ϕ. (2.5)

DlØ togo, qtoby poluqit~ zamknutoe uravnenie dlØ funkcii

u(x, y, α), priravnØem nul¸ kofffficienty pri pervyh i vto-

ryh proizvodnyh funkcii ϕ po prostranstvennym peremennym v (2.5). V rezul~tate poluqim sootnoxeniØ

2D_xf_1D^2_{xx}ϕ + 2D_xf_2D^2_{xy}ϕ − 3a_1b_1c_1D_xuD^2_{xx}ϕ = 0,

D^2_{xx}f_1D_xϕ + D^2_{xx}f_2D_yϕ + qD_y f_1D_xϕ + qD_yf_2D_yϕ−

−3D^2_{xx}a_1b_1c_1D_xϕ + 2D_xgD_xϕ = 0. (2.6) V silu (2.6), my moßem vybrat~

f_2(x, y) = κ = const, D_xf_1 = 3 2 a_1D_xu, (2.7)

tak qto f = (f_1, f_2) = (^{3a1}_2 u, κ). Iz (2.3)–(2.5) vytekaet sootnoxe- nie D^3_{xxx}u − 3a_1 2 uD_xu − κD_yu + D^2_{xx}g + qD_yg + u^′_α = 0. (2.8)

Perepixem dalee uravnenie Kadomceva–Petviaxvili v vide

D_xu^′_α + 6D_xuD_xu + 6uD^2_{xx}u + D^4_{xxxx}u + 3q^2D^2_{yy}u = 0 (2.9)

i vyqislim proizvodnu¸ po prostranstvennoæ peremennoæ x uravneniØ (2.8). V rezul~tate poluqim uravnenie D^4_{xxxx}u + 3a_1 2 D_xuD_xu + 3a_1 2 uD^2_{xx}u+ +κD^2_{xy} u + D^3_{xxx}g + qD^2_{xy}g + D_xu^′_α = 0. (2.10)

28 ˚. I. BELOPOL^SKA˚ VyqislØØ dalee D^3_{xxx}g i D^2_{xy}g iz (2.5), (2.6) i podstavlØØ poluqennye vyraßeniØ v (2.10), ostaetsØ lix~ podobrat~ konstanty

a_1, b_1, c_1 tak, qtoby vypolnØlis~ sootnoxeniØ − 1 2 (1 + q) + 3qb_1c_1 = 0, a_1 = 4

i zametit~, qto pri takom vybore konstant (2.8) i (2.10) sovpada¸t. Takim obrazom, funkciØ u(x, y, α), udovletvorØ¸waØ (2.10) s ukazannym vyxe vyborom parametrov, podqinØetsØ uravneni¸ K–P.

ObobwaØ opisannye vyxe sluqai, rassmotrim mnogomernyæ diffuzionnyæ process vida

ξ(t) = ξ_0 + ht + √ 2w(t) ∈ R^n i skalØrnyæ mul~tiplikativnyæ funkcional ot nego poroßdennyæ lineænym uravneniem dη = u(ξ(t))η(t)dt. Cootvetstvu¸waØ emu para Laksa imeet vid Lϕ = Δϕ + (h, ∇ϕ) + uϕ, (2.11) Bϕ = ∇_a∇_b∇_cϕ + (f, ∇ϕ) + gϕ (2.12) gde h – zadannoe postoØnnoe vektornoe pole, a, b, c – postoØnnye vektornye polØ, kotorye predstoit podobrat~, takße kak i skalØrnu¸ funkci¸ g(x) i vektornu¸ funkci¸ f(x). Podbirat~ parametry my budem tak, qtoby vypolnØlos~ uravnenie vida (1.7). Vyqislim kommutator [L, B] [L, B]ϕ = [2∇_f ∇_hϕ) − 3∇_au∇_b∇_cϕ]+ +[∇f∇_hϕ − 3∇_a∇_bu∇_cϕ] − [∇_a∇_b∇_cu + ∇_f u − Δg − ∇_hg]ϕ. (2.13) DlØ togo, qtoby opredelit~ parametry operatora B, priravnØem nul¸ kofffficienty pri pervyh i vtoryh proizvodnyh funkcii ϕ. 2∇_if_j − 3a_ib_j∇_cu = 0, i, j = 1, . . . , n, (2.14) Δf_i + 2∇_ig + 2 n∑ j (∇_if_j ∇_i∇_jϕ − 3∇_b∇_auc_i) = 0, (2.15)

NELINE`NYE URAVNENI˚ 29 otkuda

Δg + ∇_hg − ∇_a∇_b∇_cu − ∇_f u = 0. (2.16)

Iz sootnoxeniØ (2.14) sleduet, qto

∇_if_j = − 3 2 ∇_aub_ic_j , (2.17)

Δf_j = − 3 2 ∇_a∇_buc_j i, posle podstanovki poslednih sootnoxeniæ v (2.16), qto ∇_ig = −Δf_i + 3∇_a∇_buc_i, Δg = − n∑ i=1 ∇_iΔf_i + 3∇_c∇_a∇_bu = 3 2 ∇_c∇_a∇_bu. (2.18) Nakonec, podstavlØØ (2.17) i (2.18) v (2.15), poluqim [L, B] = 1 2 ∇_a∇_b∇_cu + 9 2 ∇_a∇_bu(c, h) − ∇_{F (u)}u, gde f = F (u) opredelØetsØ iz (2.17). Pri fftom uravnenie dlØ

u(x, α) imeet vid −u^′_α + 1 2 ∇_a∇_b∇_cu + 9 2 ∇_a∇_bu(c, h) − ∇_f u = 0. Zametim, qto v odnomernom sluqae sootvetstvu¸wee uravnenie imeet vid −u^′_α + a 2 u^{′′′} + 9 2 au^{′′} − 3 2 auu^′ = 0. 3. VeroØtnostnaØ interpretaciØ uravneniØ Xvarca i ego obobweniæ V rabote [3] byli izuqeny usloviØ absol¸tnoæ nepreryvnosti mer, poroßdennyh diffuzionnymi processami v R^n i ih mul~tiplikativnymi funkcionalami, pri vypolnenii kotoryh udavalos~ vyvesti uravnenie dlØ sootvetstvu¸weæ proizvodnoæ Radona–Nikodima, ne ispol~zuØ Øvno mery v prostranstve traektoriæ. DlØ vyvoda sootvetstvu¸weæ proizvodnoæ Radona– Nikodima bylo postroeno obobwennoe preobrazovanie Darbu. Krome togo, v [4] bylo pokazano, qto pri opredelennyh usloviØh

30 ˚. I. BELOPOL^SKA˚ na diffuzionnye kofffficienty stacionarnaØ mera, poroßdennaØ raspredeleniem diffuzionnogo processa i ego mul~tiplikativnym funkcionalom obladaet logarifmiqeskoæ proizvodnoæ, podqinØ¸weæsØ mnogomernomu uravneni¸ Rikkati.

V fftom paragrafe my vyvedem uravnenie, kotoromu udovletvorØet proizvodnaØ Radona–Nikodima η(t, y) pary absol¸tno nepreryvnyh mer μ_k(t, dy), poroßdennyh raspredeleniØmi diffuzionnyh processov ξ_k(t), k = 1, 2 udovletvorØ¸wih uravneni¸ vida (1.1) s razliqnymi naqal~nymi usloviØmi i ih mul~tiplikativnymi funkcionalami, a takße sootvetstvu¸wimi stacionarnymi raspredeleniØmi, esli oni suwestvu¸t. V odnomernom sluqae my vyvedem zamknutoe uravnenie dlØ stacionarnoæ funkcii η(y) i pokaßem, qto pri sootvetstvu¸wem vybore kofffficientov ono sovpadaet s klassiqeskim uravneniem Xvarca [8].

Pust~ ξ_k(t) – sil~nye rexeniØ stohastiqeskogo uravneniØ (1.1), dξ_k = a(ξ_k(t))dt + A(ξ_k(t))dw, (3.1) udovletvorØ¸wie naqal~nym usloviØm

ξ_k(0) = κ_k ∈ R^n, k = 1, 2. (3.2)

Rassmotrim mery μ_k(t, dy) = E exp {^t∫ 0 c(ξ_k(s))ν_k(dy − ξ_k(t)), k = 1, 2. (3.3) Kak netrudno proverit~, oni predstavlØ¸t soboæ rexeniØ sledu¸weæ zadaqi Koxi ∂μ ∂t = div [ 1 2 n∑ j=1 ∇_Aj (A^j μ^k) − aμ ] + cμ, μ(0, dy) = ν^k(dy). (3.4) Predpoloßim qto plotnosti μ_k(t, y) mer μ_k(t, dy) vida (3.3) otnositel~no mery Lebega integriruemy s kvadratom i dopuska¸t razloßenie μ_k(t, y) = ∞∑ m=1 β_me^{λnt}μ_{km}(y), (3.5)

NELINE`NYE URAVNENI˚ 31 kofffficienty β_m kotorogo opredelØ¸tsØ naqal~nymi znaqeniØmi μ_k(0, y). Togda, mery μ_{km}(dy) udovletvorØ¸t uravneni¸ vida div [ 1 2 n∑ j=1 ∇_Aj (A^j μ) − aμ ] + (c − λ)μ = 0. (3.6)

Oboznaqim η(t, y) =^{μ1(t,dy)}_{μ2(t,dy)} , (div B)_i = ∑_n j=1 ∂B_{ij} (y) ∂y_j i pust~

ρ_μ =^{∇μ}_μ oboznaqaet logarifmiqesku¸ proizvodnu¸ mery μ. Vy-

vedem uravnenie, kotoromu udovletvorØet funkciØ η(t, y). PrØmye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto spravedlivo sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 3.1. Pust~ kofffficienty uravneniæ (3.1), (3.2) udovle-

tvorØ¸t usloviØm, garantiru¸wim suwestvovanie nepreryvnyh ograniqennyh proizvodnyh u mer μ_k(t, dy) vida (3.3). Togda funkciØ η(t, y) =^{μ1(t,dy)} μ2(t,dy) udovletvorØet sledu¸weæ zadaqe Koxi ∂η ∂t = 1 2 A^∗η^{′′}A + ∇_pη + qη, η(0, y) = ν^1(dy) ν^2(dy)

, (3.8)

gde p = −a + div B − Bρ_{μ2} , q = − div a +^1_2 div(div B) + c.

Niße my pokaßem, qto pri n = 1 proizvodnaØ Radona– Nikodima mer, opredelØemyh sootnoxeniØmi (3.5), (3.6) pri sootvetstvu¸wem vybore kofffficientov, udovletvorØet zamknutomu uravneni¸ – klassiqeskomu uravneni¸ Xvarca.

Napomnim, qto v sluqae postoØnnyh kofffficientov diffuzii

A(y) = A logarifmiqeskaØ proizvodnaØ ρ_{μ2} (t, y) mery μ_2(t, dy)

vida (3.3) opredelØetsØ sootnoxeniØmi ∂ρ ∂t = 1 2 Tr A^∗ρ^{′′}A + (Bρ, ∇)ρ− ∇aρ − (a_2, ∇ρ) − ∇ div a_2 + ∇c_2, ρ(0, y) = ρ_{ν2} (y), a vektor-funkciØ u(t, y) = −Bρ(t, y) udovletvorØet obobwennomu uravneni¸ B¸rgersa ∂u ∂t + (u, ∇)u = 1 2 Tr A^∗u^{′′}A + (a, ∇u) + B∇ div a + ∇_ua − B∇c (3.9) i uslovi¸ u(0, y) = −Bρ(0, y).

32 ˚. I. BELOPOL^SKA˚ Pri fftom, esli suwestvuet stacionarnoe rexenie uravneniØ (3.9), to ono sovpadaet s gradientom rexeniØ uravneniØ Rikkati

div u − (B^{−1}u, u) + (a, B^{−1}u) − c + div a = 0. (3.10)

Pereædem, nakonec, k rassmotreni¸ odnomernogo sluqaØ, polagaØ v (3.1)–(3.3) n = 1 i napomnim kak opredelØ¸tsØ operator Xvarca i uravnenie Xvarca.

My naqnem s opredeleniØ operatora Xvarca i svØzannyh s nim konstrukciæ.

Pust~ f : R^1 → R^1 funkciØ vewestvennogo argumenta y. Operator

[S(f)](y) = ( f^{′′}(y) f^′(y) )_′ − 1 2 ( f^{′′}(y) f^′(y)

)^2

nazyvaetsØ proizvodnoæ Xvarca (ili operatorom Xvarca). Niße nam ponadobitsØ takße sledu¸wee predstavlenie S(η) = η^{′′′} η^′ − 3 2 ( η^{′′} η^′ )^2 (3.11)

Operator S obladaet vaßnymi svoæstvami – on invarianten otnositel~no gruppy drobno-lineænyh preobrazovaniæ funkcii η i preobrazuetsØ kak kvadratiqnyæ differencial pri drobnolineænyh preobrazovaniØh argumenta.

Operator S tesno svØzan s ODE vtorogo porØdka vida

B(y)μ^{′′}(y) + p(y)μ^′(y) + q(y)μ(y) = 0. (3.12)

DlØ togo, qtoby pokazat~ ffto, rassmotrim dva lineæno nezavisimyh rexeniØ μ_1(y) i μ_2(y) uravneniØ (3.12) i oboznaqim η(y) = μ_1(y) μ_2(y)

(3.13)

ih otnoxenie. Proverim, qto η(y) udovletvorØet uravneni¸ Xvarca

S(η) = 2 q B − p^2 2B^2 − pB^′ B^2

. (3.14)

Iz sootnoxeniæ

Bμ^{′′}_1 + pμ^′_1 + qμ_1 = 0, Bμ^{′′}_2 + pμ^′_2 + qμ_2 = 0

NELINE`NYE URAVNENI˚ 33 sleduet, qto

B(μ^{′′}_1 μ_2 − μ^{′′}_2 μ_1) + p(μ^′_1μ_2 − μ_1μ^′_2) = 0. (3.15)

DifferenciruØ (3.3), poluqaem s uqetom (3.5) qto η^{′′} η^′ = − p B − 2 μ^′_2 μ_2

. (3.16)

DifferenciruØ (3.16), poluqaem η^{′′′} η^′ − ( η^{′′} η^′ )_2 = − p^′ B + pB^′ B^2 − 2 μ^{′′}_2 μ_2 + 2 ( μ^′_2 μ_2

)_2 . Nakonec, prinimaØ vo vnimanie (3.16), poluqaem S(η)(y) = − p^2(y) 2B^2(y) − p^′(y) B(y) − p(y)B^′(y) B^2(y) −2 μ^{′′}_2 (y) μ_2(y) −2 p(y) B(y) μ^′_2(y) μ_2(y)

. (3.17)

V silu (3.12) summa qlenov, zavisØwih ot μ_2 v pravoæ qasti, ravna veliqine 2 q(y)B(y) . V rezul~tate my prihodim k sootnoxe- ni¸ S(η)(y) = 2 q(y) B(y) − p^2(y) 2B^2(y) − B^′(y) B(y) − p(y)B^′(y) B^2(y) . Otmetim dalee svØz~ meßdu uravneniØmi Xvarca i Rikkati. Napomnim, qto uravnenie Rikkati svØzano s uravneniem (3.12). Deæstvitel~no, esli μ_2(y) udovletvorØet (3.12), to u(y) = −B(y)^{μ02}_{μ2} , udovletvorØet uravneni¸ Rikkati

Bu^′ − u^2 + pu − Bq = 0. (3.18)

DlØ togo, qtoby ustanovit~ svØz~ meßdu uravneniem Xvarca (3.14) i uravneniem Rikkati (3.18), zametim, qto iz (3.16) sleduet ravenstvo u(y) = − B(y) 2 η^{′′}(y) η^′(y) − 1 2 p(y). (3.19) Pri fftom (3.19) svØzyvaet rexeniØ (3.17) i (3.18). DlØ togo, qtoby dokazat~ ffto rassmotrim proizvol~noe rexenie η(y) uravneniØ (3.17) i, podstaviv (3.19) v (3.18), proverim, qto u(y) udovletvorØet uravneni¸ Rikkati. S drugoæ storony, pust~ u(y) udovletvorØet (3.18). PodstavlØØ v (3.16) u(y) = −B(y)μ^′_2 (y) μ_2(y)

34 ˚. I. BELOPOL^SKA˚ moßno naæti vyraßenie dlØ η^′(y) v vide

η^′(y) = exp { − ∫ ( p(y) − 2u(y) B(y) )dy } . (3.20)

PodstavlØØ (3.20) v (3.17) i ispol~zuØ (3.18), netrudno proverit~, qto η udovletvorØet uravneni¸ Xvarca (3.17).

VozvrawaØs~ k rassmotreni¸ mer (3.3) zametim, qto μ_k(dy), udovletvorØ¸t sootnoxeniØm (3.12) pri p = −a + B^′, q = c − a^′ + 1 2 B^{′′} i (v silu provedennyh vyxe rassußdeniæ) dlØ nih spraved-

livo sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 3.2. Pust~ mery μk(dy) zadany sootnoxeniem sootno-

xeniØmi (3.6), (3.7) pri n = 1. Togda funkciØ η(y) vida (3.13) udovletvorØet uravneni¸ Xvarca (3.14)m gde p = −a + div B − Bρ_{μ2} , q = − div a +^1_2 div(div B) + c − λ.

V zakl¸qenie my ispol~zuem tehniku fftogo paragrafa dlØ togo, qtoby vyvesti uravnenie dlØ logarifmiqeskoæ proizvodnoæ po parametru α plotnosti ψ(t, y, α) (otnositel~no mery Lebega) mery Ψ(t, dy, α), udovletvorØ¸weæ (1.6). Drugoæ podhod k vyqisleni¸ logarifmiqeskoæ proizvodnoæ po parametru byl rassmotren v paragrafe 1.

Rassmotrim rexenie ϕ(t, y, α) uravneniØ ∂ϕ ∂t = Δϕ − u(y, α)ϕ, (3.18) udovletvorØ¸wee naqal~nym usloviØm ϕ(0, y) = ν(y) − γ(y), V predpoloßenii gladkosti vseh parametrov zadaqi ee rexenie

ϕ(t, y, α) obladaet ograniqennymi proizvodnymi po argumentam t, y. Vyvedem uravnenie, kotoromu udovletvorØet logarifmiqeskaØ proizvodnaØ rexeniØ zadaqi (3.14) po parametru α.

Teorema 3.3. Pust~ pri l¸bom vewestvennom α funkciØ u(y, α) –

gladkaØ i ograniqennaØ. Togda rexenie zadaqi (3.18) obladaet logarifmiqeskoæ proizvodnoæ po parametru α, udovletvorØ¸weæ lineænomu paraboliqeskomu uravneni¸ ∂κ ∂t = 1 2 Δκ − (∇κ, ρ_ϕ) − ‖ρ_ϕ‖^2 2 κ + u^′_α. (3.19)

NELINE`NYE URAVNENI˚ 35 Dokazatel~stvo provoditsØ s pomow~¸ formal~nyh vyqisleniæ.

Analogiqnoe uravnenie moßno vyvesti i dlØ logarifmiqeskoæ proizvodnoæ po parametru mery vida (3.3). Poluqennoe uravnenie moßno issledovat~ nezavisimo i ispol~zovat~ rezul~taty fftogo issledovaniØ dlØ dokazatel~stva suwestvovaniØ logarifmiqeskoæ proizvodnoæ mery po parameru i izuqeniØ ee povedeniØ.

Literatura

1. M. Ablovic, H. Sigur, Solitony i metod obratnoæ zadaqi. Mir, Moskva (1987).

2. Dß. Lffm, Vvedenie v teori¸ solitonov. Mir, Moskva (1983).

3. M. Kac, P. van Moerbeke, Some probabilistic aspects of scattering theory. in:

“Functional integration and its applications,” ed. Arthurs, Oxford Univ. Press, (1975) pp. 87–96.

4. ˚. I. Belopol~skaØ, Gladkie diffuzionnye mery i ih preobrazovaniØ. — Zap. nauqn. semin. POMI 260 (1999), 31–50.

5. Ya. Belopolskaya, Smooth diffusion measures and their transformations. Prepr.N 628 SFB 256, Univ. of Bonn, 1999 pp. 1–25.

6. ı. L. Daleckiæ, S. V. Fomin, Mery i differencial~nye uravneniØ v beskoneqnomernyh prostranstvah. Nauka, M. (1983).

7. ˚. I. Belopol~skaØ, Gladkie mery i nelineænye uravneniØ matematiqeskoæ fiziki. — Problemy matematiqeskogo analiza v. 15 (1995), 70–83.

8. M. I. Zelikin, Odnorodnye podprostranstva i uravnenie Rikkati v variacionnom isqislenii. Izd. Faktorial (1998).

Belopolskaya Ya. I. Nonlinear equations in diffusion theory.

Connections between diffusion random processes and some classical nonlinear equations of mathematical physics, the solution theory, in particular, are investigated. It is shown that the solution theory equations select one-parameter families of absolutely continuons transformations of diffusion measures and make possible computation of the logarithmic derivatives of the corresponding measures with resect to the parameter.

Postupilo 15 dekabrØ 2000 g.

SPbGASU