Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 278, 2001 g.

M. S. Ermakov

O VERO˚TNOST˚H BOL^XIH UKLONENI` V BANAHOVYH PROSTRANSTVAH 1. Postanovka zadaqi. Osnovnye predpoloßeniØ. Pust~ F ⊆

B – dva separabel~nyh banahovyh prostranstva i | · |_F , | · |_B – normy v F i B sootvetstvenno takie, qto |x|_F ¿ |x|_B dlØ vseh x ∈ F . Pust~ X_1, . . . , X_n ∈ F nezavisimye odinakovo raspredelennye sluqaænye veliqiny, ime¸wie veroØtnostnye raspredeleniØ L(X_1), . . . , L(X_n) sootvetstvenno i pust~ EX_i = 0, 1 6 i 6 n. Oboznaqim S_n = n^{−1/2}(X_1 + . . . + X_n). Zafiksiruem vektor v ∈ F ,

|v|_B = 1 i zadadim posledovatel~nosti r_n > r_0 > 0 i d_n → ∞ pri n → ∞. V rabotah Bentkusa [1] i Bentkusa i Raqkauskasa [3] byli dokazany teoremy o toqnoæ asimptotike veroØtnosteæ bol~xih ukloneniæ P (|S_n|_B > r_n), kogda r_n → ∞ pri n → ∞. Dokazatel~stvo ne ispol~zovalo standartnu¸ tehniku preobrazovaniæ Laplasa i Fur~e (sm. Ibragimov i Linnik [8], Petrov [11] i dr. ). Ono osnovyvalos~ na primenenii formuly Teælora, svoæstvah predel~nogo gaussovskogo raspredeleniØ i iteraciØh ocenok otnositel~no ob¨ema vyborki n. Ranee analogiqnyæ podhod ispol~zovalsØ dlØ poluqeniØ ocenok skorosti shodimosti v central~noæ predel~noæ teoreme (sm. Bergstrem [4]; Kuelbs, Kurtz [9]; Paulauskas [10]; Bentkus, Raqkauskas [2]; Bolthausen [5]; Gotze [7] i dr.).

V nastoØweæ rabote my pokazyvaem, qto tehnika razvitaØ v rabote Bentkusa i Raqkauskasa [3] moßet byt~ primenena dlØ nahoßdeniØ toqnyh asimptotik P (|S_n − d_nv|_B < r), r_0 < r < r_n i

P (|S_n − d_nv|_B > r), kogda centry xarov d_nv udalØ¸tsØ ot nulØ

vmeste s rostom ob¨ema vyborki. Rabota Bentkusa i Raqkauskasa [3] opiraetsØ na rØd predpoloßeniæ o svoæstvah funkciæ raspredeleniæ normy gaussovskoæ sluqaænoæ veliqiny s centrom v

Rabota qastiqno podderßana grantom RFFI “Veduwie nauqnye xkoly” 00-15-96019 i grantom RFFI 99-01-00160. 86

O VERO˚TNOST˚H BOL^XIH UKLONENI` 87 nule. My issleduem analogiqnye svoæstva raspredeleniæ norm gaussovskih sluqaænyh veliqin s centrami v proizvol~nyh toqkah. V posledu¸weæ rabote rezul~taty budut primeneny dlØ izuqeniØ toqnoæ asimptotiki veroØtnosteæ bol~xih ukloneniæ oxibok vtorogo roda neparametriqeskih kriteriev tipa omegakvadrat.

UslovimsØ oboznaqat~ bukvami C, c i C, c s indeksami razliqnye postoØnnye. Oboznaqim [a] celu¸ qast~ a dlØ l¸bogo

a ∈ R^1; χ(x ∈ A) – indikator mnoßestva A i

Φ(z) = 1 √ 2π z∫ −∞ exp { − t^2 2 } dt funkci¸ standartnogo normal~nogo raspredeleniØ.

Zafiksiruem γ, 0 < γ < 1 i oboznaqim s naibol~xee celoe qislo takoe, qto s < (2 − γ)/(1 − γ).

My budem predpolagat~, qto vypolneny sledu¸wie usloviØ.

A. DlØ l¸bogo h > 0 koneqno E(|X|^{s+1}_F exp{h|X|^γ_B}) < ∞.

B0. Sluqaænye veliqiny X_1, . . . , X_n predgaussovskie. �to oznaqaet, qto suwestvuet gaussovskaØ sluqaænaØ veliqina Y ∈ F takaØ, qto kovariacii X_k, 1 6 k 6 n i Y sovpada¸t, inaqe govorØ,

E(f_2(X_k)) = E(f_2(Y )), 1 6 k 6 n, dlØ l¸boæ nepreryvnoæ kva-

dratiqnoæ formy f_2 : F → R^1. Bolee togo, esli γ > 1/2, to

E(f_m(X_k)) = E(f_m(Y )), 1 6 k 6 n, dlØ kaßdoæ nepreryvnoæ for-

my stepeni m f_m : F → R^1, 1 6 m 6 s.

Oboznaqim V_r (u) xar v B radiusa r > 0 c centrom v toqke

u ∈ B. DlØ 0 < ϵ < r poloßim K_{ϵ,r}(u) = V_{r+ϵ}(u) \ V_{r−ϵ}(u).

Sledu¸wie usloviØ B1 i B2 budut ispol~zovany dlØ ocenok veroØtnosteæ P (|S_n −d_nv|_B < r) i P (|S_n −d_nv|_B > r) sootvetstven- no. B1. Suwestvuet δ > 0, δ < r_0 i poloßitel~nye postoØnnye a_1,

a_2, b_1, b_2 takie, qto dlØ l¸byh d > 0, ϵ > 0, r − ϵ > δ vypolneno

P (Y ∈ V_r (dv)) > a^{−1}_2 exp{−b^2_1(d − r)^2}, (1.1) P (Y ∈ K_{ϵ,r}(dv)) 6 b_2ϵ(b_2|d − r| + 1)P (Y ∈ V_{r+ϵ}(dv)), (1.2) P (Y ∈ V_{r+ϵ}(dv)) < a_1 exp{b^2_1ϵ|d − r|}P (Y ∈ V_r (dv)). (1.3)

88 M. S. ERMAKOV B2. Suwestvu¸t poloßitel~nye postoØnnye a_1, a_2, b_1, b_2 takie, qto dlØ l¸byh r > d > 0, r ¿ ϵ > 0 vypolneno

P (Y /∈ V_r (dv)) > a^{−1}_2 exp{−b^2_1(d − r)^2}, (1.4) P (Y ∈ K_{ϵ,r}(dv)) 6 b_2ϵ(b_2|d − r| + 1)P (Y /∈ V_{r−ϵ}(dv)), (1.5) P (Y /∈ V_{r−ϵ}(dv)) < a_1 exp{b^2_1ϵ|d − r|}P (Y /∈ V_r (dv)). (1.6) Kak sleduet iz dokazannoæ niße teoremy 2.1, neravenstva (1.1)– (1.6) vypolneny dlØ proizvol~noæ gaussovskoæ sluqaænoæ veliqiny Y v banahovom prostranstve, kogda vektor v ØvlØetsØ dopustimym sdvigom (v sluqae usloviØ (1.5) nado dopolnitel~no potrebovat~ ograniqennost~ plotnosti P (|Y |_B > r) v nule). Pri fftom vybor δ > 0 dlØ (1.1)–(1.3) proizvolen. Ot nego tol~ko zavisØt postoØnnye a_1, a_2, b_1, b_2. PostoØnnye a_1, a_2, b_1, b_2 neposredstvenno figuriru¸t kak parametry v usloviØh teorem. Pofftomu neravenstva (1.1)–(1.6) vyneseny vvide otdel~nyh usloviæ.

Opredelim mnoßestvo D^k(B/F ) vseh funkciæ f : B → R^1 takih, qto dlØ vseh h_1, . . . , h_m ∈ F , x ∈ B, m 6 k suwestvuet m-Ø proizvodnaØ po Gato f^{(m)}(x) takaØ qto otobraßenie (h1, . . . , h_m) → f (^m)(x)h1 . . . h_m : F × . . . × F → R1 m-lineæno i nepreryvno.

Vvedem uslovie.

C. DlØ l¸byh r, ϵ > 0 suwestvuet funkciØ f = f_{r,ϵ} ∈ D^{s+1}(B/F ) takaØ, qto 0 6 f 6 1, f(x : |x|_B < r − ϵ) = 0, f(x : |x|_B > r) = 1 i dlØ vseh x ∈ B, h ∈ F , 1 6 k 6 s + 1, |f^{(k)}(x)h^k| < eϵ^{−k}|h|^k_F , (1.7) gde postoØnnaØ e > 0 ne zavisit ot r i ϵ.

2. Predvaritel~nye rezul~taty. Iz privodimoæ niße teore-

my 2.1 sleduet, qto gaussovskie sluqaænye veliqiny v banahovom prostranstve udovletvorØ¸t usloviØm B1, B2, pri nekotoryh postoØnnyh a_1, a_2, b_1, b_2 > 0, esli vektor v ∈ B ØvlØetsØ dopustimym sdvigom.

Oboznaqim F_d(r) = P (|Y − dv|_B < r).

Teorema 2.1. Pust~ Y gaussovskaØ sluqaænaØ veliqina v banaho-

vom prostranstve B. Togda dlØ l¸bogo dopustimogo sdviga v ∈ B

O VERO˚TNOST˚H BOL^XIH UKLONENI` 89 i l¸bogo δ > 0 naædutsØ takie postoØnnye a_2 = a(δ), c = c(δ), qto dlØ vseh r > δ, d > 0

P (Y ∈ V_r (dv)) > a^{−1}_2 exp{−c(d − r)^2} (2.1) i P (Y /∈ V_r (dv)) > a^{−1}_2 exp{−c(d − r)^2}. (2.2) Suwestvuet takaØ postoØnnaØ C = C(δ), qto

F^′_d(r) = dF_d(r) dr < CF_d(r) √ −2 ln F_d(r) (2.3) i F^′_d(r) = dF_d(r) dr < C(1 − F_d(r)) √ −2 ln(1 − F_d(r)) (2.4)

dlØ vseh r > δ > 0.

Iz (2.1), (2.3) i (2.2), (2.4) sleduet (1.2), (1.3) i (1.5), (1.6) sootvetstvenno dlØ r > δ > 0. Esli 0 < r < δ, ϵ < r, to (1.6) vypolneno, tak kak suwestvuet postoØnnaØ C > 0 takaØ, qto P (Y /∈ V_r(dv)) < CP (Y /∈ V_{r+ϵ}(dv)), a spravedlivost~ (1.5) vytekaet iz spravedlivosti (1.5) dlØ

d = 0 (sm. [3, neravenstvo (3.2)]) i ograniqennosti proizvod-

noæ Radona–Nikodima veroØtnostnyh mer sluqaænyh veliqin

Y − (d − r)v i Y (sm. (2.5)) v xare V_{2δ}(0). Otmetim, qto neraven-

stvo (3.2) v [3], a sledovatel~no i (1.5) dlØ proizvol~nyh r > 0 ime¸t mesto pri dopolnitel~nom predpoloßenii, qto plotnost~

P (|Y | > r) ograniqena v nule. Nakonec ostaetsØ zametit~, qto

(2.2) spravedlivo dlØ proizvol~nyh r > 0, qto sleduet iz ego spravedlivosti dlØ r > δ > 0.

Dokazatel~stvo. Oboznaqim B^∗-soprØßennoe banahovo prost-

ranstvo nepreryvnyh lineænyh funkcionalov g v B.

Opredelim lineænoe topologiqeskoe prostranstvo B, kak popolnenie B v topologii slaboæ shodimosti otnositel~no lineænyh funkcionalov iz B^∗. Nazovem prostranstvom izmerimyh lineænyh funkcionalov B^∗_P zamykanie B^∗ v L_2(B, B, P ), gde B – σ-algebra borelevskih mnoßestv na B.

Opredelim korrelØcionnyæ operator K : B^∗_P → B^∗_P gaussovskoæ mery P_Y sluqaænoæ veliqiny Y takoæ, qto dlØ vseh f,

90 M. S. ERMAKOV g ∈ B^∗ imeet mesto f(Kg) .= ∫ B f(x)g(x)P_Y (dx) .=< f, g > . Kak izvestno (sm. Davydov, Lifxic, Smorodina [6]), suwestvu- ¸t operator I : B^∗_P → B i soprØßennyæ s nim I^∗ : B → B^∗_P takie, qto f(Ig) =< g, I^∗f > i K = II^∗. Tak kak v dopustimyæ sdvig, to v dopuskaet predstavlenie v = Iz, gde z ∈ B^∗_P .

Oboznaqim P_{(d−r)v,Y} veroØtnostnu¸ meru sluqaænoæ veliqiny

Y − (d − r)v. Mera P_{(d−r)v,Y} absol¸tno nepreryvna otnositel~no P_Y i imeet plotnost~ raspredeleniØ dP_{(d−r)v,Y} dP_Y (x) = exp { (d − r)z(x) − 1 2 (d − r)2 < z, z > } . (2.5)

Sledovatel~no pri r > δ

F_d(r) = ∫ exp { (d−r)z(x)− 1 2 (d−r)2 < z, z > } χ(x ∈ V_r (rv))P_Y (dx) ¿ ∫ exp { (d − r)z(x) − 1 2 (d − r)2 < z, z > } χ(x ∈ V_δ (δv))P_Y (dx) ¿

C exp { − 1 2 (d − r)2 < z, z > +o((d − r)) } . (2.6) i 1 − F_d(r) = P (|Y − dv|_B > r) = ∫ exp { (d − r)z(x) − 1 2 (d − r)2 < z, z > } χ(x /∈ V_r (rv))P_Y (dx) ¿ ∫ exp { (d − r)z(x) − 1 2 (d − r)2 < z, z > } χ(x ∈ V_δ(−δv))P_Y (dx) ¿

C exp { − 1 2 (d − r)2 < z, z > +o((d − r)) } . (2.7)

tak kak δ > 0 moßno vzØt~ skol~ ugodno malym qislom.

O VERO˚TNOST˚H BOL^XIH UKLONENI` 91 Iz (2.6) i (2.7) sleduet (2.1) i (2.2) sootvetstvenno. Otmetim, qto ocenki (2.6), (2.7) zavisØt tol~ko ot raznosti d − r pri r > δ > 0. Oboznaqim Φ^{−1} funkci¸ obratnu¸ k Φ.

Soglasno teoreme 11.1 v [6] funkciØ F_d(r) absol¸tno nepreryvna krome moßet byt~ toqki r = 0, differenciruema za iskl¸qeniem toqek iz nekotorogo ne bolee qem sqetnogo iskl¸- qitel~nogo mnoßestva Δ. V toqkah Δ funkciØ F^′_d imeet odnostoronnie predely i preterpevaet skaqki vniz. Soglasno predloßeni¸ 11.3 v [6] funkciØ Γ_d(r) = Φ^{−1}(F_d(r)) vypukla vverh i sledovatel~no ee proizvodnye v toqkah (c, ∞) \ Δ ravnomerno ograniqeny.

DifferenciruØ Γ_d(r) po r, r ∈ R^1\Δ, i ispol~zuØ standartnu¸ asimptotiku

Φ(−r) = 1 √ 2πr exp { − r^2 2 } (1 + o(1)) pri r → ∞,

poluqaem, qto funkciØ^{dΓd(r)}_{dr} ubyvaet po r, r ∈ R^1 \ Δ,

dΓ_d(r) dr = F^′_d(r) F_d(r) √ −2 ln F_d(r)

(1 + o(1)) (2.8) pri d − r → ∞ i dΓ_d(r) dr = F^′_d(r)

(1 − F_d(r)) √ −2 ln(1 − F_d(r))

(1 + o(1)) (2.9) pri r − d → ∞. Iz (2.8), (2.9), ispol~zuØ ograniqennost~ dΓ_d(r)/dr, poluqaem (2.3) i (2.4) sootvetstvenno.

3. Osnovnye rezul~taty. Oboznaqim G_k = L(X_k) − L(Y ), G = (|G_1| + . . . + |G_n|)/n, gde |G_k| – variaciØ mery G_k, 1 6 k 6 n,

Ψ(h) = ∫ F |x/h|^{s+1}_F exp {(|x|_B/h)^γ } G(dx), ν = inf{h : Ψ(h) 6 1}. (3.1)

Oboznaqim a = max{a_1, a_2, 1}, b = max{b_1, b_2}.

92 M. S. ERMAKOV

Poloßim

M_1 = min { M b^{−2}_1 ; (b^2_1ν^γ)^{1/(γ−2)} } , gde M udovletvorØet uslovi¸

λ_1(M ) .= 9a^2e(M ν)^{s+1} exp { 5 2 M^2b^{−2}_1 } /(s + 1)! < 1.

Opredelim n_0 iz usloviØ n_0 = inf{n : M_1R_{1n} > r_0}, gde R_{1n} =

n^{γ4}�^{2γ} (1 + 1/n)^{γγ}�^2 .

Teorema 3.1. Pust~ vypolneny usloviØ A, B0, B1, C. Togda P (|S_n − d_nv|_B < r) < κ_nP (|Y − d_nv|_B < r) (3.2) dlØ vseh r_0 < r < d_n < M_1R_{1n}, n ¿ n_0. Zdes~

κ_n = τ_1 1 − λ1 + κ_{n0} λ^{n−n0}, (3.3)

gde λ_1 = λ_1(M_1b^2_1), τ_1 = 3a + 2λ_1(M_1b^2_1), κ_{n0} = a exp { M^2_1 b^2_1n^{γ2}�^γ_0 } . Oboznaqim τ_2 = 3a + 1.5λ_2,

λ_2 = λ_2(M ) = 4ea^2 exp{2M^2b^{−2}_1 }(νM )^{s+1}b^{2s+2}_1 /(s + 1)!,

M_2 = min { M b^{−2}_1 ; (b^2_1ν^γ)^{1/(γ−2)} } , μ_1 = μ_1(M ) = 3a + 2^{s+1}eab^{2s+2}_1 ( (M M2)^s+1|v|^s+1_F +

(νM )^s+1 ) exp{M 2b^−21 }/(s + 1)!.

gde M udovletvorØet uslovi¸ λ_2(M ) < 1.

Teorema 3.2. Pust~ vypolneny usloviØ A, B0, B2, C. Togda P (|S_n − d_nv|_B > r) < μ_nP (|Y − d_nv|_B > r) (3.4) dlØ vseh d_n < r_n = M_2R_{2n}, 0 < r < d_n + M_2R_{2n}, R_{2n} = n^{γ4}�^{2γ} . Zdes~

μ_n = τ_2 1 − λ2 + μ1λ^{n−}12 . Otmetim, qto pri dokazatel~stve teorem 3.1 i 3.2 ne ispol~- zu¸tsØ usloviØ (1.2), (1.5) i sledovatel~no moßno ne trebovat~ ih vypolneniØ v usloviØh fftih teorem.

Budem oboznaqat~ qerez θ qisla, dlØ kotoryh |θ| < 1.

O VERO˚TNOST˚H BOL^XIH UKLONENI` 93

Teorema 3.3. Pust~ vypolneny usloviØ A, B0, B1, C. Togda P (|S_n − d_nv|_B < r) < P (|Y − d_nv|_B < r)× ( 1 + θκ_n(T /M )(^s+1)^/(^s+2) ) (3.5)

dlØ vseh r_0 + ~r_n < r < d_n < M_1R_{1n} i n > n_0. Zdes~ ~r_n = n^1

�s_{2s+4}

M^{− s+1s+2} (b^2|d_n − r| + b_2)^{− 1s+2} .

Pust~ vypolneny usloviØ A, B0, B2, C. Togda P (|S_n − d_nv|_B > r) < P (|Y − d_nv|_B > r)× ( 1 + θμ_n(T /M )(^s+1)^/(^s+2) ) (3.6)

dlØ vseh 0 < d_n < M_2R_{2n}, 0 < r < d_n + M_2R_{2n}.

Zdes~ T = b(b|d_n − r| + 1)n^1 �s_{2s+2} . i postoØnnye M_1, M_2, κ_n, μ_n zada¸tsØ temi ße ravenstvami, qto i v teoremax 3.1, 3.2 s zamenoæ postoØnnoæ b_1 na b.

Teorema 3.4. Pust~ vypolneny usloviØ A, B0, B2, C. Togda suwe-

stvuet konstanta C = C(γ) > 0 takaØ, qto dlØ vseh d_n < r_n, r < d_n + r_n, r_n = M_3R_{2n} − (5M_3 + 4b^{−1}) ln(n) imeet mesto P (|S_n − d_nv|_B > r) = P (|Y − d_nv|_B > r) ( 1 + 2θμ_nT (1 + M 1^{/n})/M ) . (3.7)

Zdes~ μ_n = τ_3 1 − λ3 + μ_{n−l}(M )λ^{l−}13 , l = [ln(n)],

λ_3 = λ_3(M ) = Cea(M ν)^{s+1} exp{2M^2b^{−2}_1 },

τ_3 = 3a + Ce((1 + a)νM + a(1 + M^2b^{−2}) exp{4(1 + M b^{−1}_1 )^2})(M ν)^{s+1},

M_3 = 1 12 min { M b^{−2}, (b^2ν^γ)^{1γ}�^2 b^{−1} }

i M udovletvorØet uslovi¸ max{λ_2(M ), λ_3(M )} < 1.

94 M. S. ERMAKOV

Teorema 3.5. Pust~ vypolneny usloviØ A, B0, B1, B2, C. Togda

suwestvuet konstanta C = C(γ) > 0 takaØ, qto dlØ vseh r_0 + r_0 < r < d_n < M_4R_{1n}−(10M_4+8b^{−1}) ln(n), r_0 > νb(ln(n))^{1+1/γ} n^{−1/2} imeet mesto P (|S_n−d_nv|_B < r) = P (|Y −d_nv|_B < r)(1+2θ~κ_nT (1+M^{1/n})/M ) (3.8) Zdes~ n > n_0 + ln(n_0) i n_1 = n − l + 1, l = [ln(n)] udovletvorØet uslovi¸

2 max { M^{− s+1s+2} n^1

�s_{2s+4} 1 (b^2|d_n − r| + b_2)^{− 1s+2} ; M^{−1}n^1

�s_{2s+2} 1 } +

2M n 3γ�4_4�_{2γ} 1 < r_0. (3.9) ZnaqeniØ ~κ_n i M_4 zada¸tsØ sootnoxeniØmi ~κ_n = τ_{4n} 1 − λ4 + κ_{n−l}(M )λ^{l−}14 , λ_4 = λ_4(M ) = Cea(M ν)^{s+1} exp{5M^2b^{−2}_1 }, τ_{4n} = 3a+Cea(ν(1+M +μ_{n−l}+(1+M ν+M^2b^{−2}) exp{5M^2b^{−2}_1 })(M ν)^{s+1},

M_4 = 1 12 min { M b^{−2}, (b^2ν^γ)^{1γ}�^2 b^{−1} } i M udovletvorØet uslovi¸ max{λ_1(M ), λ_2(M ), λ_3(M ), λ_4(M )} < 1.

My budem predpolagat~, qto d_n = M R_n (R_n = R_{1n} ili R_{2n} v zavisimosti ot postanovki zadaqi). Esli d_n < M R_n, to v dokazatel~stvah prosto nußno zamenit~ nekotorye iz ravenstv na neravenstva.

4. Dokazatel~stvo teorem 3.1–3.3. Pust~ Y1, . . . , Yn – nezavisi-

mye kopii sluqaænoæ veliqiny Y . Oboznaqim

W_{kn} = n^{−1/2}(X_1 + . . . + X_{k−1} + Y_{k+1} + . . . + Y_n), ϕ_n(t) = sup{P (|S_n − d_nv| < t) : P ∈ ℑ_n}, ξ_n(t) = sup{P (|S_n − d_nv| > t) : P ∈ ℑ_n}, gde ℑ_n mnoßestvo vseh raspredeleniæ nezavisimyh (ne obØzatel~no odinakovo raspredelennyh) sluqaænyh veliqin X_1, . . . ,

X_n, n ¿ 1, takih, qto Ψ_n(h) < ν.

Dokazatel~stvo teorem 3.1, 3.2 baziruetsØ na sledu¸wih versiØh lemmy o sglaßivanii (sm. [3]).

O VERO˚TNOST˚H BOL^XIH UKLONENI` 95

Lemma 4.1. Pust~ vypolneno uslovie C. Togda dlØ l¸bogo ϵ > 0, n > 1 P (|S_n − d_nv|_B < r) < P (|Y − d_nv|_B < r + ϵ)+ eϵ^{−s−1}J_nn^{(1−s)/2}/(s + 1)!, (4.1) gde J_n = ∫ F ϕ_{n−1}(t_2)|x|^{s+1}_F G_n(dx), (4.2)

t_2 = t_2(x) = r + ϵ + (1 + 1/n)n^{−1/2}|x|_B + ω_n,

ω_n = 1 n r + 1 n ϵ + (1 + 1/n)d_{n−1}/n + (d_n − d_{n−1})(1 + 1/n).

Lemma 4.2. Pust~ vypolneno uslovie C. Togda dlØ l¸bogo ϵ > 0 P (|S_n − d_nv|_B > r) < P (|Y − d_nv|_B > r − ϵ)+ eϵ^{−s−1}I_nn^{(1−s)/2}/(s + 1)!, (4.3) gde I_n = ∫ F ξ_{n−1}(t_1)|x|^{s+1}_F G_n(dx), (4.4)

t_1 = t_1(x) = r − ϵ − n^{−1/2}|x|_B − d_n + d_{n−1}(1 − 1/n),

I_1 = ∫ F ξ_0(t_1)|x − d_1v|^{s+1}_F G_1(dx),

ξ_0(t_1) = ξ_0(t_1(x)) = χ(r − ϵ < |x − d_1v|_B < r).

Dokazatel~stvo lemm analogiqno dokazatel~stvu lemmy 4.1 v [3]. Pofftomu privedem ocenki tol~ko v sluqae lemmy 4.1. Analogiqno [3], imeem P (|S_n − d_nv|_B < r) < P (|Y − d_nv|_B < r + ϵ)+ eϵ^{−s−1}J^′_nn^{(1−s)/2}/(s + 1)! (4.5) gde J^′_n = 1 n n∑ i=1 J^′_{kn}, (4.6)

96 M. S. ERMAKOV

J^′_{kn} = ∫ F P (|W_{kn} − d_nv| < r + ϵ + n^{−1/2}|x|_B)|x|^{s+1}_F G_k(dx). (4.7) Tak kak P (|W_{kn} − d_nv| < r + ϵ + n^{−1/2}|x|_B) < sup P ∈ℑ_n�1 P (|S_{n−1} − d_{n−1}v| < (1 + 1/n)(r + ϵ + n^{−1/2}|x|_B+ (d_n − d_{n−}1) + d_{n−}1/n)) = ϕ_{n−}1(t),

iz (4.5)–(4.7) poluqaem (4.1).

V dal~neæxem, qtoby uprostit~ oboznaqeniØ, provedem ocenki dlØ b_1 = b_2 = 1. Vosstanovit~ ih v obwem sluqae ne predstavlØet truda.

Dokazatel~stva (3.2) i (3.4) provedem indukcieæ po n. Poloßim ϵ = ϵ_n = M^{−1}n^1

�s_{2s+2} . Lemma 4.3. Pust~ vypolneno (1.1) i r < dn_0 < M1Rn_0. Togda P (|S_{n0} − d_{n0}v|_B < r) < κ_{n0}P (|Y − d_{n0} v|_B < r). (4.8) Pust~ vypolneny usloviØ teoremy 3.2. Togda P (|X_1 − d_1v|_B > r) < μ_1P (|Y − d_{n0} v|_B > r). (4.9) Dokazatel~stvo. Dokaßem (4.8). V silu (1.1), imeem

P (|S_{n0} − d_{n0} v|_B < r) < 1 < a exp{(d_{n0} − r)^2}P (|Y − d_{n0}|_B < r). (4.10)

qto i oznaqaet (4.8).

Dokaßem (4.9). PrimenØØ (1.4), imeem

I_1 < 2^{s+1} ∫ F (|x|^s+1_F + M^s+12 |v|^s+1_F )χ(r − ϵ < |x − d1v|_B < r)G1(dx) 6

2^s+1(M^s+12 |v|^s+1_F + ν^s+1) 6

2^s+1a(M^s+1|v|^s+1_F + ν^s+1) exp{(d1 − r)2}P (|Y − d1v|_B > r),

gde |d_1 − r| < M .

Ots¸da, primenØØ lemmu 4.2 i zatem (1.6), poluqaem P (|X_1 − d_1v|_B > r) < P (|Y − d_1v|_B > r − ϵ)+

O VERO˚TNOST˚H BOL^XIH UKLONENI` 97

2^s+1e(M^s+12 |v|^s+1_F + ν^s+1)M^s+1/(s + 1)! 6 ( a exp{(d_1−r)ϵ}+ae2^{s+1}((M M_2)^{s+1}|v|^{s+1}_F + (M ν)^s+1) exp{M 2}/(s+1)! ) P (|Y − d_1v|_B > r), qto i oznaqaet (4.9), qto i oznaqaet (4.9), tak kak (d_1 − r)ϵ < 1.

Sledu¸wie ocenki nosØt vspomogatel~nyæ harakter i qasto budut ispol~zovat~sØ v dal~neæxem.

Pust~ n ¿ 2. Togda |d_n − r|ϵ 6 1, (4.11) |d_n − r|(d_n − d_{n−1}) < M^2n^{2γ4}�^{2γ} ( 1 − (1 − 1/n)^{γ4}�^{2γ} ) < M^2 γ 4 − 2γ n^{2γ4}�^{2γ} n^{−1} <

M^2 2 , (4.12) |d_n−r|ω_n < 1 n (d_n−r)(r+ϵ+(1+1/n)d_{n−}1)+(d_n−r)(d_n−d_{n−}1)(1+1/n) < 1 n M n^{γ4}�^{2γ} ( M n^{γ4}�^{2γ} + M^{−1} + 3 2 M n^{γ4}�^{2γ} ) + 3 4 M^2 < 5 2 M^2n^{− 22}�^γ + 1 + 3 4 M^2 < 2M^2 + 1. (4.13)

Pristupim k neposredstvennomu dokazatel~stvu teoremy 3.1 dlØ

n > n_0.

Dokazatel~stvo teoremy 3.1. Opredelim posledovatel~nost~

κ_n, n ¿ n_0, rekurrentno, poloßiv κ_{n0} = κ_{n0} i κ_{n+1} = τ_1 + λκ_n.

Opredelim mnoßestva A = {x : d_{n−1} − t_2(x) < 0}, C = {x : 0 6 d_{n−1} − t_2(x) < M R_{1,n−1}}. Togda

J_n < J_A + J_C , gde J_N = ∫ N ϕ_{n−1}(t)|x|^{s+1}_F G_n(dx), N = A, C. (4.14) (i) Ocenim ϕ_{n−1}(t) dlØ x ∈ A, d_{n−1} − r < ϵ + ω_n. Ispol~zuØ (1.1), (1.3) i (4.11)–(4.13), poluqaem ϕ_{n−1}(t) < 1 < a exp{(d_n − r)^2}P (|Y − d_nv|_B < r) 6

98 M. S. ERMAKOV a exp{(d_n − r)(d_n − d_{n−1} + ϵ + ω_n)}P (|Y − d_nv|_B < r) < 9a exp{5M 21 /2}P (|Y − d_nv|_B < r). (4.15) (ii) Pust~ x ∈ A i d_{n−1} − r > ϵ + ω_n. Togda, posledovatel~no ispol~zuØ (1.1), (1 + 1/n)n^{−1/2}|x|_B > d_{n−1} − r − ϵ − ω_n i (4.11)– (4.13), poluqaem

ϕ_{n−1}(t) 6 1 6 a exp { (d_{n−}1 − r − ϵ − ω_n)2^{−γ} (d_{n−}1 − r − ϵ − ω_n)^γ } × P (|Y − d_{n−1}v|_B < r + ϵ + ω_n) 6 a exp { (1 + 1/n)^γ (d_{n−}1 − r)2^{−γ}n^{−γ/}2|x|^γ_B } × P (|Y − d_nv|_B < r + ϵ + ω_n + (d_n − d_{n−1})) 6 a^2 exp {(|x|_B/ν)^γ } exp{(d_n −r)(ϵ+ω_n +(d_n −d_{n−1})}P (|Y −d_nv|_B < r) 6 9a2 exp{5M 21 /2} exp {(|x|_B/ν)^γ } P (|Y − d_nv|_B < r). (4.16) (iii) Pust~ x ∈ C. Togda 0 6 d_{n−1} − r − ϵ − ( 1 + 1_n ) n^{−1/2}|x|_B − ω_n. PrimenØØ indukcionnoe predpoloßenie, dvaßdy (1.3), a zatem (4.13), imeem

ϕ_{n−1}(t_2) < κ_{n−1}P (|Y − d_{n−1}v|_B < t_2) 6

κ_{n−1}a exp { (d_{n−}1−r)ϵ } exp { (1+1/n)n^−1^/2|x|_B|d_{n−}1−r|+|d_{n−}1−r|ω_n } × P (|Y − d_{n−1}v|_B < r) 6 9aκ_{n−}1 exp { (1 + 1/n)n^−1^/2|x|_B|d_{n−}1 − r| + 2M 2 } × P (|Y − d_nv|_B < r + d_n − d_{n−1}) 6 9a2κ_{n−}1 exp { (1+1/n)n^−1^/2|x|_B|d_{n−}1−r|+(d_{n−}1−r)(d_n−d_{n−}1)+2M 2 } × P (|Y − d_nv|_B < r). Ispol~zuØ (4.12), |x|^{1−γ}_B < n^{(1−γ)/2}(1 + 1/n)^{γ−1}(d_{n−1} − r)^{1−γ} i (1 + 1/n)^γ n^{−γ/}2|d_n − r|2^{−γ} < M 2^{−γ}1 < ν^{−γ} poluqaem ots¸da, qto

ϕ_{n−1}(t) < 9a^2κ_{n−1} exp{5M^2/2} exp { (1+1/n)^γ n^{−γ/}2|x|^γ_B|d_{n−}1−r|2^{−γ} } ×

O VERO˚TNOST˚H BOL^XIH UKLONENI` 99 P (|Y − d_nv|_B < r) 6 9a2κ_{n−}1 exp{5M 2/2} exp {(|x|_B/ν)^γ } P (|Y − d_nv|_B < r). (4.17) PodstavlØØ (4.15)–(4.17) v (4.14) i ispol~zuØ (3.1), imeem

J_n 6 9a^2ν^{s+1} exp{5M^2/2}(2 + κ_{n−1})P (|Y − d_nv| < r). (4.18)

Ispol~zuØ (1.3) i (4.11), poluqaem P (|Y − d_nv|_B < r + ϵ) < a exp{(d_n − r)ϵ}P (|Y − d_nv|_B < r) < 3aP (|Y − d_nv|_B < r). (4.19) PodstavlØØ (4.18), (4.19) v (4.2), poluqaem P (|S_n − d_nv|_B < r) < (3a + λ(2 + κ_{n−1}))P (|Y − d_nv|_B < r) = κ_nP (|Y − d_nv|_B < r). Takim obrazom kofffficienty κ_n zada¸tsØ rekurentno na osnove formuly geometriqeskoæ progressii. VyqislØØ ee, nahodim, qto

κ_n < κ_n. �to zaverxaet dokazatel~stvo teoremy 3.1.

Dokazatel~stvo teoremy 3.2. Opredelim mnoßestva

A_1 = {x : t_1(x) < 0};

C_1 = {x : 0 < t_1(x) < r_{n−1}}; D_1 = {x : t_1(x) > r_{n−1}}.

Oboznaqim

I_{N1} = ∫ N1 ξ_{n−1}(t_1)|x|^{s+1}_F G_n(dx), gde N_1 = A_1, C_1, D_1.

Pokaßem, qto

I_n 6 a^2ν^{s+1}(6 + 4μ_{n−1}) exp{2M^2}P (|Y − d_nv|_B > r). (4.20)

(i) Ocenim I_{A1} . Rassmotrim tri sluqaØ: r < d_n; r > d_n i r−d_{n−1} <

ϵ + d_n − d_{n−1}(1 − 1/n); r − d_{n−1} ¿ ϵ + d_n − d_{n−1}(1 − 1/n).

(ij) Pust~ r − d_n < 0. Togda ϕ_{n−1}(t_1) < 1 < 2aP (|Y − d_nv|_B > r). (4.21)

100 M. S. ERMAKOV (ijj) Pust~ r > d_n i r − d_{n−1} < ϵ + d_n − d_{n−1}(1 − 1/n). Togda, ispol~zuØ (1.4) i ocenki (4.11)–(4.13), poluqaem ξ_{n−1}(t_1) < 1 < a exp{(d_n − r)^2}P (|Y − d_nv|_B > r) < a exp{|r − d_n|(ϵ + d_{n−1}/n)}P (|Y − d_nv|_B > r) < 3a exp{M 2}P (|Y − d_nv|_B < r}, (4.22) tak kak |r − d_n|d_{n−1}/n < M^2.

(ijjj) Pust~ r − d_{n−1} ¿ ϵ + d_n − d_{n−1}(1 − 1/n) i n^{1/2}|x|_B > r − d_n −

ϵ−d_{n−1}/n. Togda, ocenivaØ analogiqno (4.22), (4.16) i ispol~zuØ |d_n − r|^{2−γ} n^{−γ/2} < ν^{−γ}, poluqaem 1 < a exp{(r − d_n − ϵ − d_{n−}1/n)2}P (|Y − d_nv| > r − ϵ − d_{n−}1/n) 6 a exp { |d_n − r|^{2−γ}n^{−γ/2}|x|^γ_B } exp{(|r − d_n|(ϵ + d_{n−}1/n)}× (4.23) P (|Y − d_nv|_B > r) 6 3a exp{(|x|_B/ν)^γ} exp{M^2}P {|Y − d_nv| > r}. (ii) Ocenim I_{C1} . Ispol~zuØ indukcionnoe predpoloßenie, (1.6), a zatem (4.11), poluqaem

ξ_{n−1}(t_1) 6 μ_{n−1}P (|Y − d_{n−1}v|_B > t_1) 6 aμ_{n−1} exp{|r − d_n|(ϵ + d_{n−1}/n + n^{−1/2}|x|_B)}P (|Y − d_{n−1}v|_B > r) 6 3aμ_{n−}1 exp{M 2 + |r − d_n|n^−1^/2|x|_B}P (|Y − d_nv|_B > r − (d_n − d_{n−}1)). Tak kak (n^{−1/2}|x|_B)^{1−γ} < |r −d_n|^{1−γ} , ispol~zuØ takße (1.6), (4.12), ots¸da poluqaem

ξ_{n−1}(t_1) 6 3a^2μ_{n−1} exp { M^2 + |r − d_n|^{2−γ}n^{−γ/2}|x|^γ_B } × exp{|r − d_n|(d_n − d_{n−}1)}P (|Y − d_nv|_B > r} 6 3a2μ_{n−}1 exp{3M 2/2} exp{(|x|_B/ν)^γ}P (|Y − d_nv|_B > r). (4.24) Ocenim I_{D1} . PrimenØØ indukcionnoe predpoloßenie i (1.6), poluqaem ξ_{n−1}(t_1) < ξ_{n−1}(r_{n−1}) < μ_{n−1}P (|Y − d_{n−1}v|_B > r_{n−1} + d_{n−1}} 6 μ_{n−1}P (|Y − d_nv|_B > r_{n−1} + 2d_{n−1} − d_n) 6 aμ_{n−1} exp{(r_n − r_{n−1})r_n + 2(d_n − d_{n−1})r_n}P (|Y − d_nv|_B > r_n).

O VERO˚TNOST˚H BOL^XIH UKLONENI` 101 Tak kak (r_n − r_{n−1})r_n < M^2, ispol~zuØ (4.12), ots¸da poluqaem

ξ_{n−1}(t) 6 aμ_{n−1} exp{2M^2}P (|Y − d_nv|_B > r_n). (4.25)

Iz (4.21)–(4.25) poluqaem

ξ_{n−1}(t) 6 a^2 exp{2M^2}(6 + 4μ_{n−1}) exp{(|x|_B/ν)^γ }× P (|Y − d_nv|_B > r) (4.26) PodstavlØØ (4.26) v (4.4), poluqaem (4.20).

OcenivaØ analogiqno (4.19), imeem P (|Y − d_nv|_B > r − ϵ) < 3aP (|Y − d_nv|_B > r). (4.27) Iz (4.3), (4.26), (4.27) poluqaem

P (|S_n−d_nv|_B > r) < (3a+2ea^2 exp{2M^2}(M ν)^{s+1}(3+2μ_{n−1})/(s+1)!)× P (|Y − d_nv|_B > r) 6 μ_nP (|Y − d_nv|_B > r), qto i vleqet (3.4).

Dokazatel~stvo teoremy 3.3 osnovano na sledu¸wem analoge lemmy 4.2 v [3], dokazatel~stvo kotorogo analogiqno i pofftomu opuweno.

Lemma 4.4. Pust~ ϵ > 0, r > δ > 0, n > n0. Togda ρ_n(r) .= |P (|S_n − d_nv|_B < r) − P (|Y − d_nv|_B < r)| = |P (|S_n − d_nv|_B > r) − P (|Y − d_nv|_B > r)| 6 P (r − ϵ < |Y − d_nv|_B < r + ϵ) + J_neϵ^{−s−1}n^{(1−s)/2}/(s + 1)!, (4.28) gde J_n = ∫ F ϕ_{n−1}(t_1, t_2)|x|^{s+1}_F G_n(dx),

ϕ_n(t_1, t_2) = sup_{P ∈ℑn} P (t_1 < |S_n − d_nv|_B < t_2).

Poloßim

ϵ = ϵ_n = (T /M )^{s+1s+2} /(|d_n − r| + 1),

d_n = M_iR_n, T = (|d_n − r| + 1)n^1

�s_{2s+2} . (4.29)

102 M. S. ERMAKOV gde i = 1, 2 i R_n = R_{1n}, R_{2n} dlØ dokazatel~stva (3.5) i (3.6) sootvetstvenno.

Togda M^{−s−1}ϵ^{−s−1}n^1 �s_2

= (T /M )^{1+s2+s} = ϵ(|d_n − r| + 1). (4.30)

ZameqaØ, qto J_n < J_n, J_n < I_n, ispol~zuØ (4.18) i (4.20) sootvetstvenno, poluqaem

eJ_nϵ^{−s−1}n^{(1−s)/2}/(s + 1)! 6 eJ_nϵ^{−s−1}n^{(1−s)/2}/(s + 1)! 6 (τ1 − 3a + λκ_{n−}1)M^{−s−}1ϵ^{−s−}1n(1^{−s})^/2P (|Y − d_nv|_B < r) = (τ1 − 3a + λκ_{n−}1)(T /M )^{s+1s+2} P (|Y − d_nv|_B < r) (4.31) i eJ_nϵ^{−s−1}n^{(1−s)/2}/(s + 1)! 6 eI_nϵ^{−s−1}n^{(1−s)/2}/(s + 1)! 6 (τ2 − 3a + λ2μ_{n−}1)M^{−s−}1ϵ^{−s−}1n(1^{−s})^/2P (|Y − d_nv|_B > r) = (τ2 − 3a + λ2μ_{n−}1)(T /M )^{s+1s+2} P (|Y − d_nv|_B > r). (4.32) V silu (1.2), (4.29) i (1.5), (4.29) sootvetstvenno, imeem P (r − ϵ < |Y − d_nv|_B < r + ϵ) 6 3aϵ(|d_n − r| + 1)P (|Y − d_nv|_B < r) 6 3a(T /M )^{s+1s+2} P (|Y − d_nv|_B < r). (4.33) i P (r − ϵ < |Y − d_nv|_B < r + ϵ) 6 3aϵ(|d_n − r| + 1)P (|Y − d_nv|_B > r) 6 3a(T /M )^{s+1s+2} P (|Y − d_nv|_B > r). (4.34) PodstavlØØ (4.31), (4.33) i (4.32), (4.34) v (4.28) poluqaem (3.5) i (3.6) sootvetstvenno.

5. Dokazatel~stvo teorem 3.4 i 3.5. RassußdeniØ baziru¸tsØ

na ocenkah (3.5) i (3.6) teoremy 3.3 dlØ P (|S_{n−l} − d_nv|_B < r) i P (|S_{n−l} − d_nv|_B > r) i dal~neæxih iteracionnyh ocenkah P (|S_{n−l+m} − d_nv|_B < r) i P (|S_{n−l+m} − d_nv|_B < r) sootvetstvenno dlØ 1 6 m 6 l. Takim obrazom centr xara d_nv ØvlØetsØ fiksirovannym, qto moßno pozvolit~ za sqet umen~xeniØ znaqeniØ M i sledovatel~no diapozona znaqeniæ d_n < M R_n. V rezul~tate moßno primenit~ lemmu 5.1, kotoraØ gorazdo menee otliqaetsØ ot ee analoga v [3], qem lemma 4.4.

O VERO˚TNOST˚H BOL^XIH UKLONENI` 103

Lemma 5.1. Pust~ vypolneno uslovie C. Togda ρ_{n−l+m}(r) .= |P (|S_{n−l+m} − d_nv|_B < r) − P (|Y − d_nv|_B < r)| 6 P (r − ϵ < |Y − d_nv|_B < r + ϵ) + ceM^{1+s}T^{αm}_1 ~J_{n,m}/T^{αm}�^1_1 , (5.1) gde α_m = 1 − (s + 2)^{−m−1}, T_1 = T /M, ϵ = ϵ_m = T^{αm}_1 /(|d_n − r| + 1), ~J_{n,m} = ∫ F ϕ_{n−l+m−1}(t_1, t_2)|x|^{s+1}_F G_{n−l+m−1}(dx),

t_1 = r − ϵ − d_n/n − τ /2, t_2 = (r + ϵ + d_n/n + τ /2)(1 + 1/n), τ = 4n^{−1/2}|x|_B. Takim obrazom vse ocenki pri dokazatel~stve teorem 3.4 i 3.5, kak i v [3], po suwestvu ØvlØ¸tsØ ocenkami ϕ(t_1, t_2) =

ϕ_{n−l+m+1}(t_1, t_2). OtliqiØ voznika¸wie pri fftom pri dokazatel~-

stve (3.8) vyzvany drugim zadaniem parametrov i tem, qto mala veroØtnost~ togo, qto S_n prinadleßit vnutrennosti xara, a ne vnexnosti, kak v [3]. V rezul~tate dlØ vnexnosti xara provodØtsØ ocenki togo ße tipa, qto v [3] dlØ vnutrennosti i naoborot.

Dokazatel~stva (3.7) i (3.8) provoditsØ indukcieæ po m, priqem na kaßdom xage indukcii dokazyvaetsØ, qto ρ_{n−l+m}(r) < μ^′_mT^{αm}_1 P (|Y − d_nv|_B < r), (5.2) ρ_{n−l+m}(r) < κ^′_mT^{αm}_1 P (|Y − d_nv|_B > r), (5.3) gde μ^′_0 = μ_{n−l}, κ^′_0 = κ_{n−l} i posledu¸wie znaqeniØ μ^′_m, κ^′_m budut opredeleny v processe dokazatel~stv.

DlØ m = 0 (5.2), (5.3) sovpadaet s (3.5), (3.6) sootvetstvenno dlØ ob¨ema vyborki ravnogo n − l. Predpoloßim, qto my dokazali (5.2), (5.3) dlØ m − 1 i dokaßem ih dlØ m. Pokaßem kak ocenivaetsØ ϕ(t_1, t_2). Analogiqno [3] imeem ϕ(t_1, t_2) 6 ϕ(r − τ, r) + ϕ(r − 2ϵ − 2d_n/n, r)+ ϕ(r, (r + τ )(1 + 1/n)) + ϕ(r, (r + 2ϵ + 2d_n/n)(1 + 1/n)). (5.4)

Ocenim snaqala slagaemye pravoæ qasti (5.4) dlØ dokazatel~- stva (5.3).

104 M. S. ERMAKOV

Dokazatel~stvo teoremy 3.4. Ocenim kaßdoe iz slagaemyh

(5.4) po otdel~nosti.

(i) Naqnem s ocenki ϕ(r − τ, r). Rassmotrim tri sluqaØ: τ > |r − d_n|, τ > 1 ili τ > r; r > τ > |r − d_n| i τ < 1; τ < |r − d_n|. (ij) Pust~ τ > |r−d_n|, τ > 1 ili τ > r. Togda ϕ(r−τ, r) 6 ϕ(−∞, r) i ocenki po suwestvu sovpada¸t s [3]. Ispol~zuØ (1.5), analogiqno ocenkam dokazatel~stva (4.40) v [3] poluqaem P (|S_{n−l+m−1} − d_nv|_B < r) 6 2 min{r, 1} 6 2τ 6 CaνM T^{αm}�^1_1 exp{(|x|_B/ν)^γ }P (|Y − d_nv|_B > r). (5.5) (ijj) Pust~ r > τ > |r − d_n| i τ < 1. Togda |P (r − τ < |S_{n−l+m−1} − d_nv|_B < r) − P (r − τ < |Y − d_nv|_B < r)| 6 |P (|S_{n−l+m−1} − d_nv|_B > r − τ ) − P (|Y − d_nv|_B > r − τ )|+ |P (|S_{n−l+m−1} − d_nv|_B > r) − P (|Y − d_nv|_B > r)| 6 Cμ^′_{m−1}T^{αm}�^1_1 (P (|Y − d_nv|_B > r − τ ) + P (|Y − d_nv|_B > r)) 6 Caμ^′_{m−1}T^{αm}�^1_1 P (|Y − d_nv|_B > r), (5.6) tak kak P (|Y − d_nv|_B > r − τ ) 6 a exp{|r − d_n|τ }P (|Y − d_nv|_B > r) 6 3aP (|Y − d_nv|_B > r). Ispol~zuØ (1.5), (1.6), analogiqno [3], poluqaem P (r − τ < |Y − d_nv|_B < r) 6 τ (|d_n − r| + 1)P (|Y − d_nv|_B > r − τ ) 6 aC|x|_BM T_1 exp{|d_n − r|τ }P (|Y − d_nv|_B > r) 6 aC|x|_BM T^{αm}�^1_1 P (|Y − d_nv|_B > r) 6 CaνM T^{αm}�^1_1 exp{(|x|_B/ν)^γ }P (|Y − d_nv|_B > r). (5.7) (ijjj) Pust~ τ < |r − d_n|. Togda, ocenivaØ analogiqno (5.6), i dlØ ocenki levoæ qasti (5.7), ispol~zuØ ocenki analogiqnye ocenkam slagaemogo A_2 v [3], poluqaem P (r − τ < |S_n − d_nv|_B < r) 6

O VERO˚TNOST˚H BOL^XIH UKLONENI` 105 (CaνM T^{αm}�^11 exp{(|x|_B/ν)^γ}+ Caμ^′_{m−1}T^{αm}�^1_1 )P (|Y − d_nv|_B > r). (5.8) Iz (5.5)–(5.8) sleduet, qto ϕ(r − τ, r) 6 C(aνM exp {(|x|_B/ν)^γ} + aμ^′_{m−1})T^{αm}�^1_1 P (|Y − d_nv|_B > r). (5.9)

(ii) Ocenki ϕ(r, (r + τ )(1 + 1/n)) polnost~¸ analogiqny ocenkam

δ(r, (r + τ ) exp{2/n}) v [3], v rezul~tate kotoryh poluqaem ϕ(r, (r + τ )(1 + 1/n)) 6 CT^{αm}�^1_1 (aM^2+ (1 + a)M ν exp{(|x|_B/ν)^γ} + μ^′_{m−}1)P (|Y − d_nv|_B > r). (5.10) (iii) Ocenim ϕ(r−2ϵ−2d_n/n, r). Rassmotrim dva sluqaØ 2ϵ+2d_n/n > r i r > 2ϵ + 2d_n/n. Pust~ 2ϵ + 2d_n/n > r. Togda s pomow~¸ indukcionnogo predpoloßeniØ zadaqa svoditsØ k ocenke P (|Y − d_nv|_B < r) < 2r(|r − d_n| + 1) < 2(2ϵ + 2d_n/n)(|r − d_n| + 1) 6 4(1 + M 2)T^{αm}�^11 6 Sa(1 + M^2) exp{4(M + 1)^2}T^{αm}�^1_1 P (|Y − d_nv|_B > r), (5.11)

tak kak v silu teoremy �rharda (sm. [6]) i (1.4) P (|Y − d_nv|_B > r) > P (|Y |_B > r) ¿ P (|Y |_B > 2ϵ + 2d_n/n) ¿ a^{−1} exp{−4(ϵ + d_n/n)^2} ¿ a^{−1} exp{−4(M + 1)^2}.

Pust~ r > 2ϵ + 2d_n/n. Togda, primenØØ (1.5) i (1.6), poluqaem P (r − 2ϵ − 2d_n/n < |Y − d_nv|_B < r) < (2ϵ + 2d_n/n)(|d_n − r| + 1)P (|Y − d_nv|_B > r − 2ϵ − 2d_n/n) 6 2a(1 + M 2)T^{αm}�^11 exp{(2ϵ + 2d_n/n)|r − d_n|}P (|Y − d_nv|_B > r) 6 18a(1 + M 2)T^{αm}�^11 exp{2d_n|r − d_n|/n}P (|Y − d_nv|_B > r) 6 18a(1 + M 2)T^{αm}�^11 exp{2M 2}P (|Y − d_nv|_B > r). (5.12)

106 M. S. ERMAKOV V silu indukcionnogo predpoloßeniØ, ocenivaØ analogiqno (5.12), poluqaem |P (|S_{n−l+m−1} − d_nv|_B > r − 2ϵ − 2d_n/n) − P (|Y − d_nv|_B > r − 2ϵ − 2d_n/n)| 6 μ^′_{m−1}T^{αm}�^1_1 P (|Y − d_nv|_B > r − 2ϵ − 2d_n/n) 6 9μ^′_{m−}1aT^{αm}�^11 exp{2M 2}P (|Y − d_nv|_B > r)|. (5.13) (iiii) Na osnove indukcionnogo predpoloßeniØ ocenka ϕ(r, (r +2ϵ+

2d_n/n)(1 + 1/n)) svoditsØ k ocenke P (r < |Y − d_nv|_B < (r + 2ϵ + 2d_n/n)(1 + 1/n)) 6 (r/n + 4ϵ + 4d_n/n)(|d_n − r| + 1)P (|Y − d_nv|_B > r) 6 CT^{αm}�^1

1 (M^2_3 + 1)P (|Y − d_nv|_B > r), (5.14)

tak kak

d_n(|d_n − r| + 1)/n < M^2T_1 < M^2_3 T^{αm}�^1_1 , r(|d_n − r| + 1) < 2d_n(|d_n − r| + 1). My moßem ispol~zovat~ indukcionnoe predpoloßenie poskol~ku

r/n + (2ϵ + 2d_n/n)(1 + 1/n)M_3 + 2(2 + 2d_n/n) < 5M_3 + 4.

Iz (5.9)–(5.14) sleduet, qto

ϕ(t_1, t_2) 6 C(aμ^′_{m−1} exp{2M^2} + (1 + a)νM exp {(|x|_B/ν)^γ} + a(1 + M^2) exp{4(M + 1)^2})T^{αm}�^1_1 P (|Y − d_nv|_B > r)

�to oznaqaet, qto

~J_{nm} 6 C(aμ^′_{m−1} exp{2M^2} + (1 + a)νM + a(1 + M^2) exp{4(M + 1)^2})ν^{s+1}T^{αm}�^1_1 P (|Y − d_nv|_B > r). (5.15)

PodstavlØØ (5.15) v (5.1), poluqaem ρ_{n−l+m}(r) 6 μ^′_mT^{αm}_1 P (|Y − d_nv|_B > r), (5.16) gde kofffficienty μ^′_m = τ_3 + μ^′_{m−1}λ_3 obrazu¸t geometriqesku¸ progressi¸ i

μ^′_l 6 ~μ_n = τ_3 1 − λ3 + μ_{n−l}λ^{l−}13 , T^{αl−}11 6 2(1 + M 1^{/n}),

O VERO˚TNOST˚H BOL^XIH UKLONENI` 107 qto i zaverwaet dokazatel~stvo teoremy 3.4.

Dokazatel~stvo teoremy 3.5. Ocenim po otdel~nosti kaßdoe

iz slagaemyh (5.4).

(i) Naqnem s ocenki ϕ(r, (r + τ )(1 + 1/n)).

Rassmotrim sluqai (1+1/n)τ > d_n −r(1+1/n) i (1+1/n)(r+τ ) <

d_n + r_{n−1}; (1 + 1/n)(r + τ ) > d_n + r_{n−1}; (1 + 1/n)τ < d_n − r(1 + 1/n).

(ij) Pust~ (1 + 1/n)τ > d_n − r(1 + 1/n) i (1 + 1/n)(r + τ ) < d_n + r_{n−1}. Togda |P (r < |S_{n−l+m−1} − d_nv|_B < (r + τ )(1 + 1/n)) −P (r < |Y − d_nv|_B < (r + τ )(1 + 1/n))| 6 |P (|S_{n−l+m−1} − d_nv|_B > (r + τ )(1 + 1/n))− P (r < |Y − d_nv|_B > (r + τ )(1 + 1/n))|+ |P (|S_{n−l+m−1} − d_nv|_B < r) − P (|Y − d_nv|_B < r)|. (5.17) DlØ ocenki vtorogo slagaemogo sprava v (5.17) moßno neposredstvenno primenit~ indukcionnoe predpoloßenie. Pofftomu provedem ocenku tol~ko pervogo slagaemogo. Ispol~zuØ (3.7), a zatem (1.1), poluqaem |P (|S_{n−l+m−1} − d_nv|_B < (r + τ )(1 + 1/n))− P (|Y − d_nv|_B < (r + τ )(1 + 1/n))| 6 ~μ_{n−l}T^{αm}�^1_1 P (|Y − d_nv|_B > (r + τ )(1 + 1/n))| 6 μ_{n−l}T^{αm}�^1_1 6 μ_{n−l}T^{αm}�^1_1 a exp{(d_n − r)^2}P (|Y − d_nv|_B < r) 6 μ_{n−l}T^{αm}�^1_1 a exp{(|x|_B/ν)^γ}}P (|Y − d_nv|_B < r). (5.18) PrimenØØ (1.2) i ispol~zuØ tehniku ocenivaniØ slagaemogo B_1 iz δ(r, (r + τ ) exp{r/n}) v [3], poluqaem P (r < |Y − d_nv|_B < (r + τ )(1 + 1/n)) 6 (r/n + τ (1 + 1/n))(|d_n − r| + 1)P (|Y − d_nv|_B < (r + τ )(1 + 1/n)) 6 Ca(M^2 + CM ν exp {(|x|_B/ν)^γ/2})T^{αm}�^1_1 × (5.19) exp{(d_n − r)(r/n + τ (1 + 1/n))}P (|Y − d_nv|_B < r) 6 Ca(M^2 + M ν)T^{αm}�^1_1 exp{M^2} exp {(|x|_B/ν)^γ } P (|Y − d_nv|_B < r),

108 M. S. ERMAKOV tak kak exp{(d_n − r)τ (1 + 1/n)} 6 exp {(|x|_B/ν)^γ/2} . (ijj) Pust~ (1 + 1/n)(r + τ ) > d_n + r_{n−1}. Tak kak r < d_n, to togda

(1 + 1/n)τ > M i sledovatel~no tak ße kak v (5.5), poluqaem P (|S_{n−l+m−1} − d_nv|_B < (r + τ )(1 + 1/n)) 6 1 6 Cτ /M 6 CaνT^{αm}�^1_1 exp{(|x|_B/ν)^γ}P (|Y − d_nv|_B < r). (5.20) (ijjj) Pust~ (1 + 1/n)τ < d_n − r(1 + 1/n). Togda, ispol~zuØ indukcionnoe predpoloßenie, (1.3) i (d_n − r)τ (1 + 1/n) < (|x|_B/ν)^γ , poluqaem |P (r < |S_{n−l+m−1} − d_nv|_B < (r + τ )(1 + 1/n))− P (r < |Y − d_nv|_B < (r + τ )(1 + 1/n))| 6 κ^′_{m−1}T^{αm}�^1_1 (P (|Y − d_nv|_B < (r + τ )(1 + 1/n)) + P (|Y − d_nv|_B < r)) 6 κ^′_{m−1}T^{αm}�^1_1 (exp{(d_n − r)(τ (1 + 1/n) + r/n)} + 1)P (|Y − d_nv|_B < r) 6 κ^′_{m−1}T^{αm}�^1_1 ( 1 + exp{M 2} exp {(|x|_B/ν)^γ} ) P (|Y − d_nv|_B < r). (5.21) Iz (5.17)–(5.21) poluqaem

ϕ(r, (r + τ )(1 + 1/n)) 6 Ca(ν + κ^′_{m−1} + μ_{n−l} + (M^2 + M ν) exp{M^2})× T^{αm}�^1 1 exp {(|x|B/ν) γ } P (|Y − d_nv|_B < r). (5.22) (ii) Ocenim ϕ(r − τ, r). Rassmotrim dva sluqaØ τ > ζ_n i τ < ζ_n, gde ζ_n = ν(ln(n))^{1/γ} n^{−1/2}.

(iij) Pust~ τ > ζ_n. Togda ϕ(r − τ, r) 6 ϕ(−∞, r). V silu indukcionnogo predpoloßeniØ |P (|S_{n−l+m−1} − d_nv|_B < r) − P (|Y − d_nv|_B < r)| 6 κ^′_{m−1}T^{αm}�^1_1 P (|Y − d_nv|_B < r). (5.23)

V toße vremØ P (|Y − d_nv|_B < r)| 6 exp { −(n^{1/2}ζ_n/ν)^γ } exp {(|x|_B/ν)^γ} P (|Y − d_nv|_B < r) 6 n^{−1} exp {(|x|_B/ν)^γ} P (|Y − d_nv|_B < r). (5.24)

O VERO˚TNOST˚H BOL^XIH UKLONENI` 109 (iijj) Pust~ τ < ζ_n. Togda r − lτ > r_0 i sledovatel~no moßno primenit~ indukcionnoe predpoloßenie |P (r − τ < |S_{n−l+m−1} − d_nv|_B < r) − P (r − τ < |Y − d_nv|_B < r)| 6 |P (|S_{n−l+m−1} − d_nv|_B < r − τ ) − P (|Y − d_nv|_B < r − τ )|+ |P (|S_{n−l+m−1} − d_nv|_B < r) − P (|Y − d_nv|_B < r)| 6 κ^′_{m−1}T^{αm}�^1_1 (P (|Y − d_nv|_B < r − τ ) + P (|Y − d_nv|_B < r)) 6 2κ^′_{m−}1T^{αm}�^11 P (|Y − d_nv|_B < r). (5.25)

Ocenim, ispol~zuØ tu ße tehniku, qto i v (5.7), P (r − τ < |Y − d_nv|_B < r)| 6 aτ (|d_n − r| + 1)P (|Y − d_nv|_B < r)| 6 CaνM T^{αm}�^1_1 exp {(|x|_B/ν)^γ } P (|Y − d_nv|_B < r). (5.26) (iii) Ispol~zuØ (3.9) i indukcionnoe predpoloßenie, ocenka ϕ(r−

2ϵ − 2d_n/n, r) provoditsØ analogiqno (5.12). Tak kak v silu (3.9) r − 2ϵ − 2d_n/n > r_0, to imeem P (r − 2ϵ − 2d_n/n < |Y − d_nv|_B < r) < (2ϵ + 2d_n/n)(|d_n − r| + 1)P (|Y − d_nv|_B < r) 6 2(1 + M )T^{αm}�^11 P (|Y − d_nv|_B < r). (5.27)

(iiii) Indukcionnoe predpoloßenie svodit ocenivanie ϕ(r, (r+2ϵ+

2d_n/n)(1 + 1/n)) k sledu¸wim ocenkam P (r < |Y − d_nv|_B < (r + 2ϵ + 2d_n/n)(1 + 1/n)) 6 (r/n + 4ϵ + 4d_n/n)(|d_n − r| + r/n + 4ϵ + 4d_n/n + 1)P (|Y − d_nv|_B < (r + 2ϵ + 2d_n/n)(1 + 1/n)) 6 Ca(M^2 + 1)T^{αm}�^1_1 exp{(4ϵ + 4d_n/n + r/n)|d_n − r|}P (|Y − d_nv|_B < r) 6 Ca(M^2 + 1)T^{αm}�^1_1 exp{5M^2}P (|Y − d_nv|_B < r) (5.28) i |P (r < |S_{n−l+m−1} − d_nv|_B < (r + 2ϵ + 2d_n/n)(1 + 1/n))− P (r < |Y − d_nv|_B < (r + 2ϵ + 2d_n/n)(1 + 1/n))| 6 2κ^′_{m−}1T^{αm}�^11 P (|Y − d_nv|_B < (r + 2ϵ + 2d_n/n)(1 + 1/n))| 6

110 M. S. ERMAKOV

2κ^′_{m−}1T^{αm}�^11 exp{5M 2}P (|Y − d_nv|_B < r| 6 (5.29)

PodstavlØØ (5.22)–(5.29) v (5.4), poluqaem

ϕ(t_1, t_2) 6 Ca ( (ν(1 + M ) + κ^′_{m−}1 + μ_{n−l}+

(M ν + M 2) exp{M 2}) exp { (|x|_B/ν)^γ } + κ^′_{m−1} exp{5M^2}+(1+M^2) exp{5M^2} ) T^{αm}�^1 1 P (|Y −d_nv|_B < r). (5.30) Sledovatel~no

J_{n,m} < Ca(ν(1 + M ) + μ_{n−l} + (1 + M ν + M^2) exp{5M^2}+

κ^′_{m−1} exp{5M^2})ν^{s+1}T^{αm}�^1_1 P (|Y − d_nv|_B < r).

i znaqit

ρ_{n−l+m} (r) < (3a + Cae(ν(1 + M ) + μ_{n−l} + (1 + M ν + M^2) exp{5M^2}+

κ^′_{m−1} exp{5M^2})(M ν)^{s+1})T^{αm}�^1_1 P (|Y − d_nv|_B < r) 6 κ^′_mT^{αm}�^1_1 P (|Y − d_nv|_B < r). Sledovatel~no

κ^′_m = τ_{4n} + κ^′_{m−1}λ_4

i znaqit ~κ_m 6 τ_{4n} 1 − λ4 + κ_{n−l}λ^{l−}14 , qto i zaverxaet dokazatel~stvo teoremy 3.5.

Literatura 1. V. Bentkus, O bol~xih ukloneniØh v banahovyh prostranstvah. — Teor.

veroØtn. i primen. XXXI (1986), 710–716.

2. V. Bentkus, A. Raqkauskas, Ocenki skorosti sblißeniØ summ nezavis-

myh sluqaænyh veliqin v banahovom prostranstve I, II. — Litovskiæ

matem. sb. XXII, No. 3, 4 (1982), 12–28, 8–20.

3. V. Bentkus and A. Rachkauskas, On probabilities of large deviations in banach spaces. — Probab. Th. Rel. Fields 86 (1990), 131–154.

4. H. Bergstrom, On asymptotic expansions of probability functions. — Scand. Aktuarietidskr. 1–2 (1951), 1–24.

5. E. Bolthausen, Exact convergence rates in some martingale central limit theorems.

— Ann. Probab. 10 (1982), 672–688.

6. ı. A. Davydov, M. A. Lifxic, N. V. Smorodina, Lokal~nye svoæstva

raspredeleniæ stohastiqeskih funkcionalov. Nauka, M. (1995).

O VERO˚TNOST˚H BOL^XIH UKLONENI` 111

7. F. Gotze, On the rate of convergence in the central theorem in Banach spaces. — Ann. Probab. 14 (1986), 922–942.

8. I. A. Ibragimov, ı. V. Linnik, Nezavisimye i stacionarno svØzannye

veliqiny. Nauka, M. (1965).

9. J. Kuelbs and T. Kurtz, Berry-Esseen estimates in Hilbert space and application to law of the iterated logarithm. — Ann. Probab. 2 (1974), 387–407.

10. V. I. Paulauskas, O skorosti shodimosti v central~noæ predel~noæ te-

oreme v nekotoryh banahovyh prostranstvah. — TeoriØ veroØtn. i ee

primen. XXI (1976), 775–791.

11. V. V. Petrov, Summy nezavisimyh sluqaænyh veliqin. Nauka, M. (1972)..

Ermakov M. S. Probabilities of large deviations in Banach spaces. A theorem about the exact asymptotics of large derivatives of sums of independent random elements in a Banach space is proved. The results are a version of a Bentkus’ and Rachkauskas’ theorems.

Postupilo 15 dekabrØ 2000 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet