Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 278, 2001 g.

D. F. Kuznecov

NOVYE PREDSTAVLENI˚ RAZLOȷENI˚ TE`LORA–STRATONOVIQA

1. Vvedenie

Pust~ (Ω, F, P) – polnoe veroØtnostnoe prostranstvo, {F_t, t ∈ [0, T ]} – neubyva¸wee nepreryvnoe sprava semeæstvo σpodalgebr F, a w_t – F_t izmerimyæ pri kaßdom t ∈ [0, T ] m-mernyæ standartnyæ vinerovskiæ process s nezavisimymi komponentami w^{(i)}_t (i = 1, . . . , m). Rassmotrim stohastiqeskoe differencial~- noe uravnenie (SDU) Ito vida:

dx_t = a(x_t, t)dt + B(x_t, t)dw_t, (1)

gde x_t – n-mernyæ sluqaænyæ process, ØvlØ¸wiæsØ rexeniem uravneniØ (1); nesluqaænye funkcii a(x, t) : ℜ^n × [0, T ] → ℜ^n, B(x, t) : ℜ^n × [0, T ] → ℜ^{n×m} udovletvorØ¸t usloviØm suwestvovaniØ i edinstvennosti v smysle stohastiqeskoæ ffkvivalentnosti rexeniØ uravneniØ (1) [1].

V literature [2–8] izvestno neskol~ko variantov stohastiqeskogo analoga formuly Teælora dlØ sluqaænogo processa vida R(x_s, s); s ∈ [0, T ], gde x_s – rexenie SDU Ito (1), a R(x, t) : ℜ^n × [0, T ] → ℜ^1 – nesluqaænaØ, dostatoqno gladkaØ funkciØ. Pervyæ rezul~tat v dannoæ oblasti poluqen v [2, 3] i byl nazvan razloßeniem Teælora–Ito. Razloßenie Teælora–Ito [2, 3] predstavlØet soboæ razloßenie processa R(x_s, s); s ∈ [0, T ] v rØd, kaßdyæ qlen kotorogo soderßit v kaqestve mnoßitelØ povtornyæ stohastiqeskiæ integral Ito vida: s∫ t . . . τ_2∫

t dw^{(ik)}_{τ1} . . . dw^{(i1)}_{τk} , (2)

gde i_1, . . . , i_k = 0, 1, . . . , m; w^{(0)}τ^{def}= τ .

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke ministerstva obwego i professional~nogo obrazovaniØ RF (grant No. 97-0-1.8-71) i RFFI (grant No. 99-01-00719). 141

142 D. F. KUZNECOV

V rabote [4] (sm. takße [5]) predloßen drugoæ variant razloßeniØ processa R(x_s, s); s ∈ [0, T ] po povtornym stohastiqeskim integralam Stratonoviqa vida: ∗∫ t s . . . ∗∫ t τ_2

dw^{(ik)}_{τ1} . . . dw^{(i1)}_{τk} , (3)

kotoryæ nazyvaetsØ razloßeniem Teælora–Stratonoviqa; i_1, . . . , i_k = 0, 1, . . . , m; ∗∫ – oznaqaet stohastiqeskiæ integral Stratonoviqa,

V [7] s pomow~¸ special~nyh preobrazovaniæ razloßenie Teælora–Ito iz [2, 3] preobrazovano k bolee prostoæ forme, nazyvaemoæ unificirovannym razloßeniem Teælora–Ito. Kaßdyæ qlen dannogo razloßeniØ soderßit v kaqestve mnoßitelØ povtornyæ stohastiqeskiæ integral Ito vida: s∫ t (s − τ_k)^{lk} . . . τ_2∫

t (s − τ_1)^{l1} dw^{(i1)}_{τ1} . . . dw^{(ik)}_{τk} , (4) gde i_1, . . . , i_k = 1, . . . , m; l_1, . . . , l_k = 0, 1, . . .. Izvestno [6], qto nekotorye stohastiqeskie integraly Ito vida (2) ili (3) svØzany drug s drugom lineænymi sootnoxeni- Ømi, v to ße vremØ dlØ integralov vida (4) ffto ne tak. Pofftomu sovokupnost~ stohastiqeskih integralov vida (4) ØvlØetsØ v nekotorom smysle minimal~noæ i, kak sledstvie, sootvetstvu¸wee unificirovannoe razloßenie Teælora–Ito [7] okazyvaetsØ bolee prostym, qem razloßenie Teælora–Ito iz [2, 3].

Otmetim, qto s pomow~¸ podhoda, opisannogo v [7], v rabote [8] poluqena drugaØ forma unificirovannogo razloßeniØ Teælora–Ito po povtornym stohastiqeskim integralam Ito vida:_s ∫ t (t − τ_k)^{lk} . . . τ_2∫

t (t − τ_1)^{l1} dw^{(i1)}_{τ1} . . . dw^{(ik)}_{τk} , gde i_1, . . . , i_k = 1, . . . , m; l_1, . . . , l_k = 0, 1, . . .. Cel~ nastoØweæ raboty zakl¸qaetsØ v poluqenii dvuh novyh predstavleniæ razloßeniØ Teælora–Stratonoviqa, kaßdyæ

NOVYE PREDSTAVLENI˚ RAZLOȷENI˚ 143 qlen kotoryh soderßit v kaqestve mnoßitelØ povtornyæ stohastiqeskiæ integral Stratonoviqa vida ∗∫ t s (s − τ_k)^{lk} . . . ∗∫ t τ_2

(s − τ_1)^{l1} dw^{(i1)}_{τ1} . . . dw^{(ik)}_{τk} (5)

ili vida ∗∫ t s (t − τ_k)^{lk} . . . ∗∫ t τ_2

(t − τ_1)^{l1} dw^{(i1)}_{τ1} . . . dw^{(ik)}_{τk} , (6)

gde i_1, . . . , i_k = 1, . . . , m; l_1, . . . , l_k = 0, 1, . . .. Pri poluqenii dannyh razloßeniæ ispol~zuetsØ podhod, opisannyæ v [7], a takße nekotorye svoæstva stohastiqeskih integralov Stratonoviqa.

Izvestno [5, 8–10], qto odin iz podhodov k qislennomu rexeni¸ SDU Ito osnovyvaetsØ na qislennom modelirovanii rexeniæ fftih uravneniæ v diskretnye momenty vremeni s pomow~¸ stohastiqeskih razloßeniæ Teælora–Ito i Teælora– Stratonoviqa, a takße s pomow~¸ special~nyh metodov approksimacii povtornyh stohastiqeskih integralov Ito i Stratonoviqa, vhodØwih sootvetstvenno v dannye stohastiqeskie razloßeniØ. V rabote [11] predloßen ffffektivnyæ metod srednekvadratiqeskoæ approksimacii povtornyh stohastiqeskih integralov Stratonoviqa vida (5), (6). Takim obrazom, prinimaØ vo vnimanie rezul~tat raboty [11] i uqityvaØ minimal~nost~ sovokupnosteæ stohastiqeskih integralov vida (5), (6), moßno priæti k vyvodu, qto razloßeniØ Teælora–Stratonoviqa po povtornym stohastiqeskim integralam Stratonoviqa vida (5), (6) mogut okazat~sØ poleznymi pri postroenii qislennyh metodov dlØ SDU Ito.

2. O nekotoryh svoæstvah stohastiqeskih integralov

Pust~ w_t, t ∈ [0, T ] – F_t izmerimyæ pri kaßdom t ∈ [0, T ] skalØrnyæ standartnyæ vinerovskiæ process. Vvedem klass M_2([0, T ]) sluqaænyh funkciæ ξ(t, ω)^{def}= ξ_t : [0, T ] × Ω → ℜ^1, kotorye izmerimy po sovokupnosti peremennyh (t, ω), F_t izmerimy pri

kaßdom t ∈ [0, T ] i udovletvorØ¸t usloviØm:^T ∫ 0 Eξ^2_t dt < ∞, Eξ^2_t < ∞ pri vseh t ∈ [0, T ]. Vvedem na klasse M_2([0, T ]) normu

144 D. F. KUZNECOV ‖ξ‖_{2,T} = (_T ∫ 0 Eξ^2_t dt )_{1/2} . Stohastiqeskim integralom Ito ot funk-

cii ξ_t ∈ M_2([0, T ]) nazovem [1] srednekvadratiqeskiæ predel:

l.i.m. N→∞ N−1∑ j=0 ξ^{(N)}_{τ (N)j} ( w_τ (N)_{j+1} − w_τ (N)_j

)_{def} = T∫ 0 ξ_tdw_t, (7)

gde ξ^{(N)}_t – posledovatel~nost~ stupenqatyh funkciæ iz M_2([0, T ]) vida: ξ^{(N)}_t = ξ_τ (N)_j s v.1 pri t ∈ [τ^{(N)}_j , τ^{(N)}_{j+1} ); j = 0, 1, . . . , N − 1, koto-

raØ shoditsØ po norme ‖·‖_{2,T} k funkcii ξ_t; {τ^{(N)}_j }^N_{j=0} – razbienie promeßutka [0, T ] dlØ kotorogo:

0 = τ^{(N)}_0 < τ^{(N)}_1 < . . . < τ^{(N)}_N = T ; max 06j6N−1^{|τ (N)j+1 − τ (N)j | → 0} pri^{N → ∞.} (8) Vvedem klass Q_m([0, T ]) processov Ito {η_t, t ∈ [0, T ]} vida:

η_t = η_0 + t∫ 0 a_sds + t∫ 0 b_sdw_s, (9) gde (a_t)^m, (b_t)^m ∈ M_2([0, T ]), priqem pri vseh s, τ ∈ [0, T ] i nekotoryh C, γ ∈ (0, ∞): E|b_s − b_τ |^4 6 C|s − τ |^γ .

Rassmotrim funkci¸ F (x, t) : ℜ^1 × [0, T ] → ℜ^1 iz C_2(−∞, ∞) (C_2(−∞, ∞) – klass dvaßdy nepreryvno differenciruemyh po x na intervale (−∞, ∞) funkciæ s ograniqennymi pervoæ i vtoroæ proizvodnymi).

Stohastiqeskim integralom Stratonoviqa ot processa F (η_t, t), t ∈ [0, T ] nazovem [5, 13, 14] sledu¸wiæ srednekvadratiqeskiæ predel:

l.i.m. N→∞ N−1∑ j=0 F ( 1 2 ( η_τ (N)_j + η_τ (N)_{j+1} ) , τ^{(N)}_j ) ( w_τ (N)_{j+1} − w_τ (N)_j

)_{def} =

def= ∗∫ 0

T F (η_t, t)dw_t, (10)

NOVYE PREDSTAVLENI˚ RAZLOȷENI˚ 145 gde sohranen smysl oboznaqeniæ, vhodØwih v (7).

Izvestno [5, 13, 14], qto pri opredelennyh usloviØh s v.1 spravedliva formula: ∗∫ 0

T F (η_t, t)dw_t = T∫ 0 F (η_t, t)dw_t + 1 2 T∫ 0 ∂F ∂x (η_t, t)b_tdt. (11) Esli ße vinerovskie processy v (9) i (10) nezavisimy, to ∗∫ 0

T F (η_t, t)dw_t = T∫ 0 F (η_t, t)dw_t s v.1. (12)

Odnim iz vozmoßnyh variantov usloviæ, pri kotoryh spravedlivy formuly (11), (12) mogut byt~, naprimer, sledu¸wie usloviØ: η_t ∈ Q_4([0, T ]), F (η_t, t) ∈ M_2([0, T ]), F (x, t) ∈ C_2(−∞, ∞).

V [8, 12] dokazana teorema o zamene porØdka integrirovaniØ v povtornyh stohastiqeskih integralah Ito. V dal~neæxem my budem ispol~zovat~ fftot rezul~tat, pofftomu privedem ego formulirovku i neobhodimye oboznaqeniØ.

Pust~ S_2([0, T ]) – podklass M_2([0, T ]) srednekvadratiqeski nepreryvnyh na promeßutke [0, T ] sluqaænyh funkciæ.

Oboznaqim J[ϕ, ψ^{(k)}]_{T,t} = T∫ t ψ_1(t_1) . . .

t_k�_1∫

t ψ_k(t_k) t_k∫

t ϕ_τ dw^{(k+1)}_τ dw^{(k)}_{tk} . . . dw^{(1)}_{t1} ,

gde ϕ_τ ∈ S_2([t, T ]); [t, T ] ⊆ [0, T ]; zdes~ i dalee: w^{(l)}τ = w_τ libo w^{(l)}_τ = τ ; w_τ – standartnyæ vinerovskiæ process; l = 1, . . . , k + 1; ψ_1(s), . . . , ψ_k(s) ∈ C([t, T ]) (C([t, T ]) – klass nepreryvnyh na promeßutke [t, T ] funkciæ).

Opredelim stohastiqeskie integraly Î[ψ^{(k)}]_{T,s}; k ¿ 1 vida:

Î[ψ^{(k)}]_{T,s} = T∫ s ψ_k(t_k)dw^{(k)}_{tk} . . . T∫ t_2

ψ_1(t_1)dw^{(1)}_{t1}

sledu¸wim rekurrentnym sootnoxeniem:

Î[ψ^{(k)}]_{T,s}^{def}= l.i.m._{N→∞} N−1∑ j=0 ψ_k(τ_j )Δw^{(k)}_{τj} Î[ψ^{(k−1)}]_{T,τj+1} , (13)

146 D. F. KUZNECOV gde k ¿ 1; Î[ψ^{(0)}]_{T,s}^{def}= 1; [s, T ] ⊆ [t, T ]; Δw^{(i)}τ_j = w^{(i)}τ_{j+1} − w^{(i)}τ_j ; i = 1, . . . , k + 1; τ^{(N)}_j^{def}= τ_j ; j = 0, 1, . . . , N − 1; {τ^{(N)}_j }^N_{j=0} – razbienie promeßutka [s, T ], udovletvorØ¸wee uslovi¸ tipa (8).

Zatem opredelim povtornyæ stohastiqeskiæ integral Ĵ[ϕ, ψ^{(k)}]_{T,t}; k ¿ 1 vida:

Ĵ[ϕ, ψ^{(k)}]_{T,t} = T∫ t ϕ_sdw^{(k+1)}_s Î[ψ^{(k)}]_{T,s}

sledu¸wim obrazom:

Ĵ[ϕ, ψ^{(k)}]_{T,t}^{def}= l.i.m_{N→∞} N−1∑ j=0 ϕ_{τj} Δw^{(k+1)}_{τj} Î[ψ^{(k)}]_{T,τj+1} ,

gde sohranen smysl oboznaqeniæ, vhodØwih v (13).

Teorema 1 [8, 12]. Pust~ ϕτ ∈ S2([t, T ]), ψl(τ ) ∈ C([t, T ]); l =

1, . . . , k. Togda suwestvuet integral Ĵ[ϕ, ψ^{(k)}]_{T,t} i J[ϕ, ψ^{(k)}]_{T,t} = Ĵ[ϕ, ψ(k)]_{T,t} s v.1.

V dal~neæxem nam takße potrebuetsØ sledu¸wee utverßdenie.

Lemma 1. Pust~ h(τ ), g(τ ), G(τ ) : [t, s] → ℜ^1 – funkcii iz klassa

C([t, s]), priqem G(τ ) – pervoobraznaØ funkcii g(τ ). Pust~ takße ξ^{(l)}_τ ∈ Q_4([t, s]) i imeet vid:

ξ^{(l)}_τ = τ∫ t a_udu + τ∫ t b_udw^{(l)}_u ; l = 1, 2.

Togda s∫ t g(τ ) ∗∫ t τ h(θ) ∗∫ t θ ξ^{(l)}_u dw^{(i)}_u dw^{(j)}_θ dτ =

= ∗∫ t s (G(s) − G(θ))h(θ) ∗∫ t θ ξ^{(l)}_u dw^{(i)}_u dw^{(j)}_θ (14)

NOVYE PREDSTAVLENI˚ RAZLOȷENI˚ 147 s v.1, gde i, j, l = 1, 2; w^{(1)}τ , w^{(2)}τ – F_τ izmerimye pri vseh τ ∈ [t, s] nezavisimye standartnye vinerovskie processy.

Dokazatel~stvo. V usloviØh lemmy moßno ispol~zovat~ raven-

stva (11), (12) pri F (x, θ) ≡ xh(θ), η_θ^{def}=^∗ ∫ t θ ξ^{(l)}_u dw^{(i)}_u , t.k. oqevidno

η_θ ∈ Q_4([t, s]), xh(θ) ∈ C_2(−∞, ∞), η_θh(θ) ∈ M_2([t, s]). Takim obrazom imeem: ∗∫ t τ h(θ) ∗∫ t θ ξ^{(l)}_u dw^{(i)}_u dw^{(j)}_θ =

= τ∫ t h(θ) ∗∫ t θ ξ^{(l)}_u dw^{(i)}_u dw^{(j)}_θ + 1 2 I_{{i=j}} τ∫ t h(θ)ξ^{(l)}_θ dθ, (15)

∗∫ t θ ξ^{(l)}_u dw^{(i)}_u = θ∫ t ξ^{(l)}_u dw^{(i)}_u + 1 2 I_{{l=i}} θ∫ t b_udu (16)

s v.1, gde I_A – indikator mnoßestva A. Podstavim (15), (16) v levu¸ qast~ (14) i dvaßdy vospol~zuemsØ teoremoæ 1: s∫ t g(τ ) ∗∫ t τ h(θ) ∗∫ t θ ξ^{(l)}_u dw^{(i)}_u dw^{(j)}_θ dτ =

= s∫ t ξ^{(l)}_u dw^{(i)}_u s∫ u h(θ)dw^{(j)}_θ s∫ θ g(τ )dτ +

+ 1 2 I_{{l=i}} s∫ t b_udu s∫ u h(θ)dw^{(j)}_θ s∫ θ g(τ )dτ +

+ 1 2 I_{{i=j}} s∫ t h(θ)ξ^{(l)}_θ dθ s∫ θ g(τ )dτ =

= G(s) (_s∫ t ξ^{(l)}_u dw^{(i)}_u s∫ u h(θ)dw^{(j)}_θ + 1 2 I_{{i=j}} s∫ t h(θ)ξ^{(l)}_θ dθ+

148 D. F. KUZNECOV + 1 2 I_{{l=i}} s∫ t b_udu s∫ u h(θ)dw^{(j)}_θ ) −

− (_s∫ t ξ^{(l)}_u dw^{(i)}_u s∫ u G(θ)h(θ)dw^{(j)}_θ + 1 2 I_{{i=j}} s∫ t G(θ)h(θ)ξ^{(l)}_θ dθ+

+ 1 2 I_{{l=i}} s∫ t b_udu s∫ u h(θ)G(θ)dw^{(j)}_θ ) =

= G(s) (_s∫ t h(θ) θ∫ t ξ^{(l)}_u dw^{(i)}_u dw^{(j)}_θ + 1 2 I_{{i=j}} s∫ t h(θ)ξ^{(l)}_θ dθ+

+ 1 2 I_{{l=i}} s∫ t h(θ) θ∫ t b_ududw^{(j)}_θ ) −

− (_s∫ t G(θ)h(θ) θ∫ t ξ^{(l)}_u dw^{(i)}_u dw^{(j)}_θ + 1 2 I_{{i=j}} s∫ t G(θ)h(θ)ξ^{(l)}_θ dθ+

+ 1 2 I_{{l=i}} s∫ t h(θ)G(θ) θ∫ t b_ududw^{(j)}_θ ) (17)

s v.1. Ispol~zuØ (15), (16), formulu, kotoraØ otliqaetsØ ot (15) zamenoæ h(θ) na G(θ)h(θ), a takße (17), poluqim (14). Lemma dokazana.

3. Razloßenie Teælora–Stratonoviqa V dannom paragrafe privedem razloßenie Teælora–Stratonoviqa, poluqennoe v [4] i vvedem rØd neobhodimyh v dal~neæxem oboznaqeniæ.

Pust~ L – klass funkciæ R(x, t) : ℜ^n × [0, T ] → ℜ^1, kotorye dvaßdy nepreryvno differenciruemy po x i odin raz po t.

Opredelim na klasse L sledu¸wie operatory:

LR(x, t)^{def}= ∂R ∂t (x, t) + n∑ i=1 a^{(i)}(x, t) ∂R ∂x^{(i)}

(x, t)+

NOVYE PREDSTAVLENI˚ RAZLOȷENI˚ 149 + 1 2 m∑ j=1 n∑ l,i=1 B^{(lj)}(x, t)B^{(ij)}(x, t) ∂^2R ∂x^{(l)}∂x^{(i)}

(x, t), (18)

G^{(i)}R(x, t)^{def}= n∑ j=1 B^{(ji)}(x, t) ∂R ∂x^{(j)} (x, t); i = 1, . . . , m. (19) Po formule Ito [1]:

R(x_s, s) = R(x_t, t) + s∫ t LR(x_τ , τ )dτ + m∑ i=1 s∫ t G^{(i)}R(x_τ , τ )dw^{(i)}_τ (20)

s v.1, gde 0 6 t < s 6 T i predpolagaetsØ, qto funkcii a(x, t), B(x, t), R(x, t) takovy, qto LR(x_τ , τ ), G^{(i)}R(x_τ , τ ) ∈ M_2([0, T ]); i = 1, . . . , m. Predpoloßim krome fftogo, qto G^{(i)}R(x, t) ∈ C_2(−∞, ∞); i = 1, . . . , m; R(x_τ , τ ) ∈ Q_4([0, T ]). Togda s pomow~¸ (11), (12) poluqim: s∫ t G^{(i)}R(x_τ , τ )dw^{(i)}_τ =

= ∗s∫ t G^{(i)}R(x_τ , τ )dw^{(i)}_τ − 1 2 s∫ t G^{(i)}G^{(i)}R(x_τ , τ )dτ s v.1; (21) i = 1, . . . , m. Ispol~zuØ (21) perepixem (20) v vide [4]:

R(x_s, s) = R(x_t, t) + s∫ t L̄R(x_τ , τ )dτ +

+ m∑ i=1 ∗s∫ t G^{(i)}R(x_τ , τ )dw^{(i)}_τ s v.1, (22) gde L̄R(x, t)^{def}= LR(x, t) − 1 2 m∑ i=1 G^{(i)}G^{(i)}R(x, t). (23)

Vvedem oboznaqeniØ: (k)A = ‖ ‖A_{(i1...ik)} ‖ ‖^{m1 mk} i_1=1,... ,i_k=1 ; m_1, . . . , m_k ¿ 1; (24)

150 D. F. KUZNECOV (k+l)A l· (l)B =

= ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ m_1∑

i_1=1 . . .^{ml} ∑ i_l=1 A^{(i1...ik+l)}B^{(i1...il)} ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ m_{l+1} m_{l+k}

i_{l+1}=1,... ,i_{l+k}=1 pri k ¿ 1

m_1∑

i_1=1 . . .^{ml} ∑ i_l=1 A^{(i1...il)}B^{(i1...il)} pri k = 0 ;

‖ ‖ ‖Ak+1D^{(ik )}_k Ak . . . A2D^{(i1 )}_1 A1R(x, t) ‖ ‖ ‖^{m m} i_1=1,... ,i_k=1 = =^{(k)}A_{k+1}D_kA_k . . . A_2D_1A_1R(x, t), (25)

gde A_p, D^{(i)}q ; p = 1, . . . , k + 1; q = 1, . . . , k; i = 1, . . . , m – operatory,

opredelennye na mnoßestve L. PredpolagaetsØ, qto levaØ qast~

(25) suwestvuet. DogovorimsØ ponimat~^0· kak obyqnoe umnoße-

nie. Esli pri nekotorom l ∈ {1, . . . , k} : m_l = 0 v (24), to uslo-

vimsØ ponimat~ pravu¸ qast~ (24) sledu¸wim obrazom: ‖ ‖ ‖A^{(i1...il}�^{1 il+1...ik)} ‖ ‖ ‖^{m1 ... ml} �1 ml+1 ... mk i_1=1,... ,i_l�_1=1,i_{l+1}=1,... ,i_k=1 , ili v sokrawennoæ zapisi:^{(k−1)}A.

Vvedem takße sledu¸wie oboznaqeniØ: ‖ ‖ ‖D^{(ik )}_{λk} . . . D^{(i1)}_{λ1} R(x, t) ‖ ‖ ‖^{mλ1 mλl} i_1=λ_1 ,... ,i_l=λ_l def=^{(pk )}D_{λk} . . . D_{λ1} R(x, t); (p_l)J ∗ (λ_l...λ_1)s,t = ‖ ‖ ‖J^{∗(il...i1)} (λ_l...λ_1)s,t ‖ ‖ ‖^{mλ1 mλl} i_1=λ_1 ,... ,i_l=λ_l ; M_k^{def}= {(λ_k, . . . , λ_1) : λ_l = 1 ili 0; l = 1, . . . , k}; k ¿ 1, gde J^{∗(il...i1)} (λ_l...λ_1)s,t = ∗∫ t s . . . ∗∫ t τ_2

dw^{(il)}_{τ1} . . . dw^{(i1)}_{τl} ;

λ_l = 1 ili 0; D^{(il)}_{λl} = L̄ i i_l = 0 pri λ_l = 0; D^{(il)}_{λl} = G^{(il)} i i_l =

1, . . . , m pri λ_l = 1; p_l =^l ∑ j=1 λ_j ; l = 1, . . . , r + 1; w^{(i)}_τ (i = 1, . . . , m)

– F_τ izmerimye pri vseh τ ∈ [0, T ] nezavisimye standartnye

vinerovskie processy; w^{(0)}τ^{def}= τ .

NOVYE PREDSTAVLENI˚ RAZLOȷENI˚ 151 PrimenØØ mnogokratno posledovatel~no formulu (22) k processu R(x_s, s) moßno poluqit~ razloßenie Teælora–Stratonoviqa [4, 5]:

R(x_s, s) = R(x_t, t)+

+ r∑ k=1 ∑ (λ_k,... ,λ_1)∈M_k (p_k)D λ_k . . . Dλ_1 R(xt, t) p_k ·^{(pk)}J^∗_{(λk...λ1)s,t} + (D_{r+1})_{s,t} (26) s v.1, gde (D_{r+1})_{s,t} = ∑ (λ_{r+1},... ,λ_1)∈M_{r+1} ×

× ∗∫ t s . . . ∗∫ t τ_2

(p_{r+1})D

λ_{r+1} . . . Dλ_1 R(xτ_1 , τ1) λ_{r+1} · dw_{τ1} . . .^{λ1}· dw_{τr+1} . (27)

Pri fftom predpolagaetsØ, qto vypolneny usloviØ suwestvovaniØ pravoæ qasti (26).

Odnim iz vozmoßnyh variantov takih usloviæ mogut poslußit~ sledu¸wie usloviØ:

(i) dlØ vseh (λ_l , . . . , λ_1) ∈^r ⋃ g=1 M_g : Q^{(il)}_{λl} . . . Q^{(i1)}_{λ1} R(x, t) ∈ L;

(ii) dlØ vseh x, y ∈ ℜ^n; t, s ∈ [0, T ]; (λ_l , . . . , λ_1) ∈^{r+1} ⋃ g=1 M_g i nekotorogo ν > 0: |Q^{(il)}_{λl} . . . Q^{(i1)}_{λ1} R(x, t) − Q^{(il)}_{λl} . . . Q^{(i1)}_{λ1} R(y, t)| 6 K|x − y|, (28) |Q^{(il)}_{λl} . . . Q^{(i1)}_{λ1} R(x, t)| 6 K(1 + |x|), (29) |Q^{(il)}_{λl} . . . Q^{(i1)}_{λ1} R(x, t) − Q^{(il)}_{λl} . . . Q^{(i1)}_{λ1} R(x, s)| 6 K(1 + |x|)|t − s|^ν , gde K < ∞ – postoØnnaØ; Q^{(il)}_{λl} = L i i_l = 0 pri λ_l = 0; Q^{(il)}_{λl} = G^{(il)} i i_l = 1, . . . , m pri λ_l = 1;

(iii) funkcii a(x, t), B(x, t) izmerimy po sovokupnosti peremennyh i udovletvorØ¸t usloviØm (28), (29);

(iv) x_0 – F_0 izmerima i E|x_0|^8 < ∞.

152 D. F. KUZNECOV

4. PervaØ forma unificirovannogo razloßeniØ Teælora–Stratonoviqa V dannom paragrafe s pomow~¸ teoremy 1 i lemmy 1 pravaØ qast~ (26) budet preobrazovana k predstavleni¸, v kotoroe vhodØt povtornye stohastiqeskie integraly Stratonoviqa vida (6).

Poloßim I^{∗(i1...ik)} l_1 ...l_{k s,t} = = ∗∫ t s (t − τ_1)^{lk} . . . ∗∫ t τ_k�_1

(t − τ_k)^{l1} dw^{(i1)}_{τk} . . . dw^{(ik)}_{τ1} pri k ¿ 1

1 pri k = 0 , gde i_1, . . . , i_k = 1, . . . , m; ‖ ‖ ‖I^{∗(i1...ik)} l_1...l_{k s,t} ‖ ‖ ‖^{m m} i_1=1,... ,i_k=1 def=^{(k)}I^∗_{l1 ...lk s,t} ; Ḡ^{(i)}_p^{def}= 1 p ( Ḡ^{(i)}_{p−1}L̄ − L̄Ḡ^{(i)}_{p−1} ) ; p = 1, 2, . . . ; i = 1, . . . , m; (30)

Ḡ^{(i)}_0^{def}= G^{(i)}; i = 1, . . . , m; operatory L̄ i G^{(i)}; i = 1, . . . , m opredelØ¸tsØ ravenstvami (18), (19), (23);

A_q^{def}= {(k, j, l_1, . . . , l_k) : k + j + k∑ p=1 l_p; k, j, l_1, . . . , l_k = 0, 1, . . .}; ‖ ‖Ḡ^{(i1)}_{l1} . . . Ḡ^{(ik)}_{lk} L̄^j R(x, t) ‖ ‖^{m m} i_1=1,... ,i_k=1 def=^{(k)}Ḡ_{l1} . . . Ḡ_{lk}L̄^j R(x, t);

L̄^j R(x, t)^{def}= L̄ . . . L̄ j R(x, t) pri j ¿ 1 R(x, t) pri j = 0 . Teorema 2. Pust~ vypolneny usloviØ (i)–(iv). Togda dlØ l¸byh

s, t ∈ [0, T ] takih, qto s > t i l¸bogo natural~nogo r s v.1 spravedlivo razloßenie:

R(x_s, s) = R(x_t, t)+ + r∑ q=1 ∑ (k,j,l_1,... ,l_k )∈A_q (s − t)^j j! (k)Ḡ_{l1} . . . Ḡ_{lk}L̄^j R(x_t, t)^k·^{(k)}I^∗_{l1 ...lk s,t} +

NOVYE PREDSTAVLENI˚ RAZLOȷENI˚ 153 +(D_{r+1})_{s,t}, (31) gde (D_{r+1})_{s,t} imeet vid (27).

Dokazatel~stvo. Pokaßem, qto s v.1 ∑ (λ_q,... ,λ_1)∈M_q (p_q )D λ_q . . . Dλ_1 R(xt, t) p_q ·^{(pq )}J^∗_{(λq...λ1)s,t} =

= ∑ (k,j,l_1,... ,l_k )∈A_q (s − t)^j j! (k)Ḡ_{l1} . . . Ḡ_{lk} L̄^jR(x_t, t)^k·^{(k)}I^∗_{l1 ...lk s,t} . (32) Pri q = 1 ravenstvo (32) spravedlivo. Predpoloßim, qto (32) spravedlivo pri nekotorom q > 1. Togda ∑ (λ_{q+1},... ,λ_1)∈M_{q+1} (p_{q+1})D λ_1 . . . Dλ_{q+1} R(xt, t) p_{q+1} ·^{(pq+1 )}J^∗_{(λ1...λq+1)s,t} =

= ∑ λ_{q+1}∈{1, 0} s∫ t ∑ (λ_q ,... ,λ_1)∈M_q ×

× (_{(pq+1)} D_{λ1} . . . D_{λq+1} R(x_t, t)^{pq}·^{(pq)}J^∗_{(λ1...λq)θ,t} )_{λq+1} · dw_θ =

= ∑ λ_{q+1}∈{1, 0} s∫ t ∑ (k,j,l_1,... ,l_k)∈A_q (θ − t)^j j! ×

× (_{(k+λq+1)} Ḡ_{l1} . . . Ḡ_{lk}L̄^j D_{λq+1} R(x_t, t)^k·^{(k)}I^∗_{l1...lk θ,t} )_{λq+1} · dw_θ =

= ∑ (k,j,l_1,... ,l_k)∈A_q ( (k)Ḡ_{l1} . . . Ḡ_{lk}L̄^{j+1}R(x_t, t)^k· s∫ t (θ − t)^j j! (k)I^∗_{l1 ...lk θ,t} dθ+

+ (^{k+1)}Ḡ_{l1} . . . Ḡ_{lk} L̄^jḠ_0R(x_t, t)^k· s∫ t (θ − t)^j j! (k)I^∗_{l1 ...lk θ,t} 1· dw_θ ) (33)

s v.1.

Soglasno lemme 1 s∫ t (θ − t)^j j! (k)I^∗_{l1 ...lkθ,t} dθ =

154 D. F. KUZNECOV = {_{(s−t)}j+1 (j+1)! pri k = 0 (s−t)^{j+1} (j+1)! (k)I^∗_{l1 ...lks,t} −^{(−1)j+1}_{(j+1)!}^{(k)}I^∗_{l1 ...lk}�_{1 lk+j+1s,t} pri k > 0 (34) s v.1. Krome fftogo soglasno vvedennym oboznaqeniØm s∫ t (θ − t)^j j! I^{∗(i1...ik)} l_1 ...l_{k θ,t} dw (i_{k+1}) θ def=

(−1)^j j! I^{∗(i1 ...ikik+1)} l_1 ...l_kj_{s,t} . (35) Podstavim vyraßeniØ (34), (35) v (33). Dalee sgruppirovav slagaemye v poluqivxemsØ vyraßenii pri povtornyh stohastiqeskih integralah Stratonoviqa s odinakovymi nißnimi indeksami i vospol~zovavxis~ ravenstvom:

Ḡ^{(i)}_p R(x, t) = 1 p! p∑ q=0 (−1)^q C^q_pL̄^qḠ^{(i)}_0 L̄^{p−q} R(x, t); C^q_p = p! q!(p − q)! , (36)

kotoroe vytekaet iz (30), zametim, qto poluqivxeesØ vyraßenie s v.1 ravno ∑ (k,j,l_1,... ,l_k)∈A_{q+1} (s − t)^j j! (k)Ḡ_{l1} . . . Ḡ_{lk}L̄^j R(x_t, t)^k·^{(k)}I^∗_{l1 ...lk s,t} . Dalee summiruØ ravenstva (32) pri q = 1, 2, . . . , r i ispol~zuØ (26) pridem k (31). Teorema dokazana.

UporØdoqim qleny razloßeniØ (31) po porØdkam malosti pri s ↓ t v srednekvadratiqeskom smysle:

R(x_s, s) = R(x_t, t)+ + r∑ q=1 ∑ (k,j,l_1,... ,l_k)∈D_q (s − t)^j j! (k)Ḡ_{l1} . . . Ḡ_{lk}L̄^j R(x_t, t)^k·^{(k)}I^∗_{l1 ...lks,t} +

+(H_{r+1})_{s,t}, (37) gde (H_{r+1})_{s,t}^{def}= ∑ (k,j,l_1,... ,l_k)∈U_r (s − t)^j j! (k)Ḡ_{l1} . . . Ḡ_{lk} L̄^jR(x_t, t)^k·^{(k)}I^∗_{l1 ...lk s,t} +

+(D_{r+1})_{s,t};

NOVYE PREDSTAVLENI˚ RAZLOȷENI˚ 155 D_q = = { (k, j, l_1, . . . , l_k) : k + 2 ( j + k∑ p=1 l_p ) = q; k, j, l_1, . . . , l_k = 0, 1, . . . } ; (38) U_r = { (k, j, l_1, . . . , l_k) : k + j + k∑ p=1 l_p 6 r;

k + 2 ( j + k∑ p=1 l_p ) ¿ r + 1; k, j, l1, . . . , lk = 0, 1, . . . } ; (39)

(D_{r+1})_{s,t} imeet vid (27).

Razloßenie (37) obladaet tem svoæstvom, qto ego ostatoqnyæ qlen (H_{r+1})_{s,t} imeet bol~xiæ porØdok malosti pri s ↓ t v srednekvadratiqeskom smysle po sravneni¸ s qlenami osnovnoæ qasti razloßeniØ (37).

5. VtoraØ forma unificirovannogo razloßeniØ Teælora–Stratonoviqa Vvedem v rassmotrenie povtornye stohastiqeskie integraly Stratonoviqa vida: J^{∗(i1...ik)} l_1 ...l_{k s,t} def=

def= ∗∫ t s (s − τ_1)^{lk} . . .^∗ ∫ t τ_k�_1

(s − τ_k)^{l1} dw^{(i1)}_{τk} . . . dw^{(ik)}_{τ1} pri k ¿ 1 1 pri k = 0 , gde i_1, . . . , i_k = 1, . . . , m. Netrudno videt~, qto v silu additivnosti stohastiqeskih integralov i formuly binoma N~¸tona spravedlivo s v.1 ravenstvo: I^{∗(i1...ik)} l_1 ...l_{k s,t} = l_1∑

j_1=0 . . . l_k∑

j_k=0 k∏ g=1 C^{jg}_{lg} (t − s)^{l1 +...+lk −j1−...−jk} J^{∗(i1...ik)}_{j1...jks,t} s v.1, (40) gde C^k_l^{def}=^{l!}_{k!(l−k)!} – binomial~nyæ kofffficient. Takim obrazom, razloßenie Teælora–Stratonoviqa processa η_s = R(x_s, s),

156 D. F. KUZNECOV s ∈ [0, T ] moßno stroit~ kak po povtornym stohastiqeskim in- tegralam I^{∗(i1...ik)} l_1 ...l_{k s,t} , qto bylo zdelano v predyduwem paragrafe,

tak i po povtornym stohastiqeskim inegralam J^{∗(i1...ik)}_{l1 ...lk s,t} . �tomu voprosu posvØwen dannyæ paragraf.

Poloßim ‖ ‖J ∗(i_1...i_k) l_1 ...l_{ks,t} ‖ ‖^{m m} i_1=1,... ,i_k=1 def=^{(k)}J^∗_{l1 ...lk s,t} , ‖ ‖ ‖L̄^j G^{(i1)}_{l1} . . . Ḡ^{(ik)}_{lk} R(x, t) ‖ ‖ ‖^{m m} i_1=1,... ,i_k=1 def=^{(k)}L̄^jḠ_{l1} . . . Ḡ_{lk} R(x, t).

Teorema 3. Pust~ vypolneny usloviØ (i)–(iv). Togda dlØ l¸byh

s, t ∈ [0, T ] takih, qto s > t i l¸bogo natural~nogo r s v. 1 spravedlivo razloßenie: R(x_s, s) = R(x_t, t)+ + r∑ q=1 ∑ (k,j,l_1,...,l_k)∈A_q (s − t)^j j! (k)L̄^jḠ_{l1} ...Ḡ_{lk} R(x_t, t)^k·^{(k)}J^∗_{l1 ...lk s,t} +(D_{r+1})_{s,t}, (41) gde (D_{r+1})_{s,t} imeet vid (27).

Dokazatel~stvo. teoremy svoditsØ k proverke pri q = 1, 2, . . . , r

spravedlivosti ravenstv: ∑ (k,j,l_1,... ,l_k)∈A_q (s − t)^j j! (k)L̄^jḠ_{l1} . . . Ḡ_{lk} R(x_t, t)^k·^{(k)}J^∗_{l1...lks,t} =

= ∑ (k,j,l_1,... ,l_k)∈A_q (s − t)^j j! (k)Ḡ_{l1} . . . Ḡ_{lk}L̄^j R(x_t, t)^k·^{(k)}I^∗_{l1 ...lks,t} s v.1. (42) Ravenstvo (42) proverØetsØ putem podstanovki v ego pravu¸ qast~ vyraßeniØ (40) i ispol~zovaniØ formuly (36).

UporØdoqim qleny razloßeniØ (41) po porØdkam malosti pri s ↓ t v srednekvadratiqeskom smysle:

R(x_s, s) = R(x_t, t)+ + r∑ q=1 ∑ (k,j,l_1,... ,l_k)∈D_q (s − t)^j j! (k)L̄^jḠ_{l1} . . . Ḡ_{lk} R(x_t, t)^k·^{(k)}J^∗_{l1 ...lks,t}+(H̃_{r+1})_{s,t},

NOVYE PREDSTAVLENI˚ RAZLOȷENI˚ 157 gde (H̃_{r+1})_{s,t}^{def}= ∑ (k,j,l_1,... ,l_k)∈U_r (s − t)^j j! (k)L̄^jḠ_{l1} . . . Ḡ_{lk} R(x_t, t)^k·^{(k)}J^∗_{l1...lks,t} +

+(D_{r+1})_{s,t};

(D_{r+1})_{s,t} imeet vid (27), a D_q i U_r – (38) i (39) sootvetstvenno.

V zakl¸qenie otmetim, qto v [5] (predloßenie 5.10.2, s. 210) dokazana shodimost~ s v.1 useqennogo razloßeniØ Teælora– Stratonoviqa (26) (bez ostatoqnogo qlena (D_{r+1})_{s,t}) k processu R(x_s, s) pri r → ∞ dlØ vseh s, t ∈ [0, T ]; s > t; T < ∞. Poskol~- ku razloßeniØ (31), (41) poluqeny iz razloßeniØ Teælora– Stratonoviqa (26) bez kakih-libo dopolnitel~nyh usloviæ, to useqennye razloßeniØ (31), (41) (bez ostatoqnogo qlena (D_{r+1})_{s,t}) budut v usloviØh predloßeniØ 5.10.2 ([5, s. 210]) shodit~sØ k processu R(x_s, s) s v.1 pri r → ∞ dlØ vseh s, t ∈ [0, T ]; s > t; T < ∞. Literatura

1. I. I. Gihman, A. V. Skorohod, Stohastiqeskie differencial~nye uravneniØ. Kiev: Naukova Dumka, 1968, 354 s.

2. W. Wagner, E. Platen, Approximation of Ito integral equations. Preprint ZIMM, Akad. der. Wiss der DDR, Berlin, 1978, 27 p.

3. E. Platen, W. Wagner, On a Raylor formula for a class of Ito processes. Probab.

Math. Statist., 3 (1982), 37–51.

4. P. E. Kloeden, E. Platen, The Stratonovich and Ito–Taylor expansions. — Math.

Nachr. 151 (1991), 33–50.

5. P. E. Kloeden, E. Platen, Numerical solution of stohastic differential equations.

Berlin: Springer-Verlag, 1992, 632 p.

6. P. E. Kloeden, E. Platen, Relations between multiple Ito and Stratonovich integrals. Stoch. Anal. Appl., 9 (1991), 86–96.

7. O. ı. Kul~qickiæ, D. F. Kuznecov, Unificirovannoe razloßenie Teælora–Ito. Zapiski nauqn. semin. POMI, 244 (1997), 186–204.

8. D. F. Kuznecov, Qislennoe modelirovanie stohastiqeskih differencial~nyh uravneniæ i stohastiqeskih integralov. SPb., Nauka, 1999, 459 s.

9. E. Platen, An introduction to numerical methods for stohastic differential equations. Acta Numerica, 8 (1999), 195–244.

10. G. N. Mil~xteæn, Qislennoe integrirovanie stohastiqeskih differencial~nyh uravneniæ. Sverdlovsk: Izd-vo Ural~skogo un-ta, 1988, 225 s.

11. D. F. Kuznecov, Razloßenie povtornyh stohastiqeskih integralov Stratonoviqa, osnovannoe na kratnyh rØdah Fur~e. Zapiski nauqn. semin. POMI, 260 (1999), 164–184.

158 D. F. KUZNECOV 12. D. F. Kuznecov, Teoremy o zamene porØdka integrirovaniØ v povtornyh stohastiqeskih integralah. VINITI, No. 3607-V97, 1997, 31 s.

13. R. L. Stratonoviq, Uslovnye markovskie processy i ih primenenie k teorii optimal~nogo upravleniØ. M: Izd-vo MGU, 1966, 320 s.

14. S. Vatanabff, N. Ikffda, Stohastiqeskie differencial~nye uravneniØ i diffuzionnye processy. M: Nauka, 1986, 445 s.

Kuznetsov D. F. New representations of the Taylor–Stratonovich expansion.

The problem of the Taylor–Stratonovich expansion of the Itô random processes in a neighborhood of a point is considered. The usual form of the Taylor–Stratonovich expansion is transformed to a new representation, which includes minimal quantity of different types of multiple Stratonowich stochastic integrals. Therefore, these representations are more convenient for constructing algorithms of numerical solution of stochastic differential Itô equations.

Postupilo 29 oktØbrØ 2000 g. S.-Peterburgskiæ tehniqeskiæ universitet