Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 278, 2001 g.

V. V. Petrov

O ZAKONE POVTORNOGO LOGARIFMA BEZ PREDPOLOȷENI` O SUWESTVOVANII MOMENTOV

V rabote [1] dokazano sledu¸wee predloßenie: esli {X_n; n = 1, 2, . . .} – posledovatel~nost~ nezavisimyh sluqaænyh veliqin, S_n = ∑_n k=1 X_k i {B_n} – neubyva¸waØ qislovaØ posledovatel~- nost~, udovletvorØ¸waØ usloviØm^1 B_n → ∞, (1) B_{n+1} B_n → 1 (2) i sup_x | | |P (S^n < B 1 2 n x) − (2π)�^{12} x∫ �1^e

�^{t2}_{2 dt} | | | = = O ( (ln B_n)�^1�^δ ) (3)

pri nekotorom δ > 0, to

lim sup S_n (2B_n ln ln B_n)^{1/2}

= 1 p.n. (4)

V fftom predloßenii, obobwa¸wem teoremy iz [2] i [3], otsutstvu¸t usloviØ suwestvovaniØ kakih-libo momentov u rassmatrivaemyh sluqaænyh veliqin. V [2] sdelany dopolnitel~nye predpoloßeniØ o tom, qto EX_n = 0 i EX^2_n < ∞ dlØ vseh n, i poluqeno sootnoxenie (4) pri B_n = ∑_n k=1 EX^2_k . V 3] predpolagalos~, qto sluqaænye veliqiny X_1, X_2, . . . ime¸t simmetriqnye raspredeleniØ, no ne predpolagalos~ suwestvovanie kakihlibo momentov. Formulirovku rezul~tata raboty [1] moßno naæti takße v [4, s. 37].

Cel~¸ nastoØweæ raboty ØvlØetsØ dokazatel~stvo sledu¸weæ teoremy, v kotoroæ otsutstvuet uslovie (2).

Rabota podderßana grantami RFFI 99-01-00732 i 97-M3-32. 1Predely ukazany vs¸du pri n ! 1, esli ne ogovoreno protivnoe. 177

178 V. V. PETROV

Teorema. Pust~ {Xn} – posledovatel~nost~ nezavisimyh sluqaæ-

nyh veliqin, {B_n} – neubyva¸waØ qislovaØ posledovatel~nost~, udovletvorØ¸waØ usloviØm (1) i (3) pri nekotorom δ > 0. Togda

lim sup S_n (2B_n ln ln B_n)^{1/2} 6

1 p.n. (5)

Dokazatel~stvo. Pust~ τ – proizvol~noe poloßitel~noe qislo.

Ispol~zuØ uslovie B_n ↑ ∞, opredelim posledovatel~nost~ celyh poloßitel~nyh qisel {n_k; k = 1, 2, . . .} sledu¸wim obrazom: pust~ n_1 takovo, qto B_{n1} > e; pri dannom n_k�_1 (k = 2, 3, . . . opredelim B_{nk} kak naimen~xee celoe qislo, dlØ kotorogo B_{nk} > (1 + τ )B_{nk}�_1 . Takim obrazom,

B_{nk}�_1 6 (1 + τ )B_{nk}�_1 < B_{nk} . (6)

Oqevidno, n_k�_1 < n_k pri l¸bom k ¿ 2 i n_k → ∞ pri k → ∞. Poloßim

L(n) = (2B_n ln ln B_n)^{1/2}, S_n = max_16_k6_n S_k.

Neravenstvo (5) budet dokazano, esli my pokaßem, qto

P (S_n > (1 + ε)L(n) b.q.) = 0 (7)

dlØ l¸bogo ε > 0. Dokaßem snaqala, qto ∑ k P ( S_{nk}�_1 > (1 + ε)L(n_k�_1) ) < ∞ (8)

dlØ l¸bogo ε > 0. Vospol~zuemsØ sledu¸wim predloßeniem [5, s. 52]:

Lemma. Pust~ X1, . . . , Xn – nezavisimye sluqaænye veliqiny.

Esli P (S_n − S_k ¿ −C) ¿ q (k = 1, . . . , n − 1) (9)

dlØ nekotoryh postoØnnyh C ¿ 0 i q > 0, to P ( max 16k6n^{Sk} ¿^x

) 6^1_q P (Sn ¿ x − C)

dlØ l¸bogo x.

Pokaßem, qto usloviØ (1) i (3) obespeqiva¸t vypolnenie usloviØ (9) pri C = b √ B_n i vseh dostatoqno bol~xih n, esli

O ZAKONE POVTORNOGO LOGARIFMA 179

postoØnnu¸ b vzØt~ dostatoqno bol~xoæ. DlØ proizvol~nyh sobytiæ A i B imeem P (AB) = P (A) − P (AB) ¿ P (A) = P (B), gde B – sobytie, protivopoloßnoe sobyti¸ B. Sledovatel~no, P ( S_n − S_k ¿ −b √ B_n ) ¿ P^{([}Sn ¿ −^b_2^√Bn^] ∩^[Sk 6^b_2^√Bn^{])} ¿

¿ P^(Sn ¿ −^b_2^√Bn^) − P^(Sk >^b_2^√Bn^) .

(10) V silu usloviØ (3) dlØ l¸bogo ε > 0 suwestvu¸t takie postoØnnye b i N , qto P ( |S_n| ¿^b_2 √ B_n ) < ε pri n > N . Esli N 6 k 6 n, to P ( S_k > b 2 √ B_n ) 6 P (Sk >^b_2^√Bk) < ε vsledstvie neubyvaniØ posledovatel~nosti {B_n}. Esli ße k < N , to P ( S_k >^b_2 √ B_n ) < ε dlØ vseh dostatoqno bol~xih n. Poffto- mu P ( S_n ¿ − b 2 √ B_n ) − P ( S_n > − b 2 √ B_n ) ¿^1_2 (k = 1, . . . , n − 1)

dlØ vseh dostatoqno bol~xih n. Ots¸da i iz (10) poluqaem P ( S_n − S_k ¿ −b √ B_n ) ¿^1_2 (k = 1, . . . , n − 1)

dlØ vseh dostatoqno bol~xih n. Itak, vypolneno uslovie (9) pri q =^1_2 .

V silu lemmy, imeem

P (S_n�_1 > (1 + ε)L(n_k�_1)) 6

6 2P (Sn_k�1 > (1 + ε)L(nk�1) − b^√Bn_k�1) 6 6 2P (Sn_k�1 > (1 + γ)L(nk − 1) (11)

dlØ l¸bogo γ < ε i vseh dostatoqno bol~xih k, poskol~ku

(1 + ε)L(n_k�_1) − b √ B_{nk}�_1 ¿

¿^{1 + ε}√_{1 + 2τ} L(nk − 1) − b^√Bn_k�1 ¿ (1 + γ)L(nk − 1)

vsledstvie (6) dlØ l¸bogo γ < ε, esli vzØt~ τ dostatoqno malym.

180 V. V. PETROV

Iz sootnoxeniØ

1 − Φ(x) = (2π)�^{12} x�^1e�^{x22} (1 + o(1)) (x → +∞), gde Φ(x) – standartnaØ normal~naØ funkciØ raspredeleniØ, vytekaet sootnoxenie

1 − Φ(a(2 ln ln B_n)^{1/2}) = (2a)�^1(π ln ln B_n)�^{12} (ln B_n)�^{a2} (1 + o(1)) dlØ l¸bogo a > 0. PrinimaØ vo vnimanie uslovie (3), poluqaem P (S_n ¿ aL(n)) = 1 − Φ(a(2 ln ln B_n)^{1/2}) + O((ln B_n)�^1�^δ).

Pofftomu P (S_n ¿ aL(n)) 6 (ln B_n)�^{a2} (12) dlØ l¸bogo poloßitel~nogo a < √ 1 + δ i vseh dostatoqno bol~- xih n.

V silu (6), imeem

B_{nk}�_1 ¿ B_{nk}�_1 ¿ (1 + τ )^k�^2B_{n1} ¿ (1 + τ )^k�^2e, (ln B_{nk} �_1)�^{a2} 6 ((k − 2) ln(1 + τ ))�^{a2} dlØ l¸bogo celogo k ¿ 3. Iz (11) i (12) sleduet, qto P (S_{nk}�_1 > (1 + ε)L(n_k�_1)) < M (k − 2)�^{c2} (13) dlØ vseh dostatoqno bol~xih k, esli c^2 < min{(1+ε)^2, 1+δ}. Zdes~ M – poloßitel~naØ postoØnnaØ, ne zavisØwaØ ot k. Pri fftom dlØ dannyh poloßitel~nyh ε i δ postoØnnu¸ c moßno vybrat~ udovletvorØ¸weæ uslovi¸ c > 1. Pofftomu iz (13) sleduet (8).

DlØ l¸bogo ε > 0 imeem P (S_n > (1 + ε)L(n) b.q.) 6

6 P^( max_{nk�16n<nk} Sn > (1 + ε)L(nk�1) b.q.^) 6

6 P^(Sn_k�1 > (1 + ε)L(nk�1) b.q.^) = 0

v silu (8) i lemmy BorelØ–Kantelli. Ravenstvo (7) dokazano.

Zametim, qto esli posledovatel~nosti {X_n} i {B_n} udovletvorØ¸t usloviØm (1) i (3) pri nekotorom δ > 0, no ne udovletvorØ¸t uslovi¸ (2), to sootnoxenie (4) moßet ne vypolnØt~sØ.

O ZAKONE POVTORNOGO LOGARIFMA 181

Rassmotrim posledovatel~nost~ nezavisimyh normal~no raspredelennyh sluqaænyh veliqin {X_n} s matematiqeskim oßidaniØmi, ravnymi nul¸, i dispersiØmi, takimi, qto ∑_n k=1 EX^2_k = e^{nβ} , gde β > 1. Poloßim B_n = ∑_n k=1 EX^2_k . DlØ posledovatel~nosteæ {X_n} i {B_n} vypolneny usloviØ (1) i (3) pri l¸bom δ > 0, tak kak P (S_n < B^{12}n x) ≡ Φ(x) pri l¸bom n. Uslovie (2) ne vypolneno. Ispol~zuØ rassußdeniØ, analogiqnye privedennym vyxe, netrudno pokazat~, qto

lim sup S_n (2B_n ln ln B_n)^{1/2} 6

β�^1_{2 p.n.}

(Moßno pokazat~ daße, qto zdes~ imeet mesto ravenstvo.) Sootnoxenie (4) ne imeet mesta, poskol~ku β > 1.

Literatura

1. V. V. Petrov, Odna teorema o zakone povtornogo logarifma. — TeoriØ veroØtnosteæ i ee primen. 16, No. 4 (1971), 715–718.

2. V. V. Petrov, O svØzi meßdu ocenkoæ ostatoqnogo qlena v central~noæ predel~noæ teoreme i zakonom povtornogo logarifma. — TeoriØ veroØtnosteæ i ee primen. 11, No. 3 (1966), 514–518.

3. V. V. Petrov, On the law of the iterated logarithm without assumptions about the existence of moments. — Proc. Nat. Acad. Sci. USA 59, No. 4 (1968), 1068–1072.

4. R. J. Serfling, Approximation theorems of mathematical statistics. New York, Wiley, 1980, 371 p.

5. V. V. Petrov, Limit theorems of probability theory. Oxford, University Press, 1995, 292 p.

Petrov V. V. On the law of the iterated logarithm without assumptions about the existence of moments.

Sufficient conditions are given for the applicability of the law of the interated logarithm to sequences of independent random variables. These conditions do not include assumptions about the existence of any moments.

Postupilo 29 noØbrØ 2000 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet