Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 278, 2001 g.

V. V. Petrov

O ZAKONE POVTORNOGO LOGARIFMA DL˚ POSLEDOVATEL^NOSTI NEZAVISIMYH SLUQA`NYH VELIQIN S KONEQNYMI DISPERSI˚MI

V [1] dokazana odna teorema o zakone povtornogo logarifma dlØ posledovatel~nosti nezavisimyh sluqaænyh veliqin, ne soderßawaØ kakih-libo predpoloßeniæ o suwestvovanii momentov u fftih sluqaænyh veliqin. V qastnom sluqae, kogda u rassmatrivaemyh sluqaænyh veliqin suwestvu¸t momenty vtorogo porØdka, iz osnovnogo rezul~tata raboty [1] vytekaet sledu¸wee predloßenie.

Pust~ {X_n} – posledovatel~nost~ nezavisimyh sluqaænyh veliqin s koneqnymi dispersiØmi i matematiqeskimi oßidaniØmi, ravnymi nul¸. Poloßim

S_n = n∑ k=1 X_k, B_n = n∑ k=1 EX^2_k , (1)

F_n(x) = P ( S_n < x √ B_n ) , Φ(x) = 1 √ 2π x∫ �1^e

�^{t2}_{2 dt. (2)}

Esli vypolneny usloviØ^1

B_n → ∞ (3) i sup_x |F_n(x) − Φ(x)| = O ( (ln B_n)�^1�^δ ) (4) pri nekotorom δ > 0, to

lim sup S_n (2B_n ln ln B_n)^{1/2} 6

1 p.n. (5)

Rabota podderßana grantami RFFI 99-01-00732 i 97-M3-32. 1Predely ukazany vs¸du pri n ! 1, esli ne ogovoreno protivnoe. 182

O ZAKONE POVTORNOGO LOGARIFMA 183

V [2] (sm. takße [3], s. 261) ranee bylo dokazano, qto pri vypolnenii (3) i (4) i dopolnitel~nogo usloviØ B_{n+1} B_n → 1 (6)

imeet mesto ravenstvo

lim sup S_n (2B_n ln ln B)^{1/2}

= 1 p.n. (7)

Kak pokazal V. A. Egorov [4], v poslednem predloßenii nel~zØ oslabit~ uslovie [4], zameniv v nem δ > 0 znaqeniem δ = 0. V [1] postroen primer posledovatel~nosti nezavisimyh sluqaænyh veliqin s koneqnymi dispersiØmi i bystro rastuweæ dispersieæ summy B_n = ES^2_n, dlØ kotoroæ usloviØ (3) i (4) vypolneny pri l¸bom δ > 0, uslovie (6) ne vypolneno i ravenstvo (7) ne imeet mesta.

Cel~¸ nastoØweæ raboty ØvlØetsØ dokazatel~stvo sledu¸wego bolee obwego predloßeniØ ob usloviØh, dostatoqnyh dlØ neravenstva (5), v kotorom uslovie (4) zameneno suwestvenno bolee slabym usloviem.

Teorema. Pust~ X1, . . . , X2, . . . – posledovatel~nost~ nezavisi-

myh sluqaænyh veliqin, takaØ, qto EX_n = 0 i EX^2_n < ∞ dlØ l¸- bogo n. Opredelim S_n i B_n ravenstvami (1). Predpoloßim, qto vypolneny uslovie (3) i sledu¸wee uslovie (A): dlØ l¸bogo x iz nekotorogo nevyroßdennogo intervala (1, 1 + β) i l¸bogo ε > 0 suwestvuet postoØnnaØ C takaØ, qto P ( S_n ¿ x √ B_n t_n ) 6 Ce�^12^{x2t2n(1}�^{ε)} (8)

dlØ vseh dostatoqno bol~xih n, gde t_n = (2 ln ln B_n)^{1/2}. Togda imeet mesto neravenstvo (5).

Zametim, qto levu¸ qast~ (8) moßno zapisat~ v vide P (Z_n ¿ xt_n), gde Z_n = S_n /√ B_n. Takim obrazom, neravenstvo (8) predstavlØet soboæ ocenku sverhu dlØ veroØtnosteæ umerennyh ukloneniæ normirovannoæ summy nezavisimyh sluqaænyh veliqin Z_n. Pofftomu dlØ proverki vypolneniØ usloviØ (A) moßno vospol~zovat~sØ izvestnymi predel~nymi teoremami o veroØtnostØh umerennyh ukloneniæ summ nezavisimyh sluqaænyh veli-

184 V. V. PETROV

qin, v qastnosti, izvestnymi usloviØmi, dostatoqnymi dlØ sootnoxeniØ P (Z_n ¿ y) 1 − Φ(y)

→ 1 (9)

ravnomerno otnositel~no y v oblasti 0 6 y 6 C(ln ln n)^{1/2} ili v oblasti 0 6 y 6 C(ln n)^{1/2} (sm., naprimer, 5] i ukazannu¸ tam literaturu). Esli y = x(2 ln ln n)^{1/2} i B_n = n, to iz (9) i sootnoxeniØ 1 − Φ(y) = 1 y √ 2π e�^{y2}_{2 (1 + o(1)) (y → +∞) (10)}

sleduet neravenstvo (8) dlØ vseh dostatoqno bol~xih n daße pri ε = 0.

Dokazatel~stvo. Pust~ τ – proizvol~noe poloßitel~noe qi-

slo. Vvedem posledovatel~nost~ celyh poloßitel~nyh qisel n_1, n_2, . . . sledu¸wim obrazom: pust~ n_1 takovo, qto B_{n1} > e; pri dannom n_k�_1 (k = 2, 3, . . .) opredelim B_{nk} kak naimen~xee celoe qislo, dlØ kotorogo B_{nk} > (1 + τ )B_{nk}�_1 . My imeem

B_{nk}�_1 6 (1 + τ )B_{nk}�_1 < B_{nk} (11)

pri vseh k. Ots¸da sleduet, qto posledovatel~nost~ {n_k} strogo vozrastaet. Poloßim

L(n) = (2B_n ln ln B_n)^{1/2}, S_n = max_16_k6_n S_k.

DlØ dokazatel~stva (5) dostatoqno dokazat~, qto

P (S_n > (1 + ε)L(n) b.q.) = 0 (12)

dlØ l¸bogo ε > 0. Dokaßem snaqala, qto ∑ k P (S_{nk}�_1 > (1 + ε)L(n_k�_1)) < ∞ (13)

dlØ l¸bogo ε > 0. S fftoæ cel~¸ primenim neravenstvo Kolmogorova P (S_n ¿ x) 6 2P ( S_n ¿ x − √ 2B_n ) , spravedlivoe dlØ summy nezavisimyh sluqaænyh veliqin s koneqnymi dispersiØmi i matematiqeskimi oßidaniØmi, ravnymi

O ZAKONE POVTORNOGO LOGARIFMA 185

nul¸, i dlØ l¸bogo x (sm., naprimer, [3], s. 79). DlØ dostatoqno bol~xih k imeem

P (S_{nk}�_1 > (1 + ε)L(n_k�_1 )) 6 2P ( S_{nk} �_1 ¿ (1+ε)L(n_k�_1)− √ 2B_{nk}�_1 ) 6 2P (Sn_k�1 > (1 + γ)L(nk − 1)) (14)

dlØ l¸bogo γ < ε, tak kak

(1 + ε)L(n_k�_1) − √ 2B_{nk}�_1 ¿

¿^{1 + ε}√_{1 + 2τ} L(nk − 1) −^√2Bn_k�1 ¿ (1 + γ)L(nk − 1)

v silu (11) dlØ l¸bogo γ < ε, esli vzØt~ τ dostatoqno malym.

Pust~ δ – proizvol~noe poloßitel~noe qislo. Iz (8) sleduet, qto P (S_n ¿ xL(n)) 6 C(ln B_n)�^{x2(1}�^{δ)} (15)

dlØ l¸bogo x iz intervala 1 < x < 1 + β i vseh dostatoqno bol~xih n.

V silu (11) imeem

B_{nk}�_1 ¿ B_{nk}�_1 ¿ (1 + τ )^k�^2B_{n1} ¿ (1 + τ )^k�^2e,

(ln B_{nk}�_1)�^{x2(1}�^{δ)} 6 ((k − 2) ln(1 + τ ))�^{x2(1}�^{δ)}

dlØ l¸bogo celogo k ¿ 3. Iz (14) i (15) poluqaem

P (S_{nk}�_1 > (1 + ε)L(n_k − 1)) 6 M (k − 2)�^{c2} (16)

dlØ l¸bogo ε > 0 i vseh dostatoqno bol~xih k, esli c^2 < (1 + ε)^2(1 − δ). Zdes~ M – poloßitel~naØ postoØnnaØ, ne zavisØwaØ ot k. Pri fftom dlØ zadannogo ε > 0 moßno vybrat~ qislo δ > 0 stol~ malym, qto c^2 > 1. Pri takom vybore δ iz (16) sleduet (13).

DlØ l¸bogo ε > 0 imeem

P (S_n > (1 + ε)L(n) b.q.) 6

6 P^( max_{nk�16n<nk} Sn > (1 + ε)L(nk�1) b.q.^) 6

6 P (Sn_k�1 > (1 + ε)L(nk�1) b.q.) = 0

v silu (13) i lemmy BorelØ–Kantelli. Ravenstvo (12) dokazano.

186 V. V. PETROV

Literatura

1. V. V. Petrov, O zakone povtornogo logarifma bez predpoloßeniæ o suwestvovanii momentov. — Zap. nauqn. semin. POMI (2000).

2. V. V. Petrov, O svØzi meßdu ocenkoæ ostatoqnogo qlena v central~noæ predel~noæ teoreme i zakonom povtornogo logarifma. — TeoriØ veroØtnosteæ i ee primen. 11, No. 3 (1966), 514–518.

3. V. V. Petrov, Predel~nye teoremy dlØ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin. Nauka, M. (1987).

4. V. V. Petrov, O zakone povtornogo logarifma. TeoriØ veroØtnosteæ i ee primen., 14, No. 4 (1969), 722–729.

5. V. V. Petrov, O veroØtnostØh umerennyh ukloneniæ. Zap. nauqn. semin.

POMI, 260 (1999), 214–217.

Petrov V. V. On the law of the iterated logarithm for a sequence of independent random variables with finite variances.

Sufficient conditions are fiven for the applicability of the law of the iterated logarithm to a sequence of independent random variables having finite variances.

Postupilo 10 noØbrØ 2000 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet