Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 278, 2001 g.

V. A. Rovskiæ, V. N. Sudakov

�KVIVALENTNOST^ I SINGUL˚RNOST^ GAUSSOVSKIH MER NA KONIQESKO` SIGMA–ALGEBRE

0. DlØ pary centrirovannyh gaussovskih separabel~nyh mer,

rassmatrivaemyh na koniqeskoæ σ-podalgebre, dokazyvaetsØ al~ternativa “ffkvivalentnost~ ili singulØrnost~” i ustanavlivaetsØ kriteriæ ih ffkvivalentnosti. Krome togo, dlØ par nesovpada¸wih koneqnomernyh gaussovskih mer, ffkvivalentnyh na koniqeskoæ σ-algebre, ustanovlena neograniqenno rastuwaØ s rostom razmernosti ocenka snizu logarifmiqeskoæ variacii ih proizvodnoæ Radona–Nikodima qerez otnoxenie kraænih ffkstremal~nyh qisel otnoxeniØ ih kovariacionnyh kvadratiqnyh form.

1. Ob¨ekt izuqeniØ. Pust~ na vektornom prostranstve E na

σ-algebre σ(F ), poroßdennoæ nekotorym vektornym prostranstvom F lineænyh funkcionalov na E, razdelØ¸wim toqki E, zadany dve centrirovannye gaussovskie mery γ_0 i γ_1. Vektornoe prostranstvo (E, F, γ) nazyvaetsØ gaussovskim prostranstvom s meroæ, esli opredelennyæ na prostranstve F harakteristiqeskiæ funkcional χ_γ : F −→ C (v predpoloßenii centrirovannosti na samom dele F −→ R) mery γ – gaussovskiæ, t.e. F ∋ f −→ χ_γ (f) := ∫ E exp i⟨ω, f⟩γ(dω) = exp(− 1 2 q(f)) gde q = q_γ – nekotoraØ poloßitel~naØ kvadratiqnaØ forma, nazyvaemaØ kovariacionnoæ. Esli E – koneqnomernoe koordinatnoe prostranstvo, to matrica fftoæ kvadratiqnoæ formy – ffto matrica kovariaciæ mery γ, a v obwem sluqae q(f) – ffto kvadrat

L^2(γ)-normy funkcii f. Mera s takim harakteristiqeskim funk-

cionalom nazyvaetsØ gaussovskoæ (bez predpoloßeniØ o polno-

Rabota podderßana grantom RFFI Nos. 99-01-00109 i 00-15-96019. 187

188 V. A. ROVSKI`, V. N. SUDAKOV te σ-algebry). Esli ße σ-algebra F polna po gaussovskoæ mere γ i, krome togo, kak prostranstvo s meroæ (E, F, γ) ØvlØetsØ prostranstvom Lebega–Rohlina (prostranstvom Lebega po terminologii V. A. Rohlina [1]), to my nazyvaem (E, F, γ) gaussovskim prostranstvom s meroæ ili gaussovskim veroØtnostnym prostranstvom (ne putat~ s gaussovskim prostranstvom sluqaænyh veliqin – podprostranstvom prostranstva L^0(P) klassov ffkvivalentnyh sluqaænyh veliqin, sostoØwim iz gaussovskih sluqaænyh veliqin).

Esli gaussovskie mery γ_0 i γ_1 singulØrny, to popolnennye po nim σ-algebry F ne sovpada¸t. V fftom sluqae my budem predpolagat~, qto v rezul~tate takogo popolneniØ, svoego dlØ kaßdoæ mery, my tem ne menee dlØ kaßdoæ mery prihodim k prostranstvu Lebega–Rohlina. �to daet nam pravo pri neobhodimosti rassmatrivat~ uslovnye mery na fflementah voznika¸wih izmerimyh razbieniæ, v qastnosti – govorit~ o tom, qto uslovnye gaussovskie mery na fflementah razbieniØ η na luqi – ffto δ-mery. Tol~ko dlØ gaussovskih prostranstv s meroæ v ukazannom smysle opredelØemoe niße Ødro gaussovskoæ mery ØvlØetsØ gil~bertovym prostranstvom (obladaet polnotoæ kak normirovannoe prostranstvo). Vproqem, na samom dele naxi vyvody sohranØ¸tsØ dlØ proizvol~nyh separabel~nyh (t.e. so sqetnym bazisom) gaussovskih mer. Vse skazannoe trivializuetsØ v koneqnomernom sluqae, kogda svoæstvo Lebega–Rohlina vypolnØetsØ avtomatiqeski.

Horoxo izvestno [2, 3, 5], qto dlØ kaßdogo gaussovskogo prostranstva s meroæ (E, F, γ) suwestvuet takoe lineænoe podprostranstvo H_γ ⊂ E, sostoØwee iz vseh teh fflementov f ∈ E, sdvigi na kotorye kvaziinvariantny (sohranØ¸t tip mery γ), gil~bertovo v sobstvennoæ norme (Q_γ )^12 , gde Q_γ – “kvadratiqnaØ forma rasseivaniØ”, ili “koncentracii” (dlØ nevyroßdennoæ gaussovskoæ mery γ na koneqnomernom koordinatnom prostranstve matrica kvadratiqnoæ formy Q – ffto Σ^{−1}_γ , gde Σ_γ – matrica kovariaciæ mery γ), qto gil~bertovo prostranstvo (H_γ)^′, soprØßennoe s nim, kanoniqeski otoßdestvlØetsØ s prostranstvom E^′_γ vseh lineænyh izmerimyh funkcionalov na (E, F, γ), rassmatrivaemyh s toqnost~¸ do ffkvivalentnosti. Prostranstvo H_γ nazyvaetsØ Ødrom gaussovskoæ mery γ. PoroßdaemaØ na prostranstve E funkcionalami iz prostranstva E^′_γ σ-algebra, rassmatrivaemaØ

GAUSSOVSKIE MERY NA KONIQESKO` œ–ALGEBRE 189 s toqnost~¸ do γ-ffkvivalentnosti, sovpadaet s popolneniem ishodnoæ σ-algebry, prevrawa¸weæ naxe veroØtnostnoe gaussovskoe podprostranstvo v prostranstvo Lebega–Rohlina. ˚dro H_γ sovpadaet s pereseqeniem vseh lineænyh podprostranstv polnoæ mery. Razbienie (E, F, γ)/H_γ v beskoneqnomernom sluqae neizmerimo, i ego izmerimaØ oboloqka v l¸bom sluqae mod 0 trivial~na.

Sobstvenno govorØ, ponØtie “gaussovskoe prostranstvo s meroæ” razumno opredelØt~ naqinaØ s gil~bertova Ødra, zada¸- wego prostranstvo vseh lineænyh izmerimyh funkcionalov, kotoroe, po opredeleni¸, sostoit iz vseh lineænyh nepreryvnyh funkcionalov na Ødre i kak takovyh identificiruemyh, nezavisimo ot (algebraiqeski) lineænogo prodolßeniØ ih na rassmatrivaemoe v kaqestve E vektornoe nadprostranstvo. Lineænye nepreryvnye funkcionaly na Ødre opredelØ¸t tem samym slaboe gaussovskoe raspredelenie kak na Ødre, tak i na ego vektornyh nadprostranstvah, naprimer – na popolneniØh po bolee slabym normam. Pri fftom otpadaet neobhodimost~ privlekat~ k opredeleni¸ kakoe-libo vektornoe prostranstvo vrode F , fflementy kotorogo ØvlØ¸tsØ fiksirovannymi versiØmi nekotoryh tem samym iskusstvenno vydelennyh lineænyh funkcionalov. Odnako, dlØ naxih celeæ podobnye akcenty ne ØvlØ¸tsØ suwestvennymi, i my ne budem obsußdat~ fftu storonu voprosa.

Esli na vektornom prostranstve E rassmatriva¸tsØ dve gaussovskie mery γ_0 i γ_1, to voznika¸t dva Ødra. Esli ffti Ødra ne sovpada¸t po zapasu fflementov, to togda ne sovpada¸t i prostranstva lineænyh izmerimyh funkcionalov, i vsØ situaciØ delaetsØ dlØ naxih celeæ neinteresnoæ. Esli ße po zapasu fflementov Ødra sovpada¸t, i sovpada¸t gil~bertovo-soprØßennye s nimi prostranstva lineænyh izmerimyh funkcionalov, to ffto oznaqaet, qto gil~bertovy normy Q^{12}_i na (obwem) Ødre i soprØßennye s nimi normy q^{12}_i na (obwem) prostranstve klassov ffkvivalentnosti lineænyh izmerimyh funkcionalov ffkvivalentny. Iz ffkvivalentnosti fftih norm, razumeetsØ, v beskoneqnomernom sluqae ne sleduet ffkvivalentnost~ samih gaussovskih mer, qto ill¸striruetsØ primerom proporcional~nyh (s kofffficientom proporcional~nosti otliqnym ot edinicy) norm. Ne ffkvivalentnost~, a bolee tesnaØ blizost~ fftih norm obespeqivaet ffkvivalentnost~ gaussovskih mer. Odnako ße dlØ gaussovskih

190 V. A. ROVSKI`, V. N. SUDAKOV faktor-prostranstv po razbieni¸ η na luqi, kak budet pokazano, imenno blizost~ k proporcional~nosti slußit kriteriem ffkvivalentnosti sootvetstvu¸wih gaussovskih faktor-mer.

DlØ kaßdogo gaussovskogo prostranstva s meroæ rassmotrim izmerimoe (bez (mod 0)-otoßdestvleniØ) razbienie η na luqi, t.e. razbienie, zadavaemoe sootnoxeniem ffkvivalentnosti: dlØ ω̄, ω̄ ∈ E ω̄ ∼ ω̄ ⇐⇒ ∃θ ∈ R, θ > 0 : ω̄ = θω̄. Izmerimost~ fftogo razbieniØ sleduet iz togo, qto ffto razbienie ØvlØetsØ teoretiko-mnoßestvennym supremumom vozrasta¸- weæ posledovatel~nosti oqevidno izmerimyh razbieniæ η_k, zadavaemyh sootnoxeniØmi ffkvivalentnosti: ω̄ ∼ ω̄ ⇐⇒ ∀k ∃θ_k ∈ R, θ_k > 0 : ω̄_i = θω̄_i, i = 1, . . ., k Zdes~ ω_i – “koordinaty” fflementa ω otnositel~no kakoæ-nibud~ sqetnoæ razdelØ¸weæ toqki E posledovatel~nosti f_i fflementov prostranstva F : ω_i = ⟨ω, f_i⟩.

Moßno vsegda sqitat~, qto f_i – ffto proizvol~naØ ortonormirovannaØ posledovatel~nost~ koordinatnyh funkcionalov, t.e. fflementov gil~bertova prostranstva H^′_γ, obrazu¸waØ ortonormirovannyæ bazis. Pri fftom prostranstvo E s opisannoæ vyxe σ-algebroæ, s gaussovskoæ meroæ γ, Ødrom H_γ i prostranstvom lineænyh izmerimyh funkcionalov E^′_γ realizuetsØ s toqnost~¸ do (mod 0)-lineænogo izomorfizma kak prostranstvo RN qislovyh posledovatel~nosteæ s popolnennoæ cilindriqeskoæ σ-algebroæ, gaussovskoæ standartnoæ meroæ N (0, 1), t.e. proizvedeniem standartnyh odnomernyh gaussovskih raspredeleniæ, podprostranstvom l^2 ⊂ RNv kaqestve Ødra i soprØßennym s Ødrom drugim ffkzemplØrom l^2 v kaqestve prostranstva lineænyh izmerimyh funkcionalov. TakaØ realizaciØ Ødra mery γ sootvetstvuet diskretnomu variantu koordinatnoæ sistemy na

H_γ , pri kotorom fflementy Ødra realizu¸tsØ kak posledovatel~-

nosti. Standartnost~ formy realizacii Ødra kak prostranstva

l^2 = L^2(m), gde m – “sqita¸waØ mera” na sqetnom mnoßestve

N, kak raz i svØzana s suwestvovaniem na sqetnom mnoßestve N takoæ standartnoæ mery. Vozmoßnost~ standartizacii, odnako, utraqivaetsØ, kogda voznikaet neobhodimost~ realizovat~ Ødro (ili prostranstvo E^′_γ ) kak L^2 po mere drugogo tipa, vkl¸qa¸wego nepreryvnu¸ komponentu. S fftim nam i pridetsØ vstretit~sØ.

GAUSSOVSKIE MERY NA KONIQESKO` œ–ALGEBRE 191 Pri odnovremennom rassmotrenii pary gaussovskih mer γ_0,

γ_1, Ødra kotoryh sovpada¸t kak podprostranstva, voznika¸t dve

ffkvivalentnye gil~bertovy normy, t.e dve poloßitel~no opredelennye kvadratiqnye formy Q_i(ω) = ‖ω‖_i^2, i = 0, 1 (“kvadratiqnye formy rasseivaniØ”). ȷelanie naæti dlØ fftoæ pary gaussovyh mer obwu¸ dlØ nih “sistemu koordinat”, t.e. podobnyæ diskretnomu sposob realizacii Ødra kak gil~bertova prostranstva L^2 funkciæ na odnom i tom ße mnoßestve M i s odnim i tem ße zapasom “koordinatnyh podprostranstv”, diktuet neobhodimost~ rassmotreniØ pary takih kvadratiqnyh form “v obwem poloßenii”. Budem sqitat~ “osnovnoæ” metriku na Ødre, opredelØemu¸ kvadratiqnoæ formoæ Q_0 := Q_{γ0} i zapisyvat~ skalØrnoe proizvedenie (ω^′, ω^{′′})_{Hγ0} v fftoæ metrike v vide Q_0(ω_0, ω_1). KvadratiqnaØ forma Q_1 := Q_{γ1} vyraßaetsØ togda qerez Q_0 sledu¸wim obrazom: Q_1(ω) = Q_0(Aω, ω), ω ∈ H_{γ0} gde A – nekotoryæ poloßitel~nyæ ograniqennyæ i s ograniqennym obratnym samosoprØßennyæ operator v prostranstve H_γ . Kak izvestno iz teorii samosoprØßennyh operatorov, v fftom sluqae prostranstvo H_{γ0} moßet byt~ takim obrazom realizovano kak nekotoroe prostranstvo L^2(M, A, m), gde (M, A) – borelevskoe prostranstvo, m – nekotoraØ σ-koneqnaØ mera (ee moßno sqitat~ veroØtnostnoæ), qto deæstvie operatora A svoditsØ k umnoßeni¸ na nekotoru¸ izmerimu¸ poloßitel~nu¸ funkci¸

a : M −→ R_+, otdelennu¸ ot 0 i ot ∞. Polnoæ sistemoæ invari-

antov takogo predstavleniØ ØvlØ¸tsØ tip τ (klass ffkvivalentnyh mer) obraza L(a; m) := m ∘ a^{−1} mery m pri otobraßenii a (“raspredeleniØ” a otnositel~no mery m) i funkciØ kratnosti s, opredelennaØ s toqnost~¸ do τ -ffkvivalentnosti na mnoßestve znaqeniæ funkcii a (ili na (M, A, m)/ζ_a) i ravnaØ razmernosti prostranstva L^2 po sootvetstvu¸weæ rassmatrivaemomu znaqeni¸ a uslovnoæ mere na fflemente poroßdaemogo funkcieæ a izmerimogo razbieniØ ζ_a. Budem nazyvat~ τ spektral~nym tipom otnoxeniØ kvadratiqnyh form rasseivaniØ dannyh dvuh gaussovskih mer. Esli τ (L(a; m)) – qisto diskretnyæ tip, to req~ idet o takoæ realizacii prostranstva H_{γ0} v vide vesovogo prostranstva l^2_{(mi )} (pri ßelanii moßno sqitat~, qto ∀i m_i = 1), pri kotorom prostranstvo (E, γ_0, γ_1) realizuetsØ kak prostranstvo

192 V. A. ROVSKI`, V. N. SUDAKOV vseh qislovyh posledovatel~nosteæ ω = (ω_k), a gaussovskie mery

γ_0 i γ_1 perehodØt v proizvedeniØ odnomernyh normal~nyh ras-

predeleniæ N (0, m^{−1}) i N (0, σ^2_km^{−1}) (kvadratiqnye formy rasseivaniØ fftih raspredeleniæ – ffto kvadraty sootvetstvu¸wih fftim meram gil~bertovyh norm na obwem po zapasu fflementov Ødre, a posledovatel~nost~ (σ^2_k) – ffto posledovatel~nost~ ffkstremal~nyh qisel otnoxeniØ kvadratiqnyh form rasseivaniØ). Esli kaßdoe qislo odnokratno, t.e. qisla σ^2_k poparno razliqny, ffto oznaqaet, qto funkciØ kratnosti toßdestvenno ravna edinice. FunkciØ a – ffto funkciØ, opredelennaØ (pervonaqal~no) na

H_{γ0} = l^2_{(mi )}, deæstvu¸waØ po pravilu a((ω_k)) = (σ^{−2}_k ), operator A

– ffto operator umnoßeniØ na a. Funkci¸ kratnosti, rassmatrivaemaØ na mnoßestve I(A) := Im a (razliqnyh) znaqeniæ funkcii a, ravna kratnosti sootvetstvu¸wego sobstvennogo qisla operatora A (znaqeniØ funkcii a).

Kaßdomu izmerimomu podmnoßestvu B mnoßestva I(A) ⊂ R ili, esli ugodno, kaßdomu borelevskomu podmnoßestvu B qislovoæ prØmoæ otveqaet sootvetstvu¸wee invariantnoe podprostranstvo Inv(B) ⊂ H_{γ0} operatora A – “koordinatnoe podprostranstvo”, – i diz¨¸nktnym podmnoßestvam B_i otveqa¸t ortogonal~nye koordinatnye podprostranstva Ødra i pereseka¸wiesØ tol~ko po nulevomu podprostranstvu koordinatnye podprostranstva prostranstva vseh posledovatel~nosteæ E.

V otliqie ot sluqaØ diskretnogo spektra operatora A, kogda gaussovskie mery γ_0 i γ_1 garantirovanno okazyvalis~ opredelennymi na podmnoßestvah prostranstva vseh posledovatel~nosteæ (t.e. vseh funkciæ na spektral~nom mnoßestve I(A)), pri naliqii u spektra otnoxeniØ rassmatrivaemyh kvadratiqnyh form nepreryvnoæ komponenty gaussovskie slabye raspredeleniØ, sootvetstvu¸wie meram γ_0 i γ_1, voznika¸wie na prostranstve L^2(m) (dlØ γ_0 ffto “belyæ xum”) nel~zØ realizovat~ kak sqetno-additivnye gaussovskie mery na prostranstve vseh klassov ffkvivalentnosti funkciæ na I po mere m, qto, koneqno, ne mexaet govorit~ o raspredelenii funkcii a otnositel~no mery m ili faktor-mery m po razbieni¸ ζ_a, ne zavisØwem ot vybora takogo rasxireniØ prostranstva L^2(m), (naprimer, popolneni¸ po nadleßaweæ bolee slaboæ norme), v kotoryh rassmatrivaemye “xumy” stanovitsØ nastoØwimi gaussovskimi merami.

Vmesto kvadratiqnyh form rasseivaniØ Q moßno, razumeet-

GAUSSOVSKIE MERY NA KONIQESKO` œ–ALGEBRE 193 sØ, govorit~ o soprØßennyh s nimi korrelØcionnyh kvadratiqnyh formah q(f) = ‖f‖^2_E0_γ na soprØßennom s Ødrom rassmatrivaemyh gaussovskih mer (gil~bertovom) prostranstve lineænyh izmerimyh funkcionalov E^′_γ . Spektral~nyæ tip otnoxeniØ korrelØcionnyh kvadratiqnyh form – ffto obraz spektral~nogo tipa otnoxeniØ kvadratiqnyh form rasseivaniØ pri otobraßenii

x → x^{−1}. Imenno s fftimi kvadratiqnymi formami i spektral~-

nym tipom ih otnoxeniØ nam pridetsØ imet~ delo.

2. �kvivalentnosti i singulØrnost~. Pust~ (E, γ0, γ1), kak i

preßde, – gaussovskoe veroØtnostnoe prostranstvo dlØ kaßdoæ iz fftih dvuh mer, priqem ih Ødra H_{γ0} i H_{γ1} sovpada¸t po zapasu fflementov, i sootvetstvu¸wie fftim gaussovym meram gil~bertovy normy na Ødre ffkvivalentny. Po fftoæ priqine u fftih gaussovyh veroØtnostnyh prostranstv obwiæ zapas lineænyh izmerimyh (rassmatrivaemyh s toqnost~¸ do ffkvivalentnosti) funkcionalov. Takim obrazom, prostranstva E^′_{γ0} i E^′_{γ1} sovpada¸t po zapasu fflementov, i ih gil~bertovy normy (kvadraty kotoryh sut~ kovariacionnye kvadratiqnye formy q_0 i q_1) ffkvivalentny. Pust~ τ^′ – spektral~nyæ tip otnoxeniØ fftih kvadratiqnyh form q_1/q_0, t.e. tip nekotoroæ borelevskoæ mery na qislovoæ prØmoæ, i pust~ s – sootvetstvu¸waØ funkciØ kratnosti. Pust~ η – razbienie prostranstva E na luqi. Naxa blißaæxaØ cel~ – dokazat~ dlØ faktor-mer γ_i/η, i = 0, 1, al~ternativu “ffkvivalentnost~ – singulØrnost~” i ukazat~ sootvetstvu¸wiæ kriteriæ dlØ proverki.

Toqku σ ∈ R budem nazyvat~ predel~noæ spektral~noæ toqkoæ pary γ_0 i γ_1 (ili pary sootvetstvu¸wih kovariacionnyh form

q_0 i q_1), esli dlØ kaßdoæ okrestnosti V fftoæ toqki sootvetstvu-

¸wee spektral~noe (koordinatnoe) podprostranstvo Inv(V ) prostranstva E^′_{γ0} beskoneqnomerno. V qastnosti, takim svoæstvom vsegda obladaet l¸baØ toqka nositelØ nepreryvnoæ komponenty spektral~nogo tipa otnoxeniØ korrelØcionnyh kvadratiqnyh form fftoæ pary, im obladaet kaßdaØ predel~naØ toqka mnoßestva vseh toqek diskretnoæ sostavlØ¸weæ spektral~nogo tipa, i obladaet kaßdaØ toqka diskretnoæ sostavlØ¸weæ, na kotoroæ funkciØ kratnosti s prinimaet beskoneqnoe znaqenie. Mnoßestvo predel~nyh toqek pusto tol~ko v koneqnomernom sluqae.

Predloßenie 1. DlØ togo, qtoby faktor-mery γ0/η i γ1/η byli

194 V. A. ROVSKI`, V. N. SUDAKOV

vzaimno singulØrny, dostatoqno, qtoby dlØ pary gaussovskih mer γ_0 i γ_1 mnoßestvo predel~nyh toqek spektral~nogo tipa τ^′ otnoxeniØ ih kovariacionnyh kvadratiqnyh form sostoØlo bolee, qem iz odnoæ toqki.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim sperva sluqaæ, kogda v spek-

tral~nom tipe τ^′ prisutstvuet nepreryvnaØ komponenta. Pust~

σ^′, σ^{′′} ∈ R, σ^′ < σ^{′′} – dve toqki, prinadleßawie nositel¸ ne-

preryvnoæ komponenty spektra. Rassmotrim kakoe-nibud~ koordinatnoe (t.e. invariantnoe otnositel~no operatora A) podprostranstvo E^′_{γ0,1} ⊂ E^′_{γ0} , na kotorom postroennaØ dlØ fftogo podprostranstva spektral~naØ funkciØ kratnosti otnoxeniØ ograniqeniæ na ffto podprostranstvo kovariacionnyh kvadratiqnyh form ravna edinice, a spektral~nyæ tip – maksimal~nyæ, t.e. po-preßnemu τ^′. Vybrannoe podprostranstvo E^′_{γ0,1} realizuetsØ kak L^2(m), gde meroæ m na prØmoæ R moßet slußit~ l¸baØ lokal~no-koneqnaØ σ-koneqnaØ mera, ime¸waØ tip τ^′ (kanoniqeskogo vybora predstavitelØ ne suwestvuet), a funkciØ a – ffto toßdestvennoe otobraßenie a = id : σ −→ σ.

Zafiksiruem takie malye okrestnosti V^′ i V^{′′} toqek σ^′, σ^{′′}, qto dlØ nekotoroæ poloßitel~noæ konstanty b > 1 dlØ l¸byh dvuh toqek x^′ ∈ V^′ i x^{′′} ∈ V^{′′} vypolnØetsØ neravenstvo x^{′′} x^′ > b. (∗) V kaßdom iz mnoßestv V^′ i V^{′′} vydelim nekotoryæ sqetnyæ nabor poparno nepereseka¸wihsØ suwestvennyh (neprenebreßimyh) po tipu τ^′ podmnoßestv {B^′_k} i, sootvetstvenno, {B^{′′}_k },

k = 1, . . . (t.e. poprostu takih, qto ih m-mery poloßitel~ny).

Rassmotrim teper~ posledovatel~nost~

(1I_B0_k , 1I_B00_k ), k = 1, . . .

par fflementov prostranstva E^′_{γ0,1} = L^2(m) Vse ffti fflementy poparno ortogonal~ny po obeim metrikam q_0 i q_1, prinadleßat raznym spektral~nym podprostranstvam i, sledovatel~no, dlØ kaßdogo k obrazy gaussovskih mer γ_0 i γ_1 pri otobraßenii gaussovskogo veroØtnostnogo prostranstva (E, γ_0) v (na) koordinatnu¸ ploskost~ E_k := R^2

E ∋ ω −→ (⟨ω, 1I_B0_k ⟩, ⟨ω, 1I_B00_k ⟩) ∈ E_k = R^2

GAUSSOVSKIE MERY NA KONIQESKO` œ–ALGEBRE 195 – ffto para dvumernyh gaussovskih prodakt-mer N (0, Σ_{0,k}) i

N (0, Σ_{1,k}) na dvumernom koordinatnom prostranstve E_k, fflemen-

ty kotorogo my budem oboznaqat~ (ω̄, ω̄). DlØ diagonal~nyh fflementov dvuh ih kovariacionnyh matric

Σ_{0,k} = ( σ^′_{0,k}^2 0 0 σ^{′′}_{0,k}^2 ) i Σ_{1,k} = ( σ^′_{1,k}^2 0 0 σ^{′′}_{1,k}^2 ) vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ:

σ^′_{0,k}^2 = ∫ (1I_B0_k (σ))^2m(dσ), σ^{′′}_{0,k}^2 = ∫ (1I_B00_k (σ))^2m(dσ),

σ^′_{1,k}^2 = ∫ σ · (1I_B0_k (σ))^2m(dσ), σ^{′′}_{1,k}^2 = ∫ σ · (1I_B00_k (σ))^2m(dσ),

otkuda i iz neravenstva (∗) poluqaem

σ^{′′}_1^2 σ^′_1^2 = β σ^{′′}_0^2 σ^′_0^2 , (∗∗) gde β ¿ b > 1.

DlØ kaßdogo k na prostranstve E_k rassmotrim svoe razbienie na luqi η_k. S uqetom (∗∗) nahodim, qto suwestvuet takaØ konstanta c, c < 1, qto dlØ kaßdogo k integral Hellingera (sm., naprimer, [6]) dvuh faktor-mer

H(N (0, Σ_{0,k}/η_k), N (0, Σ_{1,k}/η_k)) = ∫ E_k /η_k (dN (0, Σ_{0,k}/η_k)dN (0, Σ_{1,k}/η_k))^{12}

ne prevoshodit c. Deæstvitel~no, veliqina integrala Hellingera H zavisit tol~ko ot raspredeleniØ proizvodnoæ Radona– Nikodima, i v naxem sluqae ne izmenitsØ ot zameny N (0, Σ_{0,k}) na standartnoe dvumernoe gaussovskoe raspredelenie N (0, I), a

N (0, Σ_{1,k}) na N (0, Σ_k), gde

Σ_k =

σ^01_{,k}2 σ^0_{,k}2 0

0^{σ001,k2}_{σ000,k2} . OboznaqaØ σ^′_k^2 :=^{σ01,k2}_σ0_{,k2} i σ^{′′}_k^2 :=^{σ001,k2}_σ00_{0,k2} , poluqaem

H(N (0, Σ_{0,k}/η_k), N (0, Σ_{1,k}/η_k)) = 1 2π 2π∫ 0 σ^′_k^2σ^{′′}_k^2 (σ^′_k^2 cos^2 φ + σ^{′′}_k^2 sin^2 φ)^12 dφ,

196 V. A. ROVSKI`, V. N. SUDAKOV otkuda i vyvoditsØ strogoe monotonnoe ubyvanie integrala Hellingera po otnoxeni¸ k veliqine β ¿ 1 iz formuly (∗∗) i neravenstva dlØ c s uqetom togo fakta, qto pri β = 1 integral Hellingera raven 1.

Rassmotrim beskoneqnoe prØmoe proizvedenie E_{∞,2} = ×^∞_{k=1}E_k dvumernyh koordinatnyh prostranstv i na nem paru gaussovskih mer – proizvedeniæ ⨂ k N (0, Σ_{0,k}) i ⨂ k N (0, Σ_{1,k}). Na mno-

ßestve E_{∞,2} rassmotrim izmerimoe po kaßdoæ iz fftih gaussovskih mer razbienie η_{∞,2}, zadavaemoe sootnoxeniem ffkvivalentnosti ω̄_{∞,2} = ((ω̄^′_k, ω̄^{′′}_k )) ∼ ω̄_{∞,2} = ((ω̄^′_k, ω̄^{′′}_k)), esli dlØ kaßdogo k naædetsØ takaØ poloßitel~naØ konstanta θ_k, qto (ω̄^′_k, ω̄^{′′}_k) =

θ_k(ω̄^′_k, ω̄^{′′}_k ). Razbienie η_{∞,2} prostranstva E_{∞,2} ØvlØetsØ bolee gru-

bym, qem razbienie η_∞ na luqi. Faktor-prostranstvo prostranstva E_{∞,2}/η_{∞,2} – ffto proizvedenie ×_k(E_k/η_k) i, sledovatel~no, faktor-mery na E_{∞,2}/η_{∞,2} – ffto proizvedeniØ faktor-mer, voznika¸wih na faktor-prostranstvah E_k/η_k.

Poskol~ku integral Hellingera dvuh proizvedeniæ mer raven proizvedeni¸ integralov Hellingera dlØ somnoßiteleæ, v naxem sluqae poluqaetsØ, qto integral Hellingera H(γ_0/η_{∞,2},

γ_1/η_{∞,2}) ravnØetsØ nul¸, qto oznaqaet singulØrnost~ naxih

gaussovskih mer na σ-algebre, poroßdennoæ razbieniem η_{∞,2}, t.e. vozmoßnost~ razdeleniØ fftih gaussovskih mer kakim-to izmerimym η_{∞,2}-mnoßestvom. No poskol~ku ispol~zuemoe razbienie

η_{∞,2} prostranstva E_∞ bolee gruboe, qem razbienie fftogo ße pro-

stranstva na luqi η_∞, qto oznaqaet, qto kaßdoe η_{∞,2}-mnoßestvo ØvlØetsØ i η_∞-mnoßestvom, t.e. esli dve mery singulØrny otnositel~no razbieniØ η_{∞,2}, to oni singulØrny i otnositel~no bolee tonkogo razbieniØ η_∞.

Vse poslednie rassußdeniØ otnosilis~ k podprostranstvu

E^′_{γ0,1} ⊂ E^′_{γ0} , t.e. faktiqeski k meram na faktorprostranstve pro-

stranstva (E, γ_0) po annulØtoru E^′_{γ0,1}^∘. Tem samym dokazano, qto proekcii mer γ_0 i γ_1, poroßdennye ortogonal~nym proektirovaniem Ødra mery na ego koordinatnoe podprostranstvo, na kotorom spektr otnoxeniØ kvadratiqnyh form rasseivaniØ prostoæ, razdelØ¸tsØ razbieniem η_∞ fftogo podprostranstva na luqi. No ots¸da sleduet, qto sami ffto mery razdelØ¸tsØ razbieniem prostranstva E, poroßdaemym nekotorym semeæstvom izmerimyh poluprostranstv, a, sledovatel~no, podavno razdelØ¸tsØ razbieniem, poroßdaemym semeæstvom vseh izmerimyh polupro-

GAUSSOVSKIE MERY NA KONIQESKO` œ–ALGEBRE 197 stranstv, t.e. razbieniem na luqi. Predloßenie 1 dokazano dlØ togo sluqaØ, kogda spektral~nyæ tip τ^′ soderßit nepreryvnu¸ komponentu.

Pereædem k qisto diskretnym tipam. Esli naædetsØ takoe koordinatnoe podprostranstvo prostranstva E^′_{γ0,1}, dlØ kotorogo funkciØ kratnosti ravna edinice, tip – maksimal~nyæ, i suwestvu¸t po kraæneæ mere dve predel~nye spektral~nye toqki pary ograniqeniæ kovariacionnyh kvadratiqnyh form na E^′_{γ0,1} (qto nevozmoßno, esli spektral~nyæ tip τ^′ otveqaet diskretnoæ mere, nositel~ kotoroæ imeet menee dvuh predel~nyh toqek, naprimer – koneqen), to hod predyduwih rassußdeniæ moßno prosto povtorit~. V l¸bom sluqae naædetsØ takaØ posledovatel~nost~ par (σ^′_k, σ^{′′}_k), dlØ kotoroæ σ^′_k → σ^′, σ^{′′}_k → σ^{′′} gde σ^′ ≠ σ^{′′}, i dlØ kaßdoæ nagrußennoæ v smysle tipa τ^′ toqki σ̃ koliqestvo teh indeksov k, dlØ kotoryh σ^′_k = σ̃ ili σ^{′′}_k = σ̃, ne prevoshodit kratnosti s(σ̃). Pri vypolnenii fftogo usloviØ, kak i preßde, v prostranstve (E, γ_0, γ_1), rassmatrivaemom teper~ kak prostranstvo posledovatel~nosteæ s paroæ proizvedeniæ gaussovskih odnomernyh raspredeleniæ (raspredeleniæ koordinatnyh funkcionalov) vydelØetsØ nekotoroe koordinatnoe podprostranstvo E_∞ ⊂ E, predstavimoe v vide proizvedeniØ dvumernyh koordinatnyh podprostranstv E_k, na kaßdom iz kotoryh integral Hellingera c_k faktor-mer po razbieni¸ na luqi dlØ voznika¸wih dvumernyh gaussovskih raspredeleniæ (sootvetstvu- ¸wih koordinatnyh proekciæ mer γ_0 i γ_1) otdelen ot edinicy nekotoroæ konstantoæ, zavisØweæ tol~ko ot logarifma diametra nositelØ mnoßestva vseh predel~nyh spektral~nyh toqek

γ_0 i γ_1. Oqevidno, proizvedenie vseh qisel c_k ravno nul¸, i,

kak i preßde, teorema Kakutani–Hellingera, da¸waØ kriteriæ ffkvivalentnosti dvuh beskoneqnyh proizvedeniæ poparno ffkvivalentnyh mer, privodit k zakl¸qeni¸ o singulØrnosti mer γ_0 i γ_1 na koniqeskoæ σ-algebre, qem i zaverxaetsØ dokazatel~stvo PredloßeniØ 1.

Predloßenie 2. Pust~ spektral~nyæ tip τ^′ otnoxeniØ kovari-

acionnyh kvadratiqnyh form q_0 i q_1 dvuh gaussovskih mer na odnom prostranstve E imeet edinstvennu¸ predel~nu¸ toqku σ_∞. V fftom sluqae dlØ togo, qtoby faktor-mery γ_0/η i γ_1/η byli vzaimno absol¸tno nepreryvny, neobhodimo i dostatoqno, qto-

198 V. A. ROVSKI`, V. N. SUDAKOV

by shodilsØ rØd_∞ ∑ k=1 (σ_k − σ_∞)^2. (∗∗∗)

Zdes~ σ_k – toqki nagruzok (diskretnogo) tipa τ^′.

Dokazatel~stvo. Dostatoqnost~ fftogo usloviØ legko vytekaet

iz horoxo izvestnogo kriteriØ absol¸tnoæ nepreryvnosti dvuh gaussovskih prodakt-mer γ_0 i γ_1 na prostranstve posledovatel~- nosteæ RN, kotoryæ ØvlØetsØ prostym sledstviem uße ispol~zovavxeæsØ teoremy Kakutani–Hellingera i zakl¸qaetsØ v shodimosti rØda_∞ ∑ k=0 (σ_k − σ_∞)^2

Edinstvennost~ predel~noæ toqki kak raz i oznaqaet, qto prostranstvo E s dvumØ gaussovskimi merami moßno realizovat~ v vide proizvedeniØ odnomernyh prostranstv, t.e. takim obrazom, qto kriteriæ Kakutani–Hellingera okazyvaetsØ neposredstvenno primenimym. Pri fftom, poskol~ku gomotetii ne menØ¸t znaqeniØ mer na koniqeskih mnoßestvah, dlØ prostoty moßno sqitat~, qto σ_∞ = 1, t.e. mera γ_0 – standartnaØ v RN(proizvedenie mer N (0, 1)), a mera γ_1 – proizvedenie takoæ posledovatel~nosti odnomernyh gaussovskih raspredeleniæ N (0, σ^2_k), qto posledovatel~nost~ σ_k imeet edinstvennu¸ predel~nu¸ toqku σ_∞. V protivnom sluqae, po Predloßeni¸ 1, rassmatrivaemye gaussovskie mery byli by singulØrny uße na koniqeskoæ σ-algebre, sledovatel~no, podavno singulØrny i na borelevskoæ (≡cilindriqeskoæ) σ-algebre.

Zametim, qto edinstvennost~ predel~noæ toqki σ_∞ posledovatel~nosti σ_k ne oznaqaet, qto u mnoßestva vseh (razliqnyh) qisel σ_k suwestvuet hot~ odna predel~naØ toqka, ffto mnoßestvo moßet byt~ koneqnym, kratnost~ vseh toqek, krome odnoæ, koneqna, a ravenstvo σ_k = σ_∞ dostigaetsØ dlØ poqti vseh znaqeniæ k.

My budem ispol~zovat~ konstrukcii, podobnye primenØvximsØ pri dokazatel~stve PredloßeniØ 1. Prostranstvo posledovatel~nosteæ E s prodakt-merami γ_0 i γ_1 budet predstavleno v vide prØmogo proizvedeniØ dvumernyh koordinatnyh prostranstv E_k:

E = ×_kE_k, na kaßdom iz kotoryh zadany dve gaussovskie mery γ_{0,k} = N (0, I_2) (I_2 – ediniqnaØ matrica 2 × 2) i γ_{1,k} = N (0, Σ_{1,k}),

GAUSSOVSKIE MERY NA KONIQESKO` œ–ALGEBRE 199 gde Σ_{1,k} = ( σ^′_{1,k}^2 0 0 σ^{′′}_{1,k}^2 )

– kovariacionnaØ matrica raspredeleniæ k-toæ pary koordinat otnositel~no gaussovskoæ mery γ_1. �ti dvumernye gaussovskie raspredeleniØ rassmatriva¸tsØ na koniqeskoæ σ-algebre

η_k. Poskol~ku, kak otmeqalos~, gomotetii mery ne menØ¸t me-

ru na koniqeskih mnoßestvah, za sqet gomotetii, svoeæ na kaßdom somnoßitele E_k, moßno sqitat~, qto odin iz diagonal~- nyh fflementov matricy Σ_{1,k}, naprimer, σ^{′′}_{1,k}^2 raven edinice, a

σ^′_{1,k}^2 ¿ 1. My podsqitaem veliqinu integrala Hellingera H dlØ

fftih mer na koniqeskoæ σ-algebre, i esli beskoneqnoe proizvedenie takih integralov Hellingera okaßetsØ rashodØwimsØ (k nul¸), ffto budet oznaqat~ vzaimnu¸ singulØrnost~ mer γ_0 i γ_1 na proizvedenii dvumernyh koniqeskih σ-algebr, poroßdennyh razbieniØmi η_k prostranstv E_k na luqi, a, sledovatel~no, i na koniqeskoæ σ-algebre, poroßdennoæ razbieniem η na luqi.

Rassmotrim ße na prostranstve posledovatel~nosteæ E = RN standartnu¸ gaussovsku¸ meru γ_0 i singulØrnu¸ otnositel~no nee meru γ_1 = ⊗_{k∈}NN (0, σ^2_k). Pust~ sperva sredi qisel iz posledovatel~nosti (σ_k) beskoneqno qasto vstreqaetsØ znaqenie 1, tak qto σ_∞ = 1. Sostavim posledovatel~nost~ par (σ_{2k}, σ_{2k+1}), osuwestviv, esli trebuetsØ, predvaritel~no perenumeraci¸, takih, qto σ_{2k+1} = 1. Pust~ E_k – ffto dvumernoe koordinatnoe prostranstvo, otveqa¸wee indeksam 2k i 2k + 1. Vvidu predpoloßennoæ vzaimnoæ singulØrnosti mer γ_0 i γ_1 my moßem sqitat~, qto rØd ∑ k(σ_{2k} − 1)^2 rashoditsØ. My pokaßem, qto togda i beskoneqnoe

proizvedenie H integralov Hellingera

H(N (0, Σ_{0,k})/η_k, N (0, Σ_{1,k})/η_k)

rashoditsØ. Koneqno, integral Hellingera ne prevoshodit edinicu. Ocenim porØdok blizosti takogo integrala Hellingera k edinice v terminah malosti veliqiny |σ − 1|. PrØmye podsqety pokazyva¸t, qto plotnost~ proekcii po luqam dvumernoæ gaussovskoæ mery N (0, Σ_σ), gde

Σ_σ = ( σ^2 0 0 1 ) ,

200 V. A. ROVSKI`, V. N. SUDAKOV na central~nu¸ okrußnost~ ediniqnogo radiusa s ravnomernym veroØtnostnym raspredeleniem na neæ ravna σ σ^2 sin^2 φ + cos^2 φ , otkuda

H(N (0, Σ_σ)/η, N (0, I_2)/η) = σ^{12} 2π 2π∫ 0 dφ (σ^2 sin^2 φ + cos^2 φ)^{12} ,

d dσ H(N (0, Σ_σ)/η, N (0, I_2)/η) = 0 pri σ = 1

(qto ne udivitel~no, poskol~ku pri σ = 1 nax integral Hellingera dostigaet svoego maksimal~nogo znaqeniØ 1). Znaqenie v toqke σ = 1 vtoroæ proizvodnoæ integrala Hellingera H po σ ravnØetsØ -^1_8 . Ots¸da vytekaet, qto

H(N (0, Σ_σ)/η, N (0, I_2)) = 1 − 1 8 (σ − 1)^2 + o((σ − 1)^2).

Pofftomu esli rØd ∑ (σ_k − 1)^2, kak ffto my predpoloßili, ras-

hoditsØ, ffto oznaqaet, qto rashoditsØ i rØd, sostavlennyæ iz logarifmov sootvetstvu¸wih fftim toqkam σ_k znaqeniæ integralov Hellingera, a togda rashoditsØ k nul¸ i beskoneqnoe proizvedenie samih integralov, t.e. mery γ_0/η i γ_1/η okazyva¸tsØ vzaimno singulØrnymi.

Esli teper~ spektral~naØ kratnost~ predel~noæ toqki 1 koneqna, ffto malo qto menØet: dlØ dokazatel~stva singulØrnosti faktor-mer sleduet vmesto sootvetstvu¸weæ rashodØwemusØ rØdu posledovatel~nosti slagaemyh (σ_k − 1)^2 rassmatrivat~ oblada¸wu¸ takim ße svoæstvom posledovatel~nost~ (σ_i/σ_{ki} −1)^2, gde vybrannaØ predvaritel~no podposledovatel~nost~ (σ_{ki} stremitsØ k spektral~noæ predel~noæ toqke 1 tak bystro, qto rashodimost~ ne utraqivaetsØ, i po-preßnemu my prihodim k nulevomu beskoneqnomu proizvedeni¸ integralov Hellingera faktor-mer na dvumernyh prØmyh slagaemyh, oznaqa¸wemu singulØrnost~ faktor-mer γ_0 i γ_1 po nekotoromu (prodakt-)razbieni¸, bolee grubomu, qem η, a, sledovatel~no, i po η.

UtverßdeniØ Predloßeniæ 1 i 2 ob¨edinim v vide teoremy.

GAUSSOVSKIE MERY NA KONIQESKO` œ–ALGEBRE 201

Teorema 1. Dve separabel~nye centrirovannye mery γ0 i γ1 na

odnom vektornom prostranstve E, prevrawa¸wie ego kaßdoe v gaussovskoe veroØtnostnoe prostranstvo, ffkvivalentny na σ-podalgebre koniqeskih podmnoßestv togda i tol~ko togda, kogda obraz γ_1 ∘ θ^{−1} pri nekotoroæ gomotetii s poloßitel~nym kofffficientom θ odnoæ iz fftih mer okazyvaetsØ ffkvivalentnym v obyqnom smysle drugoæ mere. V protivnom sluqae ffti mery vzaimno singulØrny.

3. Logarifmiqeskiæ razbros spektral~nyh znaqeniæ otnoxeniØ kvadratiqnyh form i logarifmiqeskaØ variaciØ plotnosteæ gaussovskih faktor-mer. Zdes~ budet pokazano,

qto esli dlØ dvuh gaussovskih mer v koneqnomernom prostranstve E logarifmiqeskaØ dlina nositelØ spektra otnoxeniØ ih kovariacionnyh form (t.e. logarifm otnoxeniØ maksimal~nogo i minimal~nogo ffkstremal~nyh qisel) zadana, to minimal~naØ vozmoßnaØ logarifmiqeskaØ dlina nositelØ raspredeleniØ proizvodnoæ Radona–Nikodima ih faktor-mer po razbieni¸ na luqi stremitsØ k beskoneqnosti, esli razmernost~ prostranstva E neograniqenno vozrastaet. Pohoße, qto v beskoneqnomernom sluqae plotnost~ dvuh nesovpada¸wih faktor-mer ne moßet byt~ otdelena i ot nulØ, i ot beskoneqnosti, esli ona, koneqno, voobwe suwestvuet.

V koneqnomernom sluqae dlØ ffkvivalentnyh centrirovannyh gaussovskih mer γ_0 i γ_1 na vektornom prostranstve E moßno naæti Øvnoe vyraßenie dlØ plotnosti dγ_1/dγ_0 na koniqeskoæ σ-algebre. Realizuem faktor-prostranstvo E/η kak sferu v E ediniqnogo radiusa v metrike, v kotoroæ γ_0 – standartnaØ gaussovskaØ mera. Pust~ E realizovano kak koordinatnoe evklidovo prostranstvo R^{n+1}, i pust~ raspredeleniØ koordinatnyh funkcionalov e_k zada¸tsØ ravenstvami

L(e_k; γ_1) = N (0, σ^2_k) k = 0, . . ., n,

tak qto kvadratiqnaØ forma rasseivaniØ Q_1(ω), ω ∈ E, ω =

(ω_0, . . ., ω_n) zadaetsØ ravenstvom

Q_1(ω) = n∑ k=0 ω^2_k σ^2_k . Plotnost~ p_{1,0} proekcii po luqam γ_1/η_{n+1} mery γ_1 otnositel~no takoæ ße proekcii standartnoæ mery γ_0, t.e. dγ_1/dγ_0, vyraßaetsØ

202 V. A. ROVSKI`, V. N. SUDAKOV formuloæ

p_{0,1}(ω) = ( n∏ k=0 σ^{−1}_k )( n∑ k=0 ω^2_k σ^2_k

)^{− n+12} .

Ots¸da i iz svoæstv kvadratiqnyh form neposredstvenno vidno, qto esli σ_0 6 σ_1 6 · · · 6 σ_n, to naibol~xee znaqenie proizvodnoæ Radona–Nikodima ravno

max p_{0,1} = σ^{n+1}_n ∏_n k=0 σ_k , a minimal~noe znaqenie ravno

min p_{0,1} = σ^{n+1}_0 ∏_n k=0 σ_k , tak qto otnoxenie fftih znaqeniæ ravno

max p_{0,1} min p_{0,1} = ( σ_n σ_0

)^{n+1}.

Takim obrazom, my prihodim k sledu¸wemu utverßdeni¸.

Predloßenie 3. Pust~ γ0 i γ1 – dve ffkvivalentnye centriro-

vannye gaussovskie mery koneqnoæ razmernosti n. Togda variaciØ logarifma ih plotnosti log^{dγ1}_{dγ0} ravna logarifmu diametra nositelØ spektral~nogo tipa otnoxeniØ ih kovariacionnyh form, pomnoßennomu na n.

Takim obrazom, dlØ bol~xih razmernosteæ uße maloe razliqie kovariacionnyh kvadratiqnyh form po ravnomernoæ metrike privodit k bol~xomu razbrosu znaqeniæ plotnosti na koniqeskoæ σ-algebre. Verno li, qto v beskoneqnomernom sluqae takaØ plotnost~ ne moßet byt~ ograniqennoæ, esli tol~ko otliqna ot edinicy?

Literatura

1. V. A. Rohlin, Ob osnovnyh ponØtiØh teorii mery. — Matem. sbornik 25 (67), ˝ 1 (1949), 107–150.

2. V. N. Sudakov, Geometriqeskie problemy teorii beskoneqnomernyh vero- Øtnostnyh raspredeleniæ. Trudy MIAN, t. 141, 1976.

3. V. N. Sudakov, Gaussian measures. A brief survey. Rendiconti dell’istituto di matematica dell’università di Trieste. vol. XXVI, 1994, supplemento. pp. 289–325.

GAUSSOVSKIE MERY NA KONIQESKO` œ–ALGEBRE 203

4. V. N. Sudakov, ZameqaniØ o modifikaciØh sluqaænyh processov. — V kn.:

ZNS POMI, t. 194, Problemy teorii veroØtnostnyh raspredeleniæ. 12. S.-Peterburg, “Nauka”, 1992, s. 150–169.

5. M. A. Lifxic, Gaussovskie sluqaænye funkcii. Kiev, TViMS, 1995. 6. A. N. XirØev, VeroØtnost~. M., “Nauka”, 1989.

Rovski V. A., Sudakov V. N. Equivalence and singularity of Gaussian measures on the conic sigma-subfield.

The alternative: equivalence-singularity on the conic sigma-field is established for a pair of centered Gaussian distributions, and a corresponding criterion is given. Behavior of the logarithmic variation is established for the Radon–Nikodym derivative on the conic sigma-subfield.

Postupilo 15 dekabrØ 2000 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN