Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 278, 2001 g.

L. V. Rozovskiæ

O NEKOTORYH SVO`STVAH MATEMATIQESKOGO OȷIDANI˚

V [1] bylo, v qastnosti, otmeqeno, qto dlØ klassa B_c sluqaænyh veliqin, ime¸wih veroØtnostnye plotnosti, ograniqennye postoØnnoæ c, i dlØ neubyva¸weæ funkciØ f(x) imeet mesto sootnoxenie inf_{X∈Bc} Ef(|X|) = Ef(|X_c|), (1) gde X_c - ravnomerno raspredelennaØ na [−^1_{2c} ,^1_{2c} ] sluqaænaØ veliqina. Pri fftom, esli funkciØ f(x) ne ØvlØetsØ postoØnnoæ v nekotoroæ okrestnosti toqki^1_{2c} i dlØ nekotoroæ sluqaænoæ veliqiny X ∈ B_c ravenstvo (1) dostigaetsØ, to X^p= X_c.

My privedem neskol~ko (stol~ ße fflementarno proverØ¸wihsØ) obobweniæ fftih utverßdeniæ.

Lemma 1. Pust~ sluqaænye veliqiny Y, E|Y | < ∞, i Y0 ime¸t

funkcii raspredeleniØ F i F_0, takie qto pri vseh x

F (x) 6 F_0(x). (2)

Togda

EY ¿ EY0 (3)

i, esli EY = EY_0, to Y^p= Y_0.

Dokazatel~stvo. Poloßim Y^+ = max (0, Y ), Y^+_0 = max (0, Y0). V

usloviØh lemmy 1

∞ > E|Y | ¿ EY^+ =^{∞Z}_0 (1 − F (x))dx ¿^{∞Z}_0 (1 − F0(x))dx = EY^+_0 ,

otkuda sleduet, qto −∞ 6 EY_0 < ∞. Esli EY_0 = −∞, to neravenstvo (3) oqevidno vypolnØetsØ; v protivnom sluqae utverßdenie lemmy 1 vytekaet iz usloviØ (2) i ravenstva E(Y − Y_0) =

Rabota nad stat~eæ byla podderßana grantom RFFI No. 99-01-00724 i grantom veduwih nauqnyh xkol No. 00-15-96019. 204

O SVO`STVAH MATEMATIQESKOGO OȷIDANI˚ 205 ∞R −∞ (F_0(x) − F (x))dx, kotoroe proverØetsØ integrirovaniem po qastØm.

Sledstvie 1. Pust~ F0(x) – nekotoraØ funkciØ raspredeleniØ.

Oboznaqim qerez B klass sluqaænyh veliqin Y s koneqnymi srednimi i funkciØmi raspredeleniØ F (x), udovletvorØ¸wimi uslovi¸ (2). Togda inf_{X∈B} EY = EY_0, (4)

gde sluqaænaØ veliqina Y_0 imeet funkci¸ raspredeleniØ F_0(x). Pri fftom, esli dlØ nekotoroæ sluqaænoæ veliqiny Y ∈ B ravenstvo (4) dostigaetsØ, to Y^p= Y_0.

Pust~ f(x) – nekotoraØ borelevskaØ funkciØ, zadannaØ na (−∞, ∞). Poloßim ω_x = {y : f(y) < x}.

Lemma 2. Pust~ sluqaænaØ veliqina X s funkcieæ raspredeleniØ

V (x) udovletvorØet usloviØm E|f(X)| < ∞, (5) V (dx) 6 G(dx), (6) gde G – nekotoraØ mera na (−∞, ∞), dlØ kotoroæ a = sup {t : G(ω_t) 6 1} > −∞. Togda

Ef(X) ¿ Ef(X0), (7)

gde sluqaænaØ veliqina X_0 imeet funkci¸ raspredeleniØ V_0 taku¸, qto V_0(dx) = G(dx), x ∈ ω_a, V_0(X : f(X) = a) = 1 − G(ω_a). (8) Krome togo, esli v (7) imeet mesto ravenstvo i G(ω_a) = 1 ili G(ω_{a+}) = 1, (9)

to X^p= X_0.

Zametim, qto vtoraØ qast~ sootnoxeniØ (9) ravnosil~no uslo- vi¸ G(ω_a) + G(x : f(x) = a) = 1, (10)

206 L. V. ROZOVSKI` a iz ravenstv (8) sleduet, qto

V_0(X : f(X) > a) = 0. (11)

Dokazatel~stvo. Oboznaqim G(ωt) qerez Gt. Esli a = ∞, to iz

opredeleniØ a i (6) sleduet, qto 1 6 G_a 6 1. Ots¸da i iz (8)–(10) zakl¸qaem, qto X^p= X_0 i, sledovatel~no, lemma 2 spravedliva.

Pust~ teper~ a koneqno. Iz lemmy 1 pri Y = f(X), F (x) = V (ω_x) sleduet, qto Ef(X) ¿ EY_0, gde sluqaænaØ veliqina Y_0 imeet funkci¸ raspredeleniØ F_0 = min (1, G_x). UqityvaØ (sm.(8),(11)), qto ω_x ∈ ω_y, x < y, i to, qto P(f(X0) < x) = P(X0 ∈ ωx) = F0(ωx) = Gx, x 6 a, P(f(X0) < x) = Ga + V0(X : f(X) = a) = Ga + 1 − Ga = 1, x > a, zakl¸qaem, qto Y_0^p= f(X_0), i, sledovatel~no, (7) vypolnØetsØ.

DlØ proverki pri koneqnom a vtorogo utverßdeniØ lemmy 2, vospol~zuemsØ toßdestvom (sm. (11))

Ef(X) − Ef(X0 ) = = Z ω_a (a − f(x))(V_0 − V )(dx) + Z R\ω_a (f(x) − a) V (dx). (12) Esli levaØ storona v (12) ravna nul¸, to (sm. (6), (8)) V (dx) = V_0(dx), x ∈ ω_a, i V (dx) = 0, esli f(x) > a, ili

V (dx) = V_0(dx) pri vseh {x : f(x) ≠ a}. (13)

Esli G_a = 1, ots¸da i iz (8) sleduet, qto V (dx) = V_0(dx) ∀x, i lemma 2 v fftom sluqae dokazana.

Esli ße vypolnØetsØ vtoraØ qast~ usloviØ (9), to po (8)–(10)

0 = (V_0 − V )(x : f(x) = a) = (G − V )(x : f(x) = a).

PrivlekaØ uslovie (6), ots¸da i iz (13) nahodim, qto snova V (dx) = V_0(dx) ∀x. Lemma 2 polnost~¸ dokazana.

Sledstvie 2. Pust~ mera G i funkciØ f takie, kak v lemme 2.

Oboznaqim qerez B_G klass sluqaænyh veliqin X s funkciØmi raspredeleniØ V , udovletvorØ¸wimi usloviØm (5) i (7). Togda

inf_{X∈BG} Ef(X) = Ef(X_0), (14)

O SVO`STVAH MATEMATIQESKOGO OȷIDANI˚ 207 gde sluqaænaØ veliqina X_0 imeet funkci¸ raspredeleniØ V_0(x)( sm. (8)). Pri fftom, esli dlØ nekotoroæ sluqaænoæ veliqiny X ∈ B_G ravenstvo (14) dostigaetsØ i vypolnØetsØ uslovie (9), to X^p= X_0.

Sootnoxenie (1) vytekaet iz sledstviØ 2 pri G(dx) = c dx. Zametim, qto v fftom sluqae G_t = c μ_t, gde μ_t – lebegovskaØ mera borelevskogo mnoßestva ω_t, a uslovie (9) oznaqaet, qto libo μ_a, libo μ_{a+} ravny 1/c.

Literatura

1. L. V. Rozovskiæ, Odno ffkstremal~noe svoæstvo ravnomernogo rasprede-

leniØ i nekotorye ego sledstviØ. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 44,

˝ 3 (1999), 646–650.

Rozovskii L. V. On some properties of a mean value. In the note the best possible estimates from below are obtained for the mean value of a random variable with a distribution function which satisfies to some restrictions on a growth.

Postupilo 15 dekabrØ 2000 g.

Sankt-PeterburgskaØ Himiko-FarmacevtiqeskaØ AkademiØ, kafedra vysxeæ matematiki