Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 278, 2001 g.

N. M. Halfina

PRIMENENIE METODA XOVEN� DL˚ OBNARUȷENI˚ GRUBYH OXIBOK V NABLıDENI˚H, SV˚ZANNYH V ODNORODNUı CEP^ MARKOVA

Pust~ dana posledovatel~nost~ sluqaænyh veliqin . . . , X_{−2}, X_{−1}, X_0, X_1, . . . , X_n, . . . , svØzannyh v prostu¸ odnorodnu¸ cep~ Markova, priqem l¸baØ para sosedeæ X_{m−1}, X_m imeet nevyroßdennoe dvumernoe normal~noe raspredelenie s parametrami

E(X_{m−1}) = E(X_m) = a,

D(X_{m−1}) = D(X_m ) = σ^2, R(X_{m−1}, X_m) = ρ, |ρ| ≠ 1. Pust~ nad sluqaænymi veliqinami X_1, . . . , X_{n+1} proizvedeno n + 1 posledovatel~nyh nabl¸deniæ x_1, . . . , x_{n+1}, pri fftom parametry a, σ^2, ρ – neizvestny. V predyduwih rabotah avtora [1–3] byli rassmotreny sluqai s neizvestnymi odnim ili dvumØ parametrami. Kak i v ukazannyh vyxe rabotah, budem nahodit~ veroØtnost~ togo, qto qislo vybroxennyh nabl¸deniæ, t.e. nabl¸deniæ, soderßawih grubye oxibki, budet ravno m, kogda n → ∞. Pri fftom vybrasyvanie nabl¸deniæ budet proizvodit~sØ po metodu Xovenff. �tot metod byl vveden dlØ sluqaØ nezavisimyh nabl¸deniæ, pofftomu dadim podrobnoe ob¨Øsnenie, kak ispol~zovat~ fftot metod dlØ sluqaØ nabl¸deniæ, svØzannyh v cep~ Markova. DlØ fftogo opredelim plotnost~ uslovnogo raspredeleniØ X_i pri zadannom X_{i−1} f ( x_i | X_{i−1=xi−1} ) ∈ N [ a + ρ(x_{i−1} − a), σ √ 1 − ρ^2 ] , i = 2, . . . , n + 1. 275

276 N. M. HALFINA

Zafiksiruem qislo α > 0 i oboznaqim k_i rexenie uravneniØ ∞∫ k_i f ( x_i | X_{i−1=xi−1} ) dx_i = α n , i = 2, . . . , n + 1. Pri zadannom α > 0 budem otbrasyvat~, t.e. sqitat~ soderßawimi grubye oxibki, te nabl¸deniØ x_i, i ¿ 2, kotorye prevyxa¸t k_i s veroØtnost~¸ α/n pri uslovii, qto na predyduwem xage bylo x_{i−1}.

Itak, dlØ kaßdogo x_i nahoditsØ svoØ granica k_i i, esli x_i > k_i, to x_i – otbrasyvaetsØ.

Opredelim sluqaænye veliqiny N_i ravenstvami

N_i = { 1, esli x_i > k_i, 0, esli x_i 6 k_i, i obwee qislo vybrosov N = ∑_{n+1} i=2 N_i.

Naædem P {N = m}, veroØtnost~ togo, qto qislo vybroxennyh takim obrazom nabl¸deniæ budet ravno m, kogda n → ∞. DlØ fftogo vospol~zuemsØ svoæstvami sluqaænoæ veliqiny

Z_i = (X_i − a) − ρ(X_{i−1} − a) σ √ 1 − ρ^2 , i = 2, . . . , n + 1. Izvestno, qto Z_i nezavisimy i normal~no raspredeleny s parametrami 0 i 1, i Z_i ne zavisit ot X_{i−1}. Oboznaqim t rexenie uravneniØ 1 − Φ(z) = α n . (1)

Togda P (Z_i > t) = P ( X_{i>ki} | X_{i−1=xi−1} ) , gde k_i = a + ρ(x_{i−1−a}) + tσ √ 1 − ρ^2, i = 2, . . . , n + 1 (2) i N_i = { 1, esli Z_i > t, t.e. x_i > k_i, 0, esli Z_i 6 t, t.e. x_i 6 k_i, a qislo vybrosov N moßno opredelit~, ispol~zuØ veliqiny z_i i granicu t. Tak kak Z_i nezavisimy, to P {N = m} = C^m_n ( α n )_m( 1 − α n )_{n−m} ≃ α^m m! e^{−α} + O ( α^2 n ) . (3)

PRIMENENIE METODA XOVEN� 277

Itak, v sluqae vseh izvestnyh parametrov α, σ i ρ veroØtnost~ togo, qto qislo vybrosov ravno m, opredelØetsØ formuloæ (3), pri fftom granica k_i dlØ opredeleniØ vybrosov peresqityvaetsØ na kaßdom xagu po formule (2). Po usloviØm zadaqi, rassmatrivemoæ v fftoæ rabote, vse 3 parametra α, σ i ρ neizvestny. Zamenim neizvestnye parametry ih ocenkami, postroim novu¸ granicu ~k_i dlØ vybrosov, zamenØØ v formule (2) neizvestnyæ parametr ego ocenkoæ, i, sootvetstvenno, sqitaem ~N_i = { 1, esli x_i > ~k_i,

0, esli x_i 6 ~k_i, i ~N = ∑_{n+1} i=2 ~N_i – obwee qislo vybrosov pri takoæ zamene. Budem issledovat~ asimptotiqeskoe povedenie pri n → ∞ raspredeleniØ sluqaænoæ veliqiny ~N , t.e. nahodit~ P { ~N = m} pri n → ∞.

V kaqestve ocenok dlØ a, σ i ρ voz~mem sledu¸wie ocenki

a^∗ = 1 n n∑ i=1 x_i; σ^{∗2} = 1 n n∑ i=1 (x_i − a^∗)^2;

ρ^∗ = n n − 1 · n∑ i=2 (x_i − a^∗)(x_{i−1} − a^∗) n∑ i=1 (x_i − a^∗)^2 .

Iz §3.5.4 v [4] izvestno, qto pri – = (1 − ρ^2)n → ∞ ffti ocenki ffkvivalentny ocenkam maksimal~nogo pravdopodobiØ, a veliqi- ny (a^∗ − a) √ (1 + ρ) √ (1 − ρ)n σ , σ^{∗2} − σ^2 σ^2 √ n 2 , (ρ^∗ − ρ) √ n √ 1 − ρ^2 ime¸t asimptotiqeski normal~noe raspredelenie s parametrami 0, 1; otmetim obØzatel~noe vypolnenie usloviØ – −→_{n→∞} ∞.

S pomow~¸ fftih ocenok stroim granicu ~k_i dlØ vybrosov ~k_i = tσ^∗ √ 1 − ρ^{∗2} + a^∗ + ρ^∗(x_{i−1} − a^∗), i = 2, . . . .

Opredelim

Y_i =

(X_i − a^∗) − ρ^∗(X_{i−1} − a^∗) σ^∗ √ 1 − ρ^{∗2} , i = 2, . . . .

278 N. M. HALFINA

Napomnim, qto ~N_i = 1, kogda x_i > ~k_i, qto sootvetstvuet Y_i > t. Tak kak Y_i zavisimy, to naæti P { ~N = m} neposredstvenno nel~zØ. Kak i v predyduwih rabotah [1–3], budem ocenivat~ P { ~N = m} s pomow~¸ oqevidnogo neravenstva | |P {N = m} − P { ~N = m} | | 6 P {N ≠^~N } 6^{n+1∑}_{i=2} P {Ni ≠^~Ni}. (4) Zapixem Y_i v vide

Y_i = Z_i + Z_i ( σ √ 1 − ρ^2 σ^∗ √ 1 − ρ^{∗2} − 1 ) + (X_{i−1} − a)(ρ − ρ^∗) σ^∗ √ 1 − ρ^{∗2} +

+ (a − a^∗)(1 − ρ^∗) σ^∗ √ 1 − ρ^{∗2} = Z_i + Q_z = Z_i + I_1 + I_2 + I_3, i = 2, . . . .

Napomnim, qto N_i = 1, kogda Z_i > t, a ~N_i = 1, kogda Y_i > t, gde t – rexenie uravneniØ (1). Togda dlØ l¸bogo h > 0 vypolnØetsØ neravenstvo P { N_i ≠ ~N_i} 6 P {|Z_i − t| 6 h } + P {|Q_z| > h}. (5) Iz (1) vidno, qto t = O( √ ln n/α), pofftomu, esli vybrat~ h tak, qtoby h −→_{n→∞} 0, to poluqim P {|Z_i − t| 6 h} = Φ(t + h) − Φ(t − h) = O(hΦ^′(t)) = O ( h √ ln n n ) . (6)

Teper~ ocenim P { |Q_z| > h } = P { |I_1 + I_2 + I_3| > h

} 6^{3∑}_{i=1}^{P |Ii| >^h_3^}.

DlØ pervogo slagaemogo v Q_z imeem P { |I_1| > h 3 } 6 P^{Zi| > H^} + P^{{|}^σ √ 1 − ρ^2 σ^∗ √ 1 − ρ^{∗2} − 1 | | > h 3H }

dlØ l¸bogo H > 0.

Tak kak Z_i ∈ N (0, 1), to P {|Z_i| > H} = O ( 1 H e^{−H2 /2} ) (7)

PRIMENENIE METODA XOVEN� 279

pri H → ∞.

Dalee, P {| | σ √ 1 − ρ^2 σ^∗ √ 1 − ρ^{∗2} − 1 | | > h 3H } 6 6 P^{{ σ} √ 1 − ρ^2 σ^∗ √ 1 − ρ^{∗2} < 1 − h 3H } + P { σ √ 1 − ρ^2 σ^∗ √ 1 − ρ^{∗2} > 1 + h 3H } . Rassmotrim P { σ √ 1 − ρ^2 σ^∗ √ 1 − ρ^{∗2} > 1 + h 3H } 6 P^{{ σ2(1 − ρ2)}

σ^{∗2}(1 − ρ^{∗2}) > ( 1 + h 3H )_2} 6 6 P^{{ σ2}_{σ∗2} > 1 + ε^} + P^{{ 1 − ρ2}_{1 − ρ∗2} > 1 + ε^}, gde ε =^h_{3H} −→_{n→∞} 0. (8)

Ocenim pervoe slagaemoe v pravoæ qasti (8) P { σ^2 σ^{∗2} > 1 + ε } = P { σ^{∗2} σ^2 < 1 1 + ε } = P { 1 − σ^{∗2} σ^2 > 1 − 1 1 + ε } =

= P { σ^2 − σ^{∗2} σ^2 > ε 1 + ε } 6 P^{{|σ2 − σ∗2}_{σ2}^{√n}_2 >^ε_{1 + ε}^{√ n}_2^} = = O ( e^{− ε2n16} ) = O ( e^{− h2 n144H2} ) pri h^2n H^2 → ∞. (9) Teper~ ocenim vtoroe slagaemoe v pravoæ qasti (8) P { 1 − ρ^2 1 − ρ^{∗2} > 1 + ε } = P { 1 − 1 − ρ^{∗2} 1 − ρ^2 > 1 − 1 1 + ε } =

= P { ρ^{∗2} − ρ^2 1 − ρ^2 > ε 1 + ε } = P { (ρ^∗ − ρ)(ρ^∗ + ρ) 1 − ρ^2 > ε 1 + ε } 6 6 P^{{|ρ∗ − ρ|√n} √ 1 − ρ^2 > ε √ n √ 1 − ρ^2 2(1 + ε) } = O ( e^{− ε} 2n(1−ρ2 ) 8(1+ε)2 )

pri ε^2n(1 − ρ^2) → ∞, i t.k. ε =^h_{3H} −→_{n→∞} 0, to P { 1 − ρ^2 1 − ρ^{∗2} > 1 + ε } = O ( e^{− h} 2n(1−ρ2 ) H2·288 ) pri h^2n(1 − ρ^2) H^2 → ∞. (10)

280 N. M. HALFINA

V rezul~tate, podstavlØØ ocenki (9) i (10) v (8), poluqim P { σ √ 1 − ρ^2 σ^∗ √ 1 − ρ^{∗2} > 1 + h 3H } = O ( e^{− h2n}144H^2 + e^{− h}

2 n(1−ρ2 ) H2·288 ) . (11)

Analogiqno nahodim ocenku dlØ P { σ √ 1 − ρ^2 σ^∗ √ 1 − ρ^{∗2} < 1 − h 3H } .

P { σ^2 σ^{∗2} < 1 − ε } 6 P^{{|σ∗2 − σ2|√n} σ^2 √ 2 > ε √ n (1 − ε) √ n } = = O ( e^{− ε2n4} ) = O ( e^{− h2 n}H^24 )

P { 1 − ρ^2 1 − ρ^{∗2} < 1 − ε } = P { ρ^2 − ρ^{∗2} 1 − ρ^2 > ε 1 − ε } 6 6 O^(e^{− ε2n(1−ρ2 )}8^) = O^(e^{− h2n(1−ρ2 )}216H^{2 )}.

Itak, P {| | σ √ 1 − ρ^2 σ^∗ √ 1 − ρ^{∗2} − 1 | | > h 3H } = O ( e^{− h2n144H2} + e^{− h} 2n(1−ρ2 ) H2·288 ) . (12)

DlØ I_1 poluqena ocenka P { |I_1| > h 2 } 6 O^{( 1}_H e^{− H2}2 + e^{− h2n}144H^2 + e^{− h2 n(1−ρ2 )}H^2·288^). (13)

Pri fftom dolßny vypolnØt~sØ usloviØ

h^2n H^2 −→ n→∞ ∞, h^2n(1 − ρ^2) H^2 −→ n→∞ ∞, h → 0_{n→∞} , H → ∞_{n→∞} . Teper~ naædem ocenku dlØ P { |I_2| >^h_3 } . P { |I_2| > h 3 } = P {| |(X^{i−1} − a)(ρ − ρ^∗) σ^∗ √ 1 − ρ^{∗2} | | > h 3 } 6 6 P^{{ |ρ − ρ∗|} √ 1 − ρ^{∗2} > h 3K } + P { |X_{i−1} − a| σ^∗ > K } , gde K > 0. (14)

PRIMENENIE METODA XOVEN� 281

V svo¸ oqered~, P { |ρ − ρ^∗| √ 1 − ρ^{∗2} > h 3K } 6 6 P^{{|ρ − ρ∗|√n} √ 1 − ρ^2 > h √ n 3K √ 2 } + P { √ ρ − ρ^2 √ 1 − ρ^{∗2} > √ 2 } . Kak bylo otmeqeno ranee,^{(ρ−ρ∗ )√n}√_{1−ρ2} imeet asimptotiqeski nor-

mal~noe raspredelenie s (0, 1), pofftomu P { |ρ − ρ^∗| √ n √ 1 − ρ^2 > h √ n 3K √ 2 } = O ( e^{− h2 n36K2} ) pri h √ n K −→ n→∞ ∞.

P { √ 1 − ρ^2 √ 1 − ρ^{∗2} > √ 2 } 6 P^{1 − ρ^{∗2} <^{1 − ρ2}_2^} = P^{ρ^{∗2} − ρ^2 >^{1 − ρ2}_2^}6

6 P^{|ρ^∗ − ρ| >^{1 − ρ2}_4^} = O^(e^{− (1−ρ2 )n}32^) pri (1 − ρ^2)n −→_{n→∞} ∞.

Itak P { |ρ − ρ^∗| √ 1 − ρ^{∗2} > h 3K } = O ( e^{− h2n36K2} + e^{− (1−ρ2 )n32} ) , (15)

pri fftom dolßny vypolnØt~sØ usloviØ h √ n K → ∞, (1 − ρ^2)n → ∞ pri n → ∞. Ocenim vtoroe slagaemoe v pravoæ qasti neravenstva (14) P { |X_{i−1} − a| σ^∗ > K } 6 P^{{|Xi−1 − a|}_σ >^K√_2^} + P^{{ σ}_{σ∗} >^√2^} 6

6 O^(e^{− K24 )} + P^{{|σ∗2 − σ2|}_{σ2} >^1_2^} = O^(e^{− K24} + e^{− n16 )}. (16)

Iz (14), (15) i (16) poluqaem ocenku dlØ P { |I_2| >^h_3 } . P { |I_2| > h 3 } = O ( e^{− h2 n}36K^2 + e^{− (1−ρ2 )n32} + e^{− K24} + e^{− n16} ) pri usloviØh K → ∞, h √ n K −→ n→∞ ∞, (1 − ρ^2)n −→_{n→∞} ∞. (17)

282 N. M. HALFINA

Ostalos~ ocenit~ P { |I_3| >^h_3 } . P {| | (a − a^∗)(1 − ρ^∗) σ^∗ √ 1 − ρ^{∗2} | | > h 3 } 6 6 P^{{ σ}_{σ∗} >^√2^} + P^{{|a − a∗|√1 − ρ} σ √ 1 + ρ > h 3 √ 2 · 2 √ 2 } +

+P { 1 − ρ^∗ 1 − ρ > 2 } + P { √ 1 − ρ^2 √ 1 − ρ^{∗2} > √ 2 } . (18)

Ocenka pervogo qlena v pravoæ qasti (18) uße rassmatrivalas~ vyxe (sm. (9)) P { σ σ^∗ > √ 2 } 6 P^{{ σ2}_{σ∗2} > 2^} = O^(e^{− n16 )}. (19)

Tak kak veliqina^{(a∗−a)} √_{(1−ρ)n} σ √ 1+ρ imeet asimptotiqeski normal~- noe raspredelenie N (0, 1), to P { |a − a^∗| √ 1 − ρ σ √ 1 + ρ > h 12 } = O ( e^{− nh2288} ) (20)

pri uslovii h √ n −→_{n→∞} ∞. Ocenka tret~ego qlena v pravoæ qasti (18) toße rassmatrivalas~ vyxe (sm. (10)) P { 1 − ρ^∗ 1 − ρ > 2 } = P { ρ − ρ^∗ 1 − ρ > 1 } 6 6 P^{{|ρ − ρ∗|√n} √ 1 − ρ^2 > √ n √ 1 − ρ^2 2 } = O ( e^{− n(1−ρ2 )8} ) , t.k. |1 + ρ| < 2 (21)

pri uslovii n(1 − ρ^2) −→_{n→∞} ∞.

Tak ße ocenivaem i posledniæ qlen v (18) P { √ 1 − ρ^2 √ 1 − ρ^{∗2} > √ 2 } < P { 1 − ρ^2 1 − ρ^{∗2} > 2 } = P { 1 − ρ^{∗2} 1 − ρ^2 < 1 2 } 6 6 P^{{|ρ∗ − ρ|}_{1 − ρ2} >^1_{2(ρ + ρ∗)}^} < P^{{|ρ∗ − ρ|√n}√_{1 − ρ2} >^{√n} √ 1 − ρ^2 4 } =

PRIMENENIE METODA XOVEN� 283 = O ( e^{− n(1−ρ2 )32} ) pri uslovii n(1 − ρ^2) −→_{n→∞} ∞. (22)

Itak, summiruØ (19), (20), (21) i (22), poluqaem iz (18) ocenku P { |I_3| >^h_3 } . P { |I_3| > h 3 } 6 O^(e^{− n}16 + e^{− nh2}288 + e^{− n(1−ρ2 )}32^) (23)

pri usloviØh h √ n −→_{n→∞} ∞, n(1 − ρ^2) −→_{n→∞} ∞. V rezul~tate, summiruØ (6), (13), (17) i (23), i, ispol~zuØ (5) i (4), poluqim | P {N = m} − P { ~N = m} | 6 6 O^(h^√ln n^) + nO^{( 1}_H e^{− H2}2 + e^{− h2n}144H^2 + e^{− h2 n(1−ρ2 )}288H^2 + e^{− h2 n}36K^2 +

+e^{− (1−ρ2 )n32} + e^{− K24} + e^{− n16} + e^{− nh2288} ) . (24)

Pri fftom dolßny vypolnØt~sØ sledu¸wie usloviØ pri sootvetstvu¸wem vybore h, H, K (sm. (13), (17) i (23)): 1) h −→_{n→∞} 0, 2) H −→_{n→∞} ∞, 7) n(1 − ρ^2) −→_{n→∞} ∞, 4) h √ n H −→ n→∞ ∞, 8) h^2n(1 − ρ^2) H^2 −→_{n→∞} ∞, 5) h √ n K −→ n→∞ ∞, 3) K → ∞ 6) h √ n −→_{n→∞} ∞. Vyberem h = n^{−δ}, H = K = n^l, gde 0 < δ <^1_2 , 0 < l <^1_2 , δ + l <^1_2 . Pri takom vybore h, H i K usloviØ 1)–6) – vypolnØ¸tsØ avtomatiqeski, a dlØ vypolneniØ usloviæ 7) i 8) trebuetsØ, qtoby ρ^2 ne bylo oqen~ blizko k 1. Esli poloßit~

1 − ρ^2 = n^{−s}, (25)

to usloviØ 7) i 8) vypolnØ¸tsØ pri 0 < s < 1 − 2(δ + l). V rezul~tate pri vybrannyh takim obrazom h, H i K | P {N = m} − P { ~N = m} | 6 O^{(√ln n}_{nδ}^), gde 0 < δ <^1_2 . Pri fftom |ρ| dolßno byt~ otdeleno ot 1 usloviem (25).

284 N. M. HALFINA

Literatura

1. N. M. Halfina, Obnarußenie grubyh oxibok metodom Xovenff v nabl¸deniØh, svØzannyh v odnorodnu¸ cep~ Markova. — Zap. nauqn. semin. LOMI 177 (1989), 163–169.

2. N. M. Halfina, Obnarußenie grubyh oxibok metodom Xovenff v nabl¸deniØh, svØzannyh v odnorodnu¸ cep~ Markova. — Zap. nauqn. semin. POMI 207 (1993), 137–142.

3. N. M. Halfina, Obnarußenie grubyh oxibok metodom Xovenff v nabl¸deniØh, svØzannyh v odnorodnu¸ cep~ Markova. — Zap. nauqn. semin. POMI 260 (1999), 278–289.

4. M. Arato, Lineænye stohastiqeskie sistemy s postoØnnymi kofffficientami. Nauka, M. (1989).

Halfina N. M. Application of the Chauvenet test to detection of overliers in observations connected in homogeneous Markov chain.

Let x_1, . . . , x_n be random variables, connected in homogeneous Markov chain. Asymptotic behavior of the distribution of random value N : number of overliers is investigated for unknown parameters a, σ, and ρ.

Postupilo 1 dekabrØ 2000 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im.V. A. Steklova RAN