Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 278, 2001 g.

B. P. Harlamov

USLOVI˚ �RGODIQNOSTI I STACIONARNYE RASPREDELENI˚ NEPRERYVNOGO POLUMARKOVSKOGO PROCESSA

1. Vvedenie

V nastoØweæ rabote my prodolßaem issledovanie klassa polumarkovskih processov obwego vida (sm. [4] i dr). Klass stupenqatyh polumarkovskih processov sravnitel~no prost i dostatoqno horoxo izuqen (sm., naprimer, [3]). Klass polumarkovskih processov obwego vida obladaet celym rØdom interesnyh svoæstv, kotorye do sih por ne issledovany. V dannoæ stat~e my izuqaem ffrgodiqeskie svoæstva i stacionarnye raspredeleniØ processov fftogo klassa.

Polumarkovskiæ process obwego vida (kotoryæ my v dal~neæxem nazyvaem polumarkovskim processom, dobavlØØ opredeleniØ nepreryvnyæ ili stupenqatyæ v neobhodimyh sluqaØh) moßet byt~ opredelen kak process, dlØ kotorogo vse vloßennye potoki pervyh vyhodov (dlØ fiksirovannoæ posledovatel~nosti otkrytyh podmnoßestv prostranstva sostoØniæ) ØvlØ¸tsØ stupenqatymi polumarkovskimi processami. Ots¸da vytekaet principial~naØ vozmoßnost~ dokazyvat~ ffrgodiqnost~ i vyqislØt~ stacionarnye veroØtnosti v obwem sluqae na osnovanii teorii stupenqatyh polumarkovskih processov. V fftom poslednem sluqae suwestvenno ispol~zuetsØ ffrgodiqnost~ vloßennoæ markovskoæ cepi i ee stacionarnaØ veroØtnostnaØ mera. No dlØ nepreryvnyh polumarkovskih processov takaØ vloßennaØ markovskaØ cep~ moßet byt~ ne edinstvenna. Ih moßet byt~ beskoneqno mnogo so skol~ ugodno malymi skaqkami. V fftom sluqae moßno popytat~sØ vyrazit~ stacionarnye veroØtnosti polumarkovskogo processa v terminah tak nazyvaemogo associirovannogo markovskogo processa.

Podderßano grantom RFFI 99-01-00380. Qastiqno podderßano grantom RFFI “Veduwie nauqnye xkoly” 00-15-96019. 285

286 B. P. HARLAMOV

Prostoæ netrivial~nyæ primer nepreryvnogo polumarkovskogo processa – ffto obrawennyæ process s nezavisimymi poloßitel~nymi priraweniØmi, kotoryæ po izvestnomu predstavleni¸ Levi obladaet nepreryvnymi traektoriØmi kantorovskogo tipa. �tot primer na samom dele igraet kl¸qevu¸ rol~ pri analize polumarkovskih processov: pri dostatoqno slabyh predpoloßeniØh takoæ process moßet byt~ predstavlen v vide markovskogo processa, preobrazovannogo zamenoæ vremeni. V fftom sluqae hod vremeni otnositel~no fiksirovannoæ posledovatel~nosti sostoØniæ predstavlØet soboæ process s nezavisimymi poloßitel~nymi priraweniØmi. BlagodarØ fftomu svoæstvu traektorii tipiqnogo polumarkovskogo processa soderßat uslovno sluqaænye “puassonovskie” intervaly postoØnstva. V to ße vremØ markovskiæ process, kotoryæ ØvlØetsØ osobym qastnym sluqaem polumarkovskogo processa, ne imeet intervalov posto- Ønstva puassonovskogo tipa. Issledovanie stacionarnogo raspredeleniØ dliny puassonovskogo intervala postoØnstva – ffto specifiqeskaØ zadaqa teorii polumarkovskih processov.

V osnovu issledovaniØ poloßeny rezul~taty Xurenkova ob ffrgodiqeskih processah Markova (sm. [10]), a takße rezul~taty avtora o hode vremeni otnositel~no fiksirovannoæ posledovatel~nosti sostoØniæ v polumarkovskom processe ([8] i dr.).

2. OpredeleniØ i oboznaqeniØ

RassmatrivaetsØ polumarkovskiæ process (obwego vida) na polnom separabel~nom lokal~no-kompaktnom metriqeskom prostranstve sostoØniæ (X, ρ), zadavaemyæ soglasovannym semeæstvom veroØtnostnyh mer (P_x) (x ∈ X) na prostranstve D = D(R_+) nepreryvnyh sprava i ime¸wih predely sleva funkciæ ξ : R_+ →

X. Pust~ πt(ξ) = ξ(t) – znaqenie processa v moment t, θt(ξ) – ope-

rator sdviga: θ_t(ξ)(s) = (ξ)(t + s) (s, t ∈ R_+). V dal~neæxem nas budut interesovat~ intervaly postoØnstva traektorii ξ. Pust~ R^−_t (ξ) i R^+_t (ξ) – dliny levoæ i pravoæ qasteæ intervala postoØnstva traektorii ξ, nakryva¸wego toqku t; esli takogo intervala ne suwestvuet, prinimaem R^−_t (ξ) = R^+_t (ξ) = 0.

Rassmotrim raspredelenie P^t_x(B) = P_x(θ^{−1}_t B) (B ∈ F), gde F = B(D) – borelevskaØ sigma-algebra podmnoßestv prostranstva D otnositel~no metriki Skorohoda. Polumarkovskiæ process nazyvaetsØ ffrgodiqeskim, esli dlØ l¸bogo x ∈ Xpoqti dlØ

USLOVI˚ �RGODIQNOSTI 287 vseh ξ ∈ D otnositel~no mery P_x suwestvuet ne zavisØwiæ ot traektorii predel lim_{t→∞} 1 t t∫ 0 f(θ_tξ) dt, gde f – ograniqennaØ izmerimaØ funkciØ na D. My budem rassmatrivat~ bolee prostoæ variant ffrgodiqnosti, kogda raspredelenie P^t_x slabo shoditsØ k nekotoromu raspredeleni¸ P^∞ odnomu i tomu ße dlØ vseh x.

DlØ markovskogo processa my imeem P^t_x(B) = P_x(P_{πt} (B)), i, takim obrazom, shodimost~ k predelu mery P^t_x svoditsØ k shodimosti k predelu odnomernogo raspredeleniØ H_t(S | x) ≡ P_x(π_t ∈ S) (S ∈ B(X)). Oqevidno, dlØ slabo nepreryvnogo semeæstva mer (P_x) markovskogo processa iz slaboæ shodimosti H_t(· | x)^w→ H_∞ sleduet: P^t_x(f) → ∫ X^{Py(f) H∞(dy),} gde f – nepreryvnyæ ograniqennyæ funkcional na D. Zdes~ i dalee my ispol~zuem oboznaqenie μ(φ; S) dlØ integrala ot funkcii φ(x) I_S (x) po mere μ(dx), opuskaØ pervyæ argument, esli φ ≡ 1, i opuskaØ vtoroæ argument, esli S – ffto vse prostranstvo, na kotorom zadana mera.

DlØ polumarkovskogo processa fiksirovannyæ moment vremeni ne ØvlØetsØ momentom regeneracii (t.e. momentom ostanovki, otnositel~no kotorogo vypolnØetsØ markovskoe svoæstvo), i predyduwie rassußdeniØ ne primenimy. Odnako dlØ l¸bogo t ∈ R_+ moßno skonstruirovat~ posledovatel~nost~ momentov regeneracii fftogo processa, kotoraØ shoditsØ sverhu k funkcii t+R^+_t . Ots¸da sleduet, qto, esli semeæstvo mer (P_x) polumarkovskogo processa slabo nepreryvno, to t + R^+_t ØvlØetsØ momentom regeneracii dlØ fftogo processa. S drugoæ storony, dlØ nekotoryh klassov polumarkovskih processov para (π_t, R^−_t ) ØvlØetsØ markovskim processom (sm., naprimer, Gihman i Skorohod [1]). UqityvaØ osobu¸ rol~ processov R^−_t i R^+_t , my budem issledovat~ trehmernoe raspredelenie

G_t(S × A_1 × A_2 | x) = P_x(π_t ∈ S, R^−_t ∈ A_1, R^+_t ∈ A_2)

(A_1, A_2 ∈ B(R_+)).

288 B. P. HARLAMOV Oqevidno, mera P^t_x dlØ polumarkovskogo processa so slabo nepreryvnym semeæstvom mer (P_x) slabo shoditsØ k predelu, esli dlØ l¸bogo x ∈ Xpri t → ∞ trehmernoe raspredelenie G_t(· | x) slabo shoditsØ k nekotoromu raspredeleni¸ G_∞ odnomu i tomu ße dlØ vseh x.

DlØ l¸bogo podmnoßestva G ⊂ X my oboznaqaem σ_G(ξ) = inf{t ≥ 0 : ξ(t) ∉ G} – moment pervogo vyhoda iz mnoßestva G. My rassmatrivaem mnoßestvo T momentov ostanovok otnositel~no natural~noæ fil~tracii (F_t)_{t≥0}, gde F_t – sigma-algebra podmnoßestv mnoßestva D, poroßdennaØ otobraßeniØmi π_s (s ≤ t). My ispol~zuem oboznaqenie (∀τ_1, τ_2 ∈ T )

τ_1 ˙+τ_2 = { ∞, τ_1 = ∞, τ_1 + τ_2 ∘ θ_{τ1} , τ_1 < ∞.

Pust~ A – mnoßestvo otkrytyh podmnoßestv prostranstva X. Kaßdomu polumarkovskomu processu odnoznaqno sootvetstvuet soglasovannoe semeæstvo (F_Δ) (Δ ∈ A) polumarkovskih perehodnyh funkciæ F_Δ(A × S | x) ≡ P_x(σ_Δ ∈ A ∩ [0, ∞), π_{σΔ} ∈ S). Pust~ δ = (Δ_1, Δ_2, . . . ) – posledovatel~nost~ otkrytyh mnoßestv. Ona opredelØet posledovatel~nost~ momentov ostanovki (σ^n_δ ) : σ^1_δ = σ_{Δ1} , σ^{n+1}_δ = σ^n_δ ˙+σ_{Δn+1} (n ≥ 1).

Posledovatel~nost~ δ nazyvaetsØ vyvodØweæ, esli dlØ l¸boæ funkcii ξ σ^n_δ (ξ) → ∞.

Opredelim posledovatel~nost~ iterirovannyh Øder (F^n_δ ) (n ≥ 0), sootvetstvu¸wih posledovatel~nosti δ: F^1_δ = F_{Δ1} ,

F^{n+1}_δ ( [0, t) × S | x) = ∫ X t∫ 0 F_{Δn+1} ( [0, t − s) × S | y) F^n_δ (ds × dy | x) (t > 0), a takße F^0_δ ( [0, t) × S | x) = I_{[0,t)×S}(0, x), gde I_S – indikatornaØ funkciØ mnoßestva S. Primerom vyvodØweæ posledovatel~nosti, sostavlennoæ iz fflementov sqetnogo otkrytogo pokrytiØ A_1 prostranstva X, budet l¸baØ posledovatel~nost~, v kotoroæ dlØ l¸bogo Δ ∈ A_1 i dlØ l¸bogo n ∈ N suwestvuet m > n takoe, qto

USLOVI˚ �RGODIQNOSTI 289 Δ_m = Δ. Pust~ Δ^{−r} = {x ∈ Δ : B(x, r) ⊂ Δ}, gde B(x, r) – otkrytyæ xar s centrom x i radiusom r.

UsloviØ soglasovaniØ, dostatoqnye dlØ suwestvovaniØ polumarkovskogo processa, da¸tsØ sledu¸weæ teoremoæ, kotoraØ budet ispol~zovana pri postroenii associirovannogo markovskogo processa.

Teorema 1. DlØ togo, qtoby dlØ apriori zadannogo semeæstva

perehodnyh funkciæ (F_Δ) suwestvoval opredelØ¸wiæ ih polumarkovskiæ process, dostatoqno, qtoby vypolnØlis~ sledu¸wie tri usloviØ:

1. dlØ l¸byh Δ_1, Δ_2 ∈ A takih, qto Δ_1 ⊂ Δ_2, spravedlivo

F_{Δ2} ( [0, t) × S | x) = ∫ X t∫ 0 F_{Δ2} ([0, t−s) × S | y)F_{Δ1} (ds × dy | x) (t > 0), 2. dlØ l¸boæ vyvodØweæ posledovatel~nosti δ spravedlivo

F^n_δ ( [0, t) × X| x) → 0 (n → ∞),

3. (∀Δ ∈ A) (∀ε > 0) (∀x ∈ Δ) ∫ X^{FΔ( [ε, ∞) × X| y) FΔ�r (R+ × dy | x) → 0 (r → 0).} Dokazatel~stvo sm. [4].

3. �rgodiqnost~ i stacionarnoe Rassmotrim perehodnu¸ funkci¸ F (dt × dx_1 | x) stupenqatogo polumarkovskogo processa. Pust~ (∀x ∈ X) F (R_+ × X| x) = 1, F^n – n-Ø iteraciØ Ødra F ≡ F^1. Marginal~noe Ødro H(dy | x) =

F (R+ × dy | x) ØvlØetsØ perehodnoæ funkcieæ markovskoæ cepi,

kotoru¸ my nazyvaem vloßennoæ markovskoæ cep~¸ dannogo polumarkovskogo processa. MarkovskaØ cep~ nazyvaetsØ ffrgodiqeskoæ, esli pri l¸bom x ∈ X 1 n n∑ k=1 H^k(· | x)^w→ H^∞,

290 B. P. HARLAMOV gde H^k – k-Ø iteraciØ Ødra H ≡ H^1, H^∞ – nekotoraØ veroØtnostnaØ mera na X, dlØ kotoroæ vypolnØetsØ uslovie stacionarnosti:

H^∞(A) = ∫ X^{H(A | x1) H∞(dx1) (A ∈ B(X)).} Pust~ U (A × S | x) = ∞∑ n=1 F^n(A × S | x). Oboznaqim Q^n(A | x) = F^n(A × X| x) (n ≥ 1, A ∈ B(R_+)) i Q ≡ Q^1. Pust~ q_n(t | x) (t ≥ 0) – plotnost~ absol¸tno nepreryvnoæ sostavlØ¸weæ mery Q^n(· | x). Semeæstvo raspredeleniæ (Q^n(· | x)) (x ∈ X) nazyvaetsØ nesingulØrnym otnositel~no mery ℓ na X, esli ∫ X ∞∫ 0 q_n(t | x) dt ℓ(dx) > 0.

Oboznaqim M =

∫X^{∫ ∞}0 t Q(dt | x) H^∞(dx). DlØ stupenqatogo polu-

markovskogo processa spravedliva sledu¸waØ teorema.

Teorema 2. Pust~ vloßennaØ markovskaØ cep~ dannogo polumar-

kovskogo processa ØvlØetsØ ffrgodiqeskoæ so stacionarnym vero- Øtnostnym raspredeleniem H^∞. Pust~ spravedlivo uslovie 0 < M < ∞ i k tomu ße suwestvuet n ≥ 1 takoe, qto semeæstvo raspredeleniæ (Q^n(· | x)) nesingulØrno otnositel~no mery H^∞. Pust~ dlØ izmerimoæ vewestvennoæ funkcii ψ, zadannoæ na R_+ × X, vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ:

1. H^∞_∗ {x ∈ X: sup_{t≥0} ∫ X t∫ 0 ψ(t − s, y) U (ds × dy | x) < ∞} > 0, gde H^∞_∗ – vnutrennØØ mera mery H^∞, 2. lim_{t→∞} ψ(t, x) = 0 poqti dlØ vseh x otnositel~no H^∞, 3. ∫ X ∞∫ 0 ψ(t, x) dt H^∞(dx) < ∞, 4. semeæstvo B(X)-izmerimyh funkciæ (ψ(t, ·)) (t ≥ 0) imeet

USLOVI˚ �RGODIQNOSTI 291

H^∞-integriruemu¸ maßorantu. Togda spravedlivo

lim_{t→∞} ∫ X t∫ 0 ψ(t − s, y) U (ds × dy | x) =

1 M ∫ X ∞∫ 0 ψ(t, y) dt H^∞(dy). (1) Dokazatel~stvo sm. Xurenkov [10, s. 127].

VernemsØ k rassmotreni¸ polumarkovskogo processa obwego vida. Soglasno rezul~tatam Xurenkova [10] dlØ dokazatel~- stva ffrgodiqnosti processa dostatoqno obnarußit~ vloßennyæ v nego podhodØwiæ markovskiæ process vosstanovleniØ (“markovskoe vmexatel~stvo sluqaØ”). Pust~ τ ≡ τ_1 – moment regeneracii polumarkovskogo semeæstva veroØtnostnyh mer. Togda l¸boæ iz posledovatel~nosti iterirovannyh momentov ostanovki (τ_n) (τ_{n+1} = τ_n ˙+τ, n ≥ 1) takße ØvlØetsØ momentom regeneracii. DlØ primeneniØ teoremy Xurenkova neobhodimo potrebovat~ ot fftoæ posledovatel~nosti, qtoby pri l¸bom x P_x – poqti navernoe τ_n < ∞ i τ_n → ∞. Tak budet, naprimer, esli τ = σ_A ˙+σ_B , gde A i B – dva otkrytyh podmnoßestva mnoßestva

Xtakih, qto X\ A ⊂ B. Zametim, qto al~terniru¸waØ posledo-

vatel~nost~ mnoßestv (A, B, A, B, . . . ) ØvlØetsØ qastnym sluqaem vyvodØweæ posledovatel~nosti. Takim obrazom, esli vse τ_n koneqny, to posledovatel~nost~ par (τ_n, π_{τn} ) (n ≥ 0, τ_0 = 0) – obrazuet markovskiæ process vosstanovleniØ. Predpoloßim, qto polumarkovskaØ perehodnaØ funkciØ F_τ (A×S | x) ≡ P_x(τ ∈ A, π_τ ∈ S) i ee proizvodnye Ødra F_{τn} ≡ F^n_τ , H_{τn} ≡ H^n_τ , Q_{τn} udovletvorØ¸t usloviØm teoremy 2 s predel~nym raspredeleniem H^∞_τ i srednim znaqeniem dliny intervala meßdu sosednimi momentami regeneracii

M_τ = ∫ X ∞∫ 0 t Q_τ (dt | x) H^∞_τ (dx). Rassmotrim trehmernoe raspredelenie G_t(· | x). Imeem

G_t(S × A_1 × A_2 | x) =

292 B. P. HARLAMOV = ∞∑ k=0 P_x(π_t ∈ S, R^−_t ∈ A_1, R^+_t ∈ A_2, τ_k ≤ t < τ_{k+1}) =

= ∞∑ k=0 t∫ 0 P_x(τ_k ∈ ds, π_t ∈ S, R^−_t ∈ A_1, R^+_t ∈ A_2, t < s + τ ∘ θ_{τk} ) =

= ∞∑ k=0 t∫ 0 P_x(τ_k ∈ ds, π_{t−s} ∘ θ_{τk} ∈ S, R^−_{t−s} ∘ θ_{τk} ∈ A_1, R^+_{t−s} ∘ θ_{τk} ∈ A_2, t − s < τ ∘ θ_{τk} ) = = ∞∑ k=0 t∫ 0 P_x(P_{π(τk)}(π_{t−s} ∈ S, R^−_t ∈ A_1, R^+_t ∈ A_2, t − s < τ ); τ_k ∈ ds) =

= ∫ X t∫ 0 P_y(π_{t−s} ∈ S, R^−_{t−s} ∈ A_1, R^+_{t−s} ∈ A_2, t − s < τ ) U (ds × dy | x). Rassmotrim podyntegral~nu¸ funkci¸

ψ_τ (t, y) = P_y(π_t ∈ S, R^−_t ∈ A_1, R^+_t ∈ A_2, t < τ )

i proverim vypolnenie dlØ nee usloviæ teoremy 2. �to ograniqennaØ funkciØ, stremØwaØsØ k nul¸ pri t → ∞. Tak kak ψ_τ (t, y) ≤ P_y(t < τ ), to integral, vhodØwiæ v uslovie 1, ne bol~xe edinicy, a integral ot ψ po t ne bol~xe m_τ (y) ≡ P_y(τ ) i pofftomu H^∞_τ - poqti vs¸du koneqen. Sledovatel~no, suwestvuet predel veroØtnosti G_t(S × A_1 × A_2 | x) pri t → ∞ i fftot predel raven

G_∞(S × A_1 × A_2) = 1 M_τ ∫ X ∞∫ 0 ψ_τ (t, x) dt H^∞_τ (dx). BlißaæxaØ naxa cel~ – vyrazit~ integral ∫_∞ 0 ψ_τ (t, x) dt v terminah razloßeniØ Levi perehodnoæ proizvodØweæ funkcii polumarkovskogo processa. Oboznaqim F^∘ – σ-algebra podmnoßestv mnoßestva D, poroßdennaØ razbieniem fftogo mnoßestva na klassy ffkvivalentnosti funkciæ, otliqa¸wihsØ drug ot druga tol~ko zamenoæ vremeni (my govorim, qto funkcii takogo klassa ime¸t odnu i tu ße posledovatel~nost~ sostoØniæ, ili sled).

USLOVI˚ �RGODIQNOSTI 293 Izvestno (sm. [8]), qto dlØ l¸bogo λ > 0 i ograniqennoæ funkcii φ spravedlivo predstavlenie perehodnoæ proizvodØweæ funkcii f_τ :

f_τ (λ, φ | x) ≡ P_x(exp(−λτ ) φ(π_τ )) = P_x(exp(−b(λ, τ )) φ(π_τ )),

gde b(λ, τ ) – F^∘ – izmerimyæ additivnyæ funkcional vida b(λ, τ ) = λ a_τ + ∞∫ 0+ (1 − e^{−λu}) n_τ (du) + B(λ, τ ), gde a_τ – F^∘ - izmerimyæ netricatel~nyæ additivnyæ funkcional; n_τ (B) (B ∈ B(R_+)) – F^∘ - izmerimyæ additivnyæ funkcional, ØvlØ¸wiæsØ meroæ po argumentu B (mera Levi). Mera n_τ ØvlØetsØ intensivnost~¸ puassonovskogo polØ P_τ na posledovatel~nosti sostoØniæ, opredelØ¸wego poloßeniØ i dliny “puassonovskih” intervalov postoØnstva. Additivnyæ funkcional B(λ, τ ) opredelØetsØ “uslovno fiksirovannymi” intervalami postoØnstva i pri zadannoæ mere P_x imeet vid B(λ, τ ) = − ∑ τ_i <τ log P_x(e^{−λ σ0} ∘ θ_{τi} | F^∘),

gde (τ_i ˙+σ_0) – koneqnyæ ili sqetnyæ nabor F^∘ – izmerimyh momentov ostanovki otnositel~no rasxirennogo potoka sigmaalgebr, σ_0 – moment pervogo vyhoda iz naqal~noæ toqki. V naibolee prostom sluqae, kotoryæ my rassmatrivaem v kaqestve primera v konce stat~i, sami τ_i ØvlØ¸tsØ momentami ostanovki, a imenno, momentami dostißeniØ nekotoryh toqek prostranstva sostoØniæ. Vremena prebyvaniØ v fftih toqkah σ_0 ∘ θ_{τi} – nezavisimye sluqaænye veliqiny, raspredeleniØ kotoryh zavisØt ot

i ∈ N._{Iz predyduwego razloßeniØ proizvodØweæ funkcii vyte-}

kaet predstavlenie Levi dlØ momenta ostanovki τ (sm. [2])

τ = a_τ + ∞∫ 0+ u P_τ (du) + ∑ τ_i<τ σ_0 ∘ θ_{τi} . (3)

Dalee vezde krome zakl¸qitel~nogo primera my budem predpolagat~, qto uslovno fiksirovannye intervaly postoØnstva otsutstvu¸t.

294 B. P. HARLAMOV Rassmotrim integral

G_∞(φ; A_1 × A_2) ≡ ∫ X^{φ(x) G∞(dx × A1 × A2),} gde φ – nepreryvnaØ ograniqennaØ vewestvennaØ funkciØ na X. DlØ fftogo integrala spravedlivo predstavlenie

G_∞(φ; A_1 × A_2) = 1 M_τ ∫ X ∞∫ 0 ~ψ_τ (t, x) dt H^∞_τ (dx),

gde ~ψ_τ (t, x) = P_x(φ(π_t); R^−_t ∈ A_1, R^+_t ∈ A_2, t < τ ). Imeem ∞∫ 0 ~ψ_τ (t, x) dt = P_x (^τ∫ 0 φ(π_t) I_{A1} (R^−_t ) I_{A2} (R^+_t ) dt ) . ZavisØwiæ ot traektorii interval [0, τ ) my razbivaem na koneqnoe qislo N_d qasteæ momentami ostanovki τ_k tak, qtoby na kaßdom iz fftih intervalov traektoriØ ne vyhodila iz nekotorogo otkrytogo mnoßestva malogo diametra d, svoego dlØ kaßdogo intervala. Togda i funkciØ φ(π_t) takße malo menØetsØ na fftom intervale. Takim obrazom, predyduwaØ veliqina moßet byt~ naædena kak predel summ P_x (^Nd∑ k=1 φ(π_{τ k}�_1 ) τ_k∫

τ_k�1

I_{A1} (R^−_t ) I_{A2} (R^+_t ) dt ) . Pol~zuØs~ predstavleniem Levi (3) dlØ momentov τ_k, my moßem zapisat~ integraly v drugom vide, po kraæneæ mere, dlØ dvuh qastnyh sluqaev. Esli A_1 = A_2 = {0}, to

τ_k+1∫

τ_k I_{A1} (R^−_t ) I_{A2} (R^+_t ) dt = a_{τ k+1} − a_{τ k} .

Esli A_1 = (r, ∞) i A_2 = (s, ∞), to

τ_k+1∫

τ_k I_{A1} (R^−_t ) I_{A2} (R^+_t ) dt = ∞∫ s+r (u − s − r) P_{[τ k,τ k+1)}(du),

USLOVI˚ �RGODIQNOSTI 295 gde P_{[τ k,τ k+1)}(du) = P_{τ k+1} (du) − P_{τ k} (du). Pol~zuØs~ polumarkovskim svoæstvom processa, moßno zamenit~ puassonovsku¸ meru na ee meru intensivnosti. V rezul~tate my moßem zapisat~ sum-

mu v vide P_x(^{Nd} ∑ k=1 φ(π_{τ k}�_1 ) c_{[τ k,τ k+1)}), gde c_{[τ k ,τ k+1)} = c_{τ k+1} − c_{τ k} i

c_τ = { a_τ , A_1 = A_2 = {0}, ∫_∞ r+s(u − r − s) n_τ (du), A_1 = (r, ∞), A_2 = (s, ∞). PerehodØ k predelu pri d → 0, my poluqaem predstavlenie podyntegral~nogo vyraßeniØ v vide levogo krivolineænogo integrala po F^∘-izmerimomu additivnomu funkcionalu c_τ (sm. [9]): ∞∫ 0 ~ψ_τ (t, x) dt = P_x((ℓ) τ∫ 0 φ(π_{τ1} ) dc_{τ1} ).

Bolee prostoæ vid ffto predstavlenie prinimaet, esli sami additivnye funkcionaly a_τ i n_τ (B) predstavimy v vide krivolineænyh integralov po odnomu i tomu ße additivnomu funkcionalu. Netrudno dokazat~, qto funkciØ

A_λI(x) ≡ lim_{Δ↓x} P_x(exp(−λ σ_Δ) − 1)/P_x(σ_Δ)

(lambda-harakteristiqeskiæ operator ot edinicy) moßet byt~ predstavlena v forme Levi −A_λI(x) = λα(x) + ∞∫ 0+ (1 − e^{−λ u}) ν(du | x), gde α(x) – nekotoraØ neotricatel~naØ funkciØ i ν(du | x) – nekotoroe semeæstvo mer, zavisØwih ot x ∈ X. Netrudno privesti dostatoqnye usloviØ, pri kotoryh dlØ funkcii A_λInepreryvnoæ v nekotoroæ okrestnosti toqki x imeet mesto predstavlenie b(λ, τ ) = (ℓ) τ∫ 0 (−A_λI∘ π_{τ1} ) dμ_{τ1} , (4)

gde μ – additivnyæ funkcional: μ_τ = a_τ + ∫_∞ 0 u n_τ (du). V dal~- neæxem my predpoloßim, qto ffto predstavlenie spravedlivo i,

296 B. P. HARLAMOV takim obrazom, b(λ, τ ) = (ℓ) τ∫ 0 (λα(π_{τ1} ) + ∞∫ 0+ (1 − e^{−λ u}) ν(du | π_{τ1})) dμ_{τ1} . (5)

V fftom sluqae

G_∞(φ; A_1 × A_2) = 1 M_τ ∫ X^{Px((ℓ)} τ∫ 0 φ(π_{τ1} ) γ(π_{τ1} ) dμ_{τ1} ) H^∞_τ (dx), (6)

gde γ(x) = { α(x), A_1 = A_2 = {0}, ∫_∞ r+s(u − r − s) ν(du | x), A_1 = (r, ∞), A_2 = (s, ∞). Takim obrazom, trehmernoe stacionarnoe raspredelenie polumarkovskogo processa vyraßaetsØ qerez odnomernoe:

G_∞(φ; A_1 × A_2) = G_∞(φ γ; R_+ × R_+).

My poluqili stacionarnoe raspredelenie, harakterizu¸- wee (vmeste s naborom veroØtnostnyh mer (P_x)) stacionarnu¸ meru P^∞ polumarkovskogo processa. Qtoby pridat~ fftomu raspredeleni¸ bolee zakonqennyæ vid i osvobodit~sØ ot formal~- noæ zavisimosti ot vybora τ , my postroim markovskiæ process, otliqa¸wiæsØ ot dannogo processa tol~ko zamenoæ vremeni (associirovannyæ markovskiæ process) i vyrazim trehmernoe stacionarnoe raspredelenie polumarkovskogo processa qerez odnomernoe stacionarnoe raspredelenie markovskogo processa.

4. Associirovannyæ markovskiæ process

Naxa oqerednaØ zadaqa sostoit v postroenii markovskogo processa s tem ße sluqaænym sledom, qto i u ishodnogo polumarkovskogo processa. Inymi slovami, mery ishodnogo polumarkovskogo processa i postroennogo markovskogo processa dolßny sovpadat~ na sigma-algebre F^∘. DlØ fftogo, oqevidno, dostatoqno v ishodnom processe izmenit~ raspredelenie hoda vremeni otnositel~no sleda, ne menØØ samogo sleda. Rassmotrim semeæstvo Øder, zavisØwih ot parametra λ > 0, vida f_G(λ, S | x) ≡ P_x(exp(−b(λ, τ )), π_τ ∈ S) (G ∈ A, S ∈ B(X), x ∈ X),

USLOVI˚ �RGODIQNOSTI 297 gde τ = σ_G, b(λ, τ ) imeet vid λA_τ , A_τ – nekotoryæ neotricatel~- nyæ F^∘ – izmerimyæ additivnyæ funkcional. Polumarkovskiæ process s takim parametrom razloßeniØ Levi, esli on suwestvuet, ne soderßit intervalov postoØnstva (ego mera Levi ravna nul¸). Primerom takogo additivnogo funkcionala slußit

μ_τ = a_τ + ∞∫ 0+ u n_τ (du). My poluqim polumarkovskiæ process s fftim additivnym funkcionalom v kaqestve predela polumarkovskih processov s additivnymi funkcionalami vida b(λ_k, τ )/λ_k, (λ_k > 0, λ_k → 0). Takim obrazom, prinimaem b^{(k)}(λ, τ ) = λ b(λ_k, τ )/λ_k. (7) Predloßenie 1. Semeæstvo Øder f^{(k)}_G (λ, S | x) s parametrom (7)

ØvlØetsØ semeæstvom perehodnyh proizvodØwih funkciæ nekotorogo polumarkovskogo processa.

Dokazatel~stvo. Oqevidno, Ødro f^{(k)}_G (λ, S | x) s parametrom (7)

ØvlØetsØ preobrazovaniem Laplasa nekotorogo polumarkovskogo Ødra F^{(k)}_G (dt × S | x). DlØ dokazatel~stva predloßeniØ dostatoqno proverit~, qto semeæstvo Øder (F^{(k)}_G ) udovletvorØet uslovi- Øm teoremy 1. Pokaßem, qto sistema Øder (f^{(k)}_G ) udovletvorØet uravneni¸ Markova dlØ perehodnyh proizvodØwih funkciæ. Deæstvitel~no, dlØ G ⊂ G_1 i τ_1 = σ_{G1} imeem

f^{(k)}_{G1} (λ, φ | x) = P_x(exp(−λ b(λ_k , τ ˙+τ_1)/λ_k) (φ ∘ π_{τ ˙+τ1} )) =

= P_x(exp(−λ (b(λ_k, τ ) + b(λ_k, τ_1) ∘ θ_τ )/λ_k) (φ ∘ π_{τ ˙+τ1} )) =

= P_x(P_{πτ} (exp(−λ b(λ_k, τ_1)/λ_k) (φ ∘ π_{τ1} )) exp(−λ b(λ_k, τ )/λ_k)) = = ∫ X^{f (k)G1 (λ, φ | x1) f (k)G (λ, dx1 | x).} Ots¸da sleduet spravedlivost~ usloviØ 1. Sledovatel~no dlØ l¸bogo x ∈ Xopredeleno proektivnoe semeæstvo mer na podalgebrah sigma-algebry F (sm. [4]). Uslovie 2 ffkvivalentno uslovi¸

298 B. P. HARLAMOV f^{(k)}_{τn} (λ, X| x) → 0 pri n → ∞, gde τ_n = σ^n_δ , δ – vyvodØwaØ posledovatel~nost~ otkrytyh mnoßestv, λ > 0, x ∈ X. Iz svoæstva vyvodØweæ posledovatel~nosti sleduet, qto (∀x ∈ X) (∀λ > 0) P_x-poqti navernoe exp(−b(λ, τ_n)) → 0 (n → ∞). Sledovatel~no, P_x-poqti navernoe stremitsØ k beskoneqnosti hotØ by odna iz treh komponent: a_{τn} ,

∫_1 0+ u n_{τn} du, ∫_∞ 1 n_{τn} du. Ots¸da sleduet, qto funkciØ b^{(k)}(λ, τ_n) P_x-poqti navernoe stremitsØ k beskoneqnosti: b^{(k)}(λ, τ_n) ≥ λa_{τn} + λ λ_k (1 − e^{−λk} ) (^1∫ 0+ u n_{τn} (du) + ∞∫ 1 n_{τn} (du) ) , t.e. uslovie 2 vypolnØetsØ. Uslovie 3 ffkvivalentno uslovi¸: (∀G ∈ A_1) (∀λ > 0) (∀x ∈ G) ∫ X^{f (k)G (λ, X| x1) fG�r (0, dx1 | x) → 1 (r → 0),} gde A1 ⊂ A – nekotoroe dostatoqno bogatoe semeæstvo otkrytyh

mnoßestv. My imeem 1 − ∫ X^{f (k)G (λ, X| x1) fG�r (0, dx1 | x) =} = ∫ X^{(1 − f (k)G (λ, X| x1)) fG�r (0, dx1 | x) =} = ∫ X^{Px1 (1 − exp(−b(k)(λ, σG)) fG�r (0, dx1 | x).} Pri λ < λ_k, ispol~zuØ neravenstvo (1 − exp(−λu))/λ > (1 − exp(−λ_ku))/λ_k, poluqaem b^{(k)}(λ, σ_G) ≤ b(λ, σ_G), otkuda sleduet vypolnenie trebuemogo svoæstva. Pri λ > λ_k ispol~zuem neravenstvo 1 − exp(−λ u/λ_k) ≤ λ (1 − exp(−u))/λ_k i takße poluqaem trebuemoe svoæstvo, tak kak ono vypolnØetsØ dlØ ishodnogo processa dlØ dostatoqno bogatogo klassa otkrytyh mnoßestv. Sledovatel~no, postroennoe proektivnoe semeæstvo mer dlØ l¸bogo x ∈ XprodolßaetsØ do veroØtnostnoæ mery

USLOVI˚ �RGODIQNOSTI 299

P^{(k)}_x na (D, F), i semeæstvo fftih mer ØvlØetsØ polumarkovskim. � Rassmotrim semeæstvo polumarkovskih perehodnyh proizvodØwih funkciæ f_G(λ, S | x) ≡ P_x(exp(−λμ_τ ); π_τ ∈ S) (G ∈ A, S ∈ B(X), x ∈ X). Predloßenie 2. Semeæstvo Øder f_G(λ, S | x) ØvlØetsØ semeæ-

stvom perehodnyh proizvodØwih funkciæ nekotorogo polumarkovskogo processa.

Dokazatel~stvo. �to semeæstvo proizvodØwih funkciæ dlØ l¸-

bogo x ∈ XopredelØet proektivnoe semeæstvo veroØtnostnyh mer (P_x ∘ (β_σ0_r , . . . , β_σn_r )^{−1}) (r > 0, n ≥ 1), gde

β_τ (ξ) = { ∞, τ (ξ) = ∞, (τ (ξ), π_τ (ξ)), τ (ξ) < ∞. Tak kak pri k → ∞ P_x – poqti navernoe b^{(k)}(λ, τ ) → λ μ_τ , to raspredelenie f^{(k)}_G (λ, · | x) slabo shoditsØ k f_G(λ, · | x) i, sledovatel~no, posledovatel~nost~ raspredeleniæ (P^{(k)}x ∘(β_σ0_r , . . . , β_σn_r )^{−1}) slabo shoditsØ k (P_x ∘ (β_σ0_r , . . . , β_σn_r )^{−1}). Na osnovanii lemm 19 i 20 iz raboty [5] iz fftoæ shodimosti sleduet, vo-pervyh, slabaØ kompaktnost~ semeæstva raspredeleniæ (P^{(k)}x ), vo-vtoryh, slabaØ shodimost~ fftoæ posledovatel~nosti k predelu P_x (proektivnyæ predel semeæstva raspredeleniæ (P_x ∘ (β_σ0_r , . . . , β_σn_r )^{−1})), kotoryæ ØvlØetsØ veroØtnostnoæ meroæ na D, a semeæstvo fftih mer soglasovano kak semeæstvo raspredeleniæ polumarkovskogo processa. � Po naxemu postroeni¸ poluqennoe polumarkovskoe semeæstvo mer opredelØet process bez intervalov postoØnstva. Naxa gipoteza sostoit v tom, qto takoæ process ØvlØetsØ markovskim bez kakih-libo dopolnitel~nyh usloviæ. V nastoØwee vremØ dokazatel~stvo fftoæ gipotezy nam ne izvestno. Qtoby dokazat~ markovost~ postroennogo processa, my ispol~zuem nekotoroe predpoloßenie o regulØrnosti ishodnogo processa.

Teorema 3. Pust~ dlØ l¸bogo λ > 0, G ∈ A i ograniqennoæ nepre-

ryvnoæ funkcii φ na XperehodnaØ proizvodØwaØ funkciØ f_G(λ, φ | ·)

300 B. P. HARLAMOV

nepreryvna. Togda preobrazovannye polumarkovskie processy, postroennye v predloßeniØh 1 i 2, ØvlØ¸tsØ markovskimi processami.

Dokazatel~stvo. Iz usloviæ teoremy sleduet, qto (Px) – sla-

bo nepreryvnoe semeæstvo (sm. [6]). Dokaßem, qto takovym ße ØvlØetsØ i polumarkovskoe semeæstvo mer (P_x) (to ße dokazatel~stvo spravedlivo dlØ semeæstva (P_{(k)})). Iz predstavleniØ Levi dlØ momenta pervogo vyhoda preobrazovannogo processa iz mnoßestva G spravedlivo, qto P_x - poqti navernoe fftot moment raven μ_{σG} . S drugoæ storony, takße po formule Levi, σ_G = a_{σG} + ∫_∞ 0+ u P(du, σ_G). V fftom vyraßenii dva poslednih slagaemyh monotonno zavisØt ot G. V qastnosti, pri zamene G na G^{−r} (G^{+r} ) oba oni vozrasta¸t (ubyva¸t) pri r ↓ 0. Tot ße vyvod spravedliv otnositel~no intensivnosti mery Puassona, t.e. mery Levi n(du, σ_G), a takße additivnogo funkcionala b(λ, σ_G). Sledovatel~no, P_x(Π(G)) = 1 dlØ teh ße G, dlØ kotoryh P_x(Π(G)) = 1, gde Π(G) – mnoßestvo traektoriæ ξ, pravil~no vyhodØwih iz G (sm. [6]). To ße otnositsØ k l¸boæ koneqnoæ posledovatel~nosti otkrytyh mnoßestv G_i i mnoßestvu funkciæ, pravil~no vyhodØwih iz fftih mnoßestv. My poluqili, qto semeæstvo funkciæ vida n∏ i=1 exp(−λμ_{τi} )φ_i(π_{τi} ) (τ_i = σ_{G1,...,Gi} , φ_i ∈ C_0(X)) nepreryvno na mnoßestve polnoæ mery. I sledovatel~no, integral ot fftoæ funkcii po mere P_x nepreryven kak funkciØ ot x. Ots¸da sleduet slabaØ nepreryvnost~ semeæstva (P_x). Dalee dlØ vyvodØweæ posledovatel~nosti δ i t > 0 opredelim moment ostanovki τ^t_δ :

τ^t_δ (ξ) = σ^k_δ (ξ) ⇔ σ^{k−1}_δ (ξ) < t ≤ σ^k_δ (ξ),

kotoryæ ØvlØetsØ momentom regeneracii dlØ polumarkovskogo semeæstva (P_x). Krome togo, posledovatel~nost~ takih momentov ostanovki, postroennyh dlØ δ s ubyva¸wimi rangami, kogda rank δ → 0, P_x-poqti navernoe shoditsØ k t. Ots¸da sleduet, qto fiksirovannyæ moment t ∈ R_+ ØvlØetsØ momentom regeneracii semeæstva (P_x), t.e. ffto semeæstvo ØvlØetsØ markovskim. �

USLOVI˚ �RGODIQNOSTI 301 Iz vozmoßnosti postroeniØ associirovannogo markovskogo processa, dlØ kotorogo l¸boæ vnutrenniæ moment ostanovki τ sovpadaet s μ_τ – uslovnym matematiqeskim oßidaniem τ otnositel~no sleda v ishodnom polumarkovskom processe, – vyteka¸t interesnye sledstviØ dlØ raspredeleniØ veliqiny μ_τ . Izvestno, qto dlØ markovskogo processa otnoxenie P_x((σ_G)^2)/P_x(σ_G) stremitsØ k nul¸ pri G ↓ x. DlØ polumarkovskogo processa, ne ØvlØ¸wegosØ markovskim, ffto ne tak (moßno dokazat~ tol~ko ograniqennost~ fftogo otnoxeniØ). Odnako, dlØ polumarkovskogo processa spravedlivo stremlenie k nul¸ otnoxeniØ P_x((μ_{σG} )^2)/P_x(μ_{σG} ), tak kak dlØ associirovannogo markovskogo processa μ_{σG} = σ_G. Ots¸da, v qastnosti, sleduet spravedlivost~ predstavleniØ (4).

Oqevidno, esli odnomernye stacionarnye raspredeleniØ takogo associirovannogo markovskogo processa i ishodnogo polumarkovskogo processa suwestvu¸t, to oni sovpada¸t.

5. Markovskoe predstavlenie stacionarnogo raspredeleniØ

Rassmotrim ishodnoe polumarkovskoe semeæstvo mer (P_x) i markovskie semeæstva mer (P^{(k)}x ) i (P_x), postroennye v predyduwem razdele. Matematiqeskie oßidaniØ momenta ostanovki τ otnositel~no fftih mer moßno naæti putem differencirovaniØ sootvetstvu¸wih preobrazovaniæ Laplasa po parametru λ pri λ = 0. Ots¸da

m_τ (x) = P_x(a_τ + ∞∫ 0+ u n_τ (du)),

m^{(k)}_τ (x) = P_x(a_τ + 1 λ_k ∞∫ 0+ (1 − e^{λku}) n_τ (du)), m_τ (x) = P_x(μ_τ ) = m_τ (x).

Oboznaqim μ^{(k)}τ = P^{(k)}x (τ | F^∘) i μ_τ = P_x(τ | F^∘). Ots¸da

μ^{(k)}_τ = a_τ + 1 λ_k ∞∫ 0+ (1 − e^{λku}) n_τ (du), μ_τ = μ_τ .

302 B. P. HARLAMOV Po predpoloßeni¸ additivnyæ funkcional μ^{(k)}τ moßno zapisat~ v vide levogo krivolineænogo integrala:

μ^{(k)}_τ = (ℓ) τ∫ 0 (α(π_{τ1} ) + 1 λ_k ∞∫ 0+ (1 − e^{−λku}) ν(du | π_{τ1})) dμ_{τ1} . Po proizvol~nosti τ zakl¸qaem, qto spravedlivo sledu¸wee pravilo zameny additivnogo funkcionala:

dμ^{(k)}_{τ1} = (α(π_{τ1} ) + 1 λ_k ∞∫ 0+ (1 − e^{−λku}) ν(du | π_{τ1})) dμ_{τ1} ,

dμ_{τ1} = (α(π_{τ1} ) + 1 λ_k ∞∫ 0+ (1 − e^{−λku}) ν(du | π_{τ1}))^{−1} dμ^{(k)}_{τ1} . Sledovatel~no, poluqennoe vyxe stacionarnoe trehmernoe raspredelenie polumarkovskogo processa (6) moßno predstavit~ v dvuh vidah. Vo-pervyh, ffto

G_∞(φ; A_1 × A_2) = = 1 M_τ ∫ X^{Px((ℓ)} τ∫ 0 φ(π_{τ1} ) γ(π_{τ1} ) β^{(k)}(π_{τ1} ) dμ^{(k)}_{τ1} ) H^∞_τ (dx),

gde β^{(k)}(x) = (α(x) +^1_{λk} ∫_∞ 0+(1 − e^{−λku}) ν(du | x))^{−1}. I vo-vtoryh,

G_∞(φ; A_1 × A_2) = 1 M_τ ∫ X^{Px((ℓ)} τ∫ 0 φ(π_{τ1} ) γ(π_{τ1} ) μ_{τ1} ) H^∞_τ (dx).

Tak kak krivolineænyæ integral F^∘ – izmerim, a P_x, P^{(k)}x i P_x sovpada¸t na F^∘, to, perehodØ ot krivolineænogo integrala k obyknovennomu, vnutrennie integraly v fftih predstavleniØh moßno predstavit~ kak

P^{(k)}_x ( τ∫ 0 φ(π_t) γ(π_t) β^{(k)}(π_t) dt), P_x( τ∫ 0 φ(π_t) γ(π_t) dt) sootvetstvenno.

USLOVI˚ �RGODIQNOSTI 303 Predpoloßim, qto semeæstva mer (P^{(k)}x ) i (P_x) i funkcii ψ^{(k)}(t, x)^{(k)} ≡ P^{(k)}_x (φ(π_t) γ(π_t) β^{(k)}(π_t)) i ψ(t, x) ≡ P_x(φ(π_t) γ(π_t)) udovletvorØ¸t usloviØm teoremy 2 pri tom ße samom momente ostanovki τ . �ti predpoloßeniØ, oqevidno, zatragiva¸t tol~- ko hod vremeni otnositel~no sleda, a sam sled ostaetsØ neizmennym. V qastnosti, fftim markovskim processam sootvetstvuet odna i ta ße vloßennaØ markovskaØ cep~ so stacionarnym raspredeleniem H^∞_τ . Togda suwestvu¸t odnomernye stacionarnye raspredeleniØ G^{(k)}∞ i G_∞ postroennyh markovskih processov i integraly po nim ime¸t vid

G^{(k)}_∞ (φ γ β^{(k)}) = 1 M^{(k)}_τ ∫ X^{P (k)x (} τ∫ 0 φ(π_t) γ(π_t) β^{(k)}(π_t) dt) H^∞_τ (dx),

G_∞(φ γ) = 1 M_τ ∫ X^{P x(} τ∫ 0 φ(π_t) γ(π_t) dt) H^∞_τ (dx) sootvetstvenno, gde

M^{(k)}_τ = ∫ X^{m(k)τ (x) H∞τ (dx),} M_τ = ∫ X^{mτ (x) H∞τ (dx) = Mτ .} Ots¸da sledu¸t interesu¸wie nas markovskie predstavleniØ stacionarnogo raspredeleniØ polumarkovskogo processa

G_∞(φ; A_1 × A_2) =

M^{(k)}τ M_τ G^{(k)}_∞ (φ γ β^{(k)}),

G_∞(φ; A_1 × A_2) = G_∞(φ γ).

V dannom sluqae nam net nußdy delat~ stol~ sil~nye predpoloßeniØ o markovskih semeæstvah mer, kak v teoreme 2. My dokaßem, qto raspredeleniØ G^{(k)}∞ i G_∞ uße ØvlØ¸tsØ stacionarnymi raspredeleniØmi postroennyh markovskih processov.

304 B. P. HARLAMOV

Lemma 1. DlØ l¸bogo polumarkovskogo semeæstva (Px) so staci-

onarnym raspredeleniem H^∞_τ vloßennoæ markovskoæ cepi, sootvetstvu¸weæ momentu regeneracii τ , dlØ l¸bogo n ≥ 1 i izmerimoæ funkcii φ spravedlivo ∫ X ∞∫ 0 P_x(φ(π_t); t < τ_n) dt H^∞_τ (dx) =

= n ∫ X ∞∫ 0 P_x(φ(π_t); t < τ ) dt H^∞_τ (dx), v qastnosti M_{τn} ≡ ∫XPx(τn) H^∞τ (dx) = n Mτ . Dokazatel~stvo. Imeem_{∞∫} 0 P_x(φ(π_t); t < τ_{n+1}) dt =

= ∞∫ 0 P_x(φ(π_t); t < τ_n) dt + ∞∫ 0 P_x(φ(π_t); τ_n ≤ t < τ_{n+1}) dt. Vtoroæ integral raven ∞∫ 0 t∫ 0 P_x(φ(π_t); τ_n ∈ dt_1, t < t_1 + τ ∘ θ_{τn} ) dt.

PredstavlØØ pod znakom integrala π_t = π_{t−t1} ∘ θ_{τn} i pol~zuØs~ usloviem regeneracii dlØ momenta ostanovki τ_k, poluqaem ∞∫ 0 t∫ 0 P_x(P_{π(τn )}(φ(π_{t−t1}); t − t_1 < τ ); τ_n ∈ dt_1) dt =

= ∞∫ 0 ∞∫ 0 P_x(P_{π(τn )}(φ(π_t); t < τ ); τ_n ∈ dt_1) dt =

= ∞∫ 0 P_x(P_{π(τn )}(φ(π_t); t < τ )) dt.

USLOVI˚ �RGODIQNOSTI 305 IntegriruØ oba integrala po x i pol~zuØs~ stacionarnost~¸ mery H^∞_τ , poluqaem ∫ X ∞∫ 0 P_x(φ(π_t); t < τ_{n+1}) dt H^∞_τ (dx) = ∫ X ∞∫ 0 P_x(φ(π_t); t < τ_n) dt H^∞_τ (dx)+

+ ∫ X ∞∫ 0 P_x(φ(π_t); t < τ ) dt H^∞_τ (dx). �

Sledu¸wee predloßenie, sformulirovannoe dlØ (P_x), spravedlivo dlØ l¸bogo markovskogo processa, poluqennogo iz dannogo polumarkovskogo s pomow~¸ zameny vremeni, v qastnosti, dlØ (P^{(k)}x ).

Predloßenie 3. Odnomernoe raspredelenie G∞ ØvlØetsØ staci-

onarnym raspredeleniem postroennogo markovskogo processa.

Dokazatel~stvo. DlØ l¸boæ izmerimoæ ograniqennoæ funkcii

φ i h > 0 spravedlivo ∫ X^{P x(φ(πh)) G∞(dx) =} = 1 M_τ ∫ X ∞∫ 0 P_x(P_{πt} (φ(π_h)); t < τ ) dt H^∞_τ (dx). Po lemme 1 pri l¸bom n ≥ 1 predyduwee vyraßenie moßno zapisat~ v vide 1 n M_τ ∫ X ∞∫ 0 P_x(P_{πt} (φ(π_h)); t < τ_n) dt H^∞_τ (dx). Po markovskomu svoæstvu vnutrenniæ integral raven ∞∫ 0 P_x(φ(π_{t+h}); t < τ_n) dt = ∞∫ 0 P_x(φ(π_{t+h}); t + h < τ_n) dt + ε_1 =

306 B. P. HARLAMOV = ∞∫ h P_x(φ(π_t); t < τ_n) dt + ε_1 = ∞∫ 0 P_x(φ(π_t); t < τ_n) dt + ε_1 − ε_2,

gde ε_1 = ∞∫ 0 P_x(φ(π_{t+h}); t < τ_n ≤ t + h) dt, ε_2 = ∫_h 0 P_x(φ(π_t); t < τ_n) dt.

Oqevidno ε_2 ≤ h sup | φ | . Dalee

ε_1 ≤ sup | φ | ∞∫ 0 P_x(t < τ_n ≤ t + h) dt =

= sup | φ | ( ∞∫ 0 P_x(t < τ_n) dt − ∞∫ h P_x(t < τ_n) dt) ≤ h sup | φ | . Ots¸da ∫ X^{P x(φ(πh)) G∞(dx) =} = 1 n M_τ ∫ X^( ∞∫ 0 P_x(φ(π_t); t < τ_n) dt + ε_1 − ε_2) H^∞_τ =

= G_∞(φ) + (ε_1 − ε_2)/(n M_τ ).

Tak kak n moßet byt~ vybrano skol~ ugodno bol~xim, to ravenstvo ∫ X^{P x(φ(πh)) G∞(dx) = G∞(φ)} dokazano, a vmeste s tem po proizvol~nosti h i φ dokazana stacionarnost~ mery G_∞. �

Primer 1. Rassmotrim monotonnyæ nepreryvnyæ polumarkov-

skiæ process pri X= R_+. Pust~ ζ_x – moment dostißeniØ urovnØ x. Process ξ(t) (t ∈ R_+) nazyvaetsØ obrawennym processom s nezavisimymi poloßitel~nymi priraweniØmi, esli ζ_x(ξ) (x ∈ R_+) – process s nezavisimymi poloßitel~nymi priraweniØmi. Process opredelen na poloßitel~noæ poluosi semeæstvom mer (P_x), zadannyh na prostranstve neubyva¸wih nepreryvnyh poloßitel~nyh funkciæ kantorovskogo tipa. DlØ fftogo processa interes predstavlØet stacionarnoe raspredelenie pary (R^−_t , R^+_t ).

USLOVI˚ �RGODIQNOSTI 307 My budem rassmatrivat~ takße drobnu¸ qast~ znaqeniØ processa v moment t. Faktiqeski pri fftom my perehodim ot monotonnogo processa k nemonotonnomu ffrgodiqeskomu processu ~ξ(t) ≡ ξ(t) mod 1 s prostranstvom sostoØniæ [0, 1) i semeæstvom mer ( ~P_x). Estestvennyæ vloßennyæ markovskiæ process vosstanovleniØ dlØ takogo processa poroßdaetsØ posledovatel~nost~¸ skaqkov iz edinicy v nul~: (τ_1, τ_2, . . .), gde τ ≡ τ_1 = σ_0 ˙+σ_{(0,1)} – pervoe dostißenie nulØ (esli naqal~naØ toqka ne nul~) ili pervoe vozvrawenie v nul~ (esli naqal~naØ toqka nul~) (zdes~ σ_0 – moment pervogo vyhoda iz naqal~nogo sostoØniØ). VloßennaØ “markovskaØ” cep~ sostoit v povtorenii odnogo i togo ße znaqeniØ nul~: H^∞_τ ({0}) = 1. Po formule Levi dlØ odnorodnogo processa s nezavisimymi poloßitel~nymi priraweniØmi imeem

P_y(exp(−λσ_{[0,x)})) =

= exp(−(x − y)(λ α + ∞∫ 0+ (1 − e^{−λ u}) ν(du))) (0 < y < x < 1), gde α ≥ 0 i ν(du) – mera na (0, ∞) (mera Levi). Pust~ G_t(S × A_1 × A_2 | y) = ~P_y(π_t ∈ S, R^−_t ∈ A_1, R^+_t ∈ A_2). Togda soglasno formule (6) poluqaem G_∞((0, x) × A_1 × A_2) = x γ M , gde M ≡ ~P_0(τ_1) = α + ∫_∞ 0+ u ν(du), γ = { α, A_1 = A_2 = {0}, ∫_∞ r+s(u − r − s) ν(du), A_1 = (r, ∞), A_2 = (s, ∞). Primer 2. Rassmotrim monotonnyæ nepreryvnyæ polumarkov-

skiæ process, predstavlØ¸wiæ soboæ obrawennyæ process s nezavisimymi poloßitel~nymi priraweniØmi ξ(t) (t ∈ R_+), v kotorom vse intervaly postoØnstva uslovno fiksirovany. DlØ takogo processa ζ_x = a_x + ∑ x_i<x t_i, gde a_x – neubyva¸waØ funkciØ ot x ∈ R_+, X ≡ (x_i) – posledovatel~nost~ toqek iz mnoßestva R_+, (t_i) – posledovatel~nost~ nezavisimyh poloßitel~nyh sluqaænyh veliqin. Raspredelenie

308 B. P. HARLAMOV

sluqaænoæ veliqiny t_i zavisit tol~ko ot x_i: P_0(t_i < t) = F_{xi} (t) (t > 0). Predpoloßim, qto a_x = α x (α > 0), mnoßestvo toqek X periodiqno s periodom 1 (pri l¸bom t ≥ 0 spravedlivo X ∩ [t + 1, ∞) = (X ∩ [t, ∞)) + 1), a takße semeæstvo funkciæ raspredeleniØ periodiqno s periodom 1 (F_{x+1} = F_x (x ≥ 0)). Budem rassmatrivat~ drobnu¸ qast~ znaqeniØ processa v moment t – ffrgodiqeskiæ process ~ξ(t) ≡ ξ(t) mod 1 s prostranstvom sostoØniæ [0, 1). Pri 0 < x < 1 stacionarnaØ veroØtnost~ G_∞((0, x)×A_1×A_2) fftogo processa ravna ω(x)/M , gde

M = α + ∑ x_i<1 ∞∫ 0 t dF_{xi} (t),

ω(x) = { α x, A_1 = A_2 = {0}, ∑ x_i<x ∫_∞ r+s(t − r − s) dF_{xi} (t), A_1 = (r, ∞), A_2 = (s, ∞). Literatura

1. I. I. Gihman, A. V. Skorohod, TeoriØ sluqaænyh processov. t.2, Nauka, M. (1973).

2. K. Ito, G. Makkin, Diffuzionnye processy i ih traektorii. Mir, M.

(1968).

3. V. S. Korol¸k, A. F. Turbin, Polumarkovskie processy i ih priloßeniØ. Naukova dumka, Kiev (1976).

4. B. P. Harlamov, Sluqaænye processy s polumarkovskimi potokami pervyh vhoßdeniæ. — Zap. nauqn. semin. LOMI 41 (1974), 139–164.

5. B. P. Harlamov, O shodimosti polumarkovskih blußdaniæ k nepreryvnomu polumarkovskomu processu. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. XXI, 3 (1976), 497–511.

6. B. P. Harlamov, Svoæstvo “pravil~nogo vyhoda” i odna predel~naØ teorema dlØ polumarkovskih processov. — Zap. nauqn. semin. LOMI 72 (1977), 186–201.

7. B. P. Harlamov, Predstavlenie polumarkovskogo processa v vide preobrazovannogo zamenoæ vremeni markovskogo processa. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. XXVIII, 4 (1983), 653–667.

8. B. P. Harlamov, Raspredelenie hoda vremeni otnositel~no posledovatel~nosti sostoØniæ v polumarkovskom processe. — Zap. nauqn. semin. LOMI 142 (1985), 167–173.

9. B. P. Harlamov, Sluqaænye krivolineænye integraly i ih primenenie.

— TeoriØ veroØtn. i ee primen. 35 (1990), 118–130, Harakteristiqeskiæ operator i krivolineænyæ integral dlØ polumarkovskogo processa — Zap. nauqn. semin. LOMI 177 (1989), 170–180.

10. V. M. Xurenkov, �rgodiqeskie processy Markova. Nauka, M. (1989).

USLOVI˚ �RGODIQNOSTI 309

11. B. P. Harlamov, Stationary distributions of continuous semi-Markov processes.

2nd Nordic-Russian Symposium in Stochastic Analysis. Beitostolen, Norway, July 28–August 6. Abstracts 1999, pp. 5–11.

Harlamov B. P. Ergodicity conditions and stationary distributions of a continuous semi-Markov process.

A semi-Markov process of a general type on a metric space is considered. The stationary distribution of the process is investigated. A Markov process associated to the semi-Markov one is constructed. The stationary distribution for values of the process at the fixed point of the time scale and for the lengths of intervals of constancy covering this point is expressed in terms of the stationary distribution of the associated Markov process.

Postupilo 1 dekabrØ 2000 g.

Institut problem maxinovedeniØ RAN