Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 279, 2001 g.

P. M. Ahmet~ev

O VYSXEM ANALOGE KO�FFICIENTA ZACEPLENI˚ PARY BEZDIVERGENTNYH VEKTORNYH POLE`

Vvedenie

Oboznaqim qerez B mnoßestvo bezdivergentnyh vektornyh poleæ v R^3, ime¸wih kompaktnyæ nositel~, a qerez SDiff – gruppu diffeomorfizmov D : R^3 → R^3, sohranØ¸wih ob¨em i ime¸wih kompaktnyæ nositel~ (t.e. nepodvißnyh vne nekotorogo xara).

Pust~ B_1, ~B_1, B_2, ~B_2 ∈ B. Budem govorit~, qto para (B_1, ~B_1) ffkvivalentna pare (B_2, ~B_2), i pisat~ (B_1; ~B_1) ≃ (B_2; ~B_2), esli suwestvuet diffeomorfizm D ∈ SDiff takoæ, qto D(B_1) = B_2 i D( ~B1) = ~B2. 0.1. Uslovie Sokolova. Pust~ In : B×B → R – vewestvennoznaq-

naØ funkciØ. Skaßem, qto ona udovletvorØet uslovi¸ Sokolova, esli ona moßet byt~ poluqena kak usrednenie (shodØweesØ absol¸tno) znaqeniæ 2n-lineænoæ formy μ_n(B(x1), . . . , B(x_n); ~B(~x1), . . ., ~B(~x_n)) ot znaqeniæ vektornyh poleæ B i ~B v nabore 2n toqek (x_1, . . . , x_n;

~x_1, . . . , ~x_n) ∈ R^{6n}. Pri fftom predpolagaetsØ, qto kofffficienty

formy μ_n (kak tenzora) zavisØt ot uporØdoqennogo nabora toqek (x_1, . . ., x_n; ~x_1, . . . , ~x_n) ∈ R^{6n} i mogut daße byt~ ne opredeleny (imet~ osobennosti), esli nabor vyroßdaetsØ, t.e. nekotorye toqki v nem sovpada¸t.

Funkcii I_n, udovletvorØ¸wie uslovi¸ Sokolova i takie, qto ih znaqeniØ na ffkvivalentnyh parah poleæ sovpada¸t, t.e. I_n(B_1; ~B_1) = I_n(B_2; ~B_2), esli (B_1; ~B_1) ≃ (B_2; ~B_2), budem nazyvat~ invariantami Sokolova. (Sr. [11].)

Rabota napisana pri finansovoæ podderßke grantov RFFI Nos. 99-01-

01227, 00-05-64015 i granta INTAS-CNES 975-1048. 15

16 P. M. AHMET^EV

0.2. Invarianty Sokolova. Avtoru izvestno vsego dva soder-

ßatel~nyh primera invariantov Sokolova. Pervyæ primer byl faktiqeski postroen Gaussom v seredine 19 v., postroenie vtorogo primera ØvlØetsØ predmetom raboty. Ono provoditsØ s ispol~zovaniem konstrukciæ iz stat~i [9].

Primer 1. Integral spiral~nosti. Poloßim h(B(x), ~B(~x)) = ⟨B(x); ~B(~x); (x − ~x)⟩ ‖x − ~x‖^3 , gde ⟨a; b; c⟩ – smexannoe proizvedenie uporØdoqennoæ troæki vektorov. Opredelim integral spiral~nosti I_1(B; ~B) = H(B; ~B) po formule H(B; ~B) = ∫ h(B(x); ~B(~x))dxd~x. Invariantnost~ integrala spiral~nosti byla faktiqeski ustanovlena Gaussom, ishodivxim iz topologiqeskih soobraßeniæ. Na sovremennom Øzyke ffti soobraßeniØ moßno sformulirovat~ tak. Esli para poleæ (B, ~B) modeliruet zaceplenie

L = L1 ∪ ~L1 (sm. [6]), to znaqenie H(B, ~B) proporcional~no kofff-

ficientu zacepleniØ lk(L; ~L) (s kofffficientom F ~F, gde F i ~F – potoki vektornyh poleæ B i ~B qerez transversal~noe seqenie sootvetstvu¸weæ komponenty nositelØ polØ). Pri topologiqeskom podhode sluqaæ proizvol~noæ pary poleæ sloßen, i neobhodimy bolee tonkie rassußdeniØ ob asimptotiqeskom usrednenii, provedennye V. I. Arnol~dom [1] dlØ naibolee sloßnogo sluqaØ ~B = B. Analitiqeskoe dokazatel~stvo togo, qto H ØvlØetsØ invariantom, znaqitel~no prowe, sm. [8].

Primer 2. Vysxiæ analog integrala spiral~nosti. V §1 i 2

stroitsØ 4-lineænaØ forma μ(B(x_1), B(x_2), ~B(~x_1), ~B_2(~x_2)) s absol¸tno shodØwimsØ srednim integral~nym znaqeniem I_2(B; ~B) = M (B; ~B): M (B, ~B) = ∫ μ(B1(x1), B2(x2), ~B1(~x1), ~B2(~x2))dR12. (1) V §3 proverØetsØ, qto M (B, ~B) ne zavisit ot vybora predstavitelØ v klasse par bezdivergentnyh vektornyh poleæ. V §4 formuliru¸tsØ nekotorye rodstvennye gipotezy.

VYSXI` ANALOG KO�FFICIENTA ZACEPLENI˚ 17 §1. Opredelenie formy μ

Opredelim semeæstvo vektor-funkciæ A(x; x_i) i semeæstvo funkciæ φ(x; x_i), zavisØwih ot toqki x ∈ R^3 i parametrizovannyh toqkoæ x_i ∈ R^3, i = 1, 2:

A(x; x_i) = B(x_i) × (x − x_i) ‖x − x_i‖^3 ,

φ(x; x_i) = − ∂ ∂ ^B ‖x − x_i‖�^1, gde qerez ^B oboznaqeno postoØnnoe vektornoe pole, vse znaqeniØ kotorogo ravny B(x_i).

GovorØ inymi slovami, vektor-funkciØ A(x; x_i) – ffto vektornyæ potencial dipolØ s centrom v toqke x_i, os~ i intensivnost~ kotorogo opredelØ¸tsØ znaqeniem polØ B v fftoæ toqke, a funkciØ φ(x; x_i) – skalØrnyæ potencial togo ße dipolØ.

Vypolneny ravenstva

rot A(x; x_i) = grad φ(x; x_i), div(A(x; x_i)) = 0. (2)

Udobno vvesti analogiqnye oboznaqeniØ ~A(x; ~x_i), ~φ(x; ~x_i) dlØ semeæstva vektornyh i skalØrnyh potencialov dipoleæ, svØzannyh s polem ~B.

Opredelim semeæstvo vektor-funkciæ C(x; x_i, ~x_i), zavisØwih ot toqki x ∈ R^3 i parametrizovannyh uporØdoqennymi parami toqek x_i, ~x_i, po formule C(x; x_i, ~x_i) = = A(x; x_i)× ~A(x; ~x_i)−(φ(x; x_i)+a) ~A(x; ~x_i)+A(x; x_i)( ~φ(x; ~x_i)+~a), (3) gde qisla a i ~a vybira¸tsØ (dlØ kaßdoæ pary toqek (x_i, ~x_i)) iz usloviØ a + φ(~x_i; x_i) = ~a_i + ~φ(x_i; ~x_i) = 0.

1.1. Lemma. DlØ l¸boæ pary nesovpada¸wih toqek (xi, ~xi) vektor-

noe pole C(x; x_i, ~x_i) bezdivergentno v oblasti R^3 \ {x_i, ~x_i}.

Dokazatel~stvo. Vospol~zovavxis~ ravenstvom (2), poluqim

div C(x; x_i, ~x_i) = (rot A_i; ~A_i)−(A_i; rot ~A_i)−(∇φ_i; ~A_i)+(∇ ~φ_i, A_i) = 0. •

18 P. M. AHMET^EV

1.2. Opredelenie formy μ. Opredelim vektor-funkci¸ Γ(x; xi,

~x_i) kak vektornyæ potencial dlØ C(x; x_i, ~x_i), t.e. tem usloviem,

qto rot Γ(x; x_i, ~x_i) = C(x; x_i, ~x_i). Pri fftom potrebuem dopolnitel~- no, qtoby pol¸sa vektor-funkcii Γ v osobyh toqkah x_i, ~x_i i na beskoneqnosti byli minimal~nymi vozmoßnymi, t.e. asimptotika v pol¸sah sostavlØla by O(r�^1), a asimptotika na beskoneqnosti imela by vid

rot�1_{( ~A(x; ~xi))a + rot}�1_{(A(x; xi))~a + O(r}�3_{).}

Pervye dva slagaemyh v fftom vyraßenii ime¸t standartnyæ vid; naprimer, dlØ x_i = 0 imeem rot�^1(A(x; 0)) = B(0)/r, gde r – rasstoØnie do 0. �to opredelØet vektor-funkci¸ Γ ne odnoznaqno, a s toqnost~¸ do solenoidal~noæ vektor-funkcii vida ∇f.

Pust~ (x_1, x_2, ~x_1, ~x_2) ∈ (R^3)^4 – uporØdoqennaØ qetverka nesovpada¸wih toqek. Opredelim formu μ po formule μ(B(x1), B(x2), ~B1(x1), ~B2(x2)) = ∫ Γ(x; x_1, ~x_1)C(x; x_2, ~x_2)dR^3. (4)

V okrestnosti beskoneqnosti integral sleduet ponimat~ v smysle glavnogo znaqeniØ iz-za naliqiØ slagaemyh standartnogo vida, svØzannyh s konstantami a i ~a.

1.3. Lemma. Znaqenie formy μ korrektno opredeleno i ne zavi-

sit ot proizvola v vybore vektornogo polØ Γ(x; x_1, x_2).

Dokazatel~stvo. Pust~ ε > 0 – maloe qislo, Uε(xi), Uε(~xi) –

xary radiusa ε s centrami v toqkah x_i, ~x_i, V_{1/ε} – xar radiusa ε�1 s centrom v toqke, leßaweæ v oblasti nositelØ poleæ_{Bi},

~B_i, i = 1, 2. Oboznaqim qerez W dopolnenie k ob¨edineni¸ vseh

fftih xarov.

Rassmotrim dve vektor-funkcii Γ(x; x_1, x_2), Γ0(x; x_1, x_2), udovletvorØ¸wie usloviØm iz opredeleniØ formy μ. V oblasti

R^3 \ W spravedlivo ravenstvo Γ − Γ^0 = ∇f, i

div(fC(x; x_2, ~x_2)) = (∇f; C(x; x_2, ~x_2)

v silu bezdivergentnosti polØ C. PrimenØØ teoremu Gaussa– Ostrogradskogo k pol¸ fC v oblasti W , poluqim, qto znaqe- nie ∫ (∇f; C)dR^3 ocenivaetsØ summoæ poverhnostnyh integralov

polØ fC po komponentam granicy oblasti W . Primenim razloßenie v rØd v central~nyh toqkah xarov. UqityvaØ usloviØ na

VYSXI` ANALOG KO�FFICIENTA ZACEPLENI˚ 19 pol¸sa vektor-funkciæ Γ, C, poluqim, qto znaqenie summy poverhnostnyh integralov stanovitsØ prenebreßimo malym, esli ε dostatoqno malo. Lemma 1.3 dokazana. •

§2. Srednee integral~noe znaqenie M

korrektno opredeleno

2.1. Utverßdenie. Integral~noe vyraßenie (1) absol¸tno sho-

ditsØ.

�to utverßdenie vytekaet iz ocenok snizu dlØ znaqeniæ formy μ(B(x_1), B(x_2), ~B(~x_1), ~B(~x_2)) pri uslovii, qto qetverka toqek (x_1, x_2, ~x_1, ~x_2) vyroßdaetsØ. Vyroßdenie proishodit na lineænom podmnogoobrazii v R^{12}, kotoroe imeet korazmernost~ 3. �to dostigaetsØ prØmym vyqisleniem. Naprimer, esli x_1 → ~x_1, to znaqenie podyntegral~noæ vektor-funkcii v vyraßenii (4) imeet pol¸s porØdka 3 v toqke x_1 = ~x_1, pol¸s pervogo porØdka v x_2, pol¸s vtorogo porØdka v ~x_2. Esli odna iz toqek qetverki leßit vne oblasti nositelØ polØ, podyntegral~noe vyraßenie toßdestvenno obrawaetsØ v 0. Suwestvovanie srednego znaqeniØ M vytekaet iz poluqennoæ ocenki. •

2.2. Zameqanie. Pervoe slagaemoe v podyntegral~nom vyraße-

nii v (3) ne udaetsØ usrednit~ po peremennym x_1, x_2, ~x_1, ~x_2, poskol~ku pri fftom voznika¸t pol¸sa porØdka O(r�^4) v toqkah diskriminanta v korazmernosti 3.

§3. Znaqenie invarianta M na parah ffkvivalentnyh poleæ sovpadaet

My privodim nabrosok dokazatel~stva, predpolagaØ dat~ bolee podrobnoe dokazatel~stvo v posledu¸wih publikaciØh.

Pust~ D_t : R^3 → R^3, t ∈ [0; +ε], – rostok odnoparametriqeskogo semeæstva diffeomorfizmov iz gruppy SDiff, priqem D_0 = Id. Oboznaqim qerez B_t i ~B_t obrazy vektornyh poleæ B i ~B pri diffeomorfizme D_t. My pokaßem, qto ∂M (B_t, ~B_t) ∂t = 0. (5)

Oboznaqim^{∂Dt}_{∂t} qerez u. Togda div(u) = 0. Vypixem kalibrovoqnoe preobrazovanie dlØ vektor-funkcii C v vyraßenii (3): C → C + ∇f × ~A + A × ∇ ~f + (φ + a)∇ ~f − ( ~φ + ~a)∇f + ∇ψ, (6)

20 P. M. AHMET^EV priqem f i ~f udovletvorØ¸t uravneniØm

Δf = (rot u; ∇φ), Δ ~f = (rot u; ∇ ~φ), (7)

(Sr. [8], uravnenie (2.119).)

Sleduet otdel~no dokazyvat~, qto kalibrovoqnogo preobrazovaniØ (6) dostatoqno dlØ dokazatel~stva invariantnosti

M (B_t, ~B_t) otnositel~no deæstviØ gruppy SDiff. PoØsnim ide¸

dokazatel~stva, ispol~zuØ soobraßeniØ s differencial~nymi formami. Pervye dva slagaemyh v vyraßenii (2) preobrazu¸tsØ kak vnexnee proizvedenie differencial~nyh 1-form, tret~e i qetvertoe – kak proizvedeniØ 2-formy (kaßdaØ iz fftih 2-form dvoæstvenna sootvetstvu¸weæ predyduweæ 1-forme) na 0-formu (funkci¸). Nakonec, poslednee solenoidal~noe pole v vyraßenii (6) voznikaet pri preobrazovanii 2-formy, sostavlennoæ iz 4 slagaemyh, t.e. trebuetsØ dlØ sohraneniØ svoæstva bezdivergentnosti. Esli oboznaqit~ pravu¸ qast~ (6) qerez C +δC, moßno zapisat~ div(δC) = 0. Iz usloviæ na C vytekaet ocenka porØdkov pol¸sov dlØ δC. Tak, naprimer, funkcii f, ~f ime¸t v osobyh toqkah x_1, ~x_1 pol¸sa porØdka −1, qto vytekaet i iz uravneniØ (7).

PrimenØØ toßdestva ∇((φ + a) ~f ) = ∇φ ~f + (φ + a)∇ ~f, ∇(( ~φ + ~a)f) = ∇ ~φf + ( ~φ + ~a)∇ ~f i naædØ iz usloviØ bezdivergentnosti funkci¸ ψ v vide ψ =

(φ + a) ~f + ( ~φ + ~a)f, preobrazuem formulu (6) k vidu δC(x; x1~x1) = rot(f ~A) − rot( ~f A). (8) DlØ dokazatel~stva trebuemogo ravenstva (5) dostatoqno ustanovit~, qto ∫ δΓ(x; x1, ~x1)C(x; x2, ~x2)d(x, x1, x2, ~x1, ~x2) = 0, gde δΓ = rot(f ~A)−rot( ~f A). Pol~zuØs~ svoæstvom kosoæ simmetrii vektornogo proizvedeniØ, prØmym vyqisleniem nahodim, qto integral~noe srednee znaqenie vyraßeniØ δΓ(x; x_1, ~x_1)(A(x, x_2) ×

~A(x, ~x_2)) ravno 0. Teper~ proverim, qto slagaemoe ∫ δΓ(x; x1, ~x1)(−φ(x; x2) − a) ~A(x; ~x2)dx (9)

VYSXI` ANALOG KO�FFICIENTA ZACEPLENI˚ 21 (i analogiqnoe slagaemoe, soderßawee funkci¸ ~φ) v integral~- nom vyraßenii moßno usrednit~ po parametram (x_1, x_2) (sr. zameqanie 2.2).

Deæstvitel~no, v toqkah diskriminanta x_2 = ~x_2 vyraßenie

(φ(x; x_2) + a) ~A(x; ~x_2) imeet pol¸s porØdka 3. Esli pri usred-

nenii integral (9) ponimat~ v smysle glavnogo znaqeniØ, to v okrestnosti diskriminanta vyraßenie prenebreßimo malo. Vne diskriminanta podyntegral~noe vyraßenie (kak vyraßenie zavisØwee ot parametrov) moßno usrednit~, qto privodit k toßdestvennomu nul¸ v silu togo, qto srednee znaqenie semeæstva funkciæ φ(x; x_2) + a (i vtorogo semeæstva ~φ(x; ~x_2) + ~a) v kaßdoæ toqke x prostranstva obrawaetsØ v 0. KalibrovoqnaØ invariantnost~ dokazana.

Zameqanie. Neobhodimo proverit~, qto vyraßenie M ne obra-

waetsØ toßdestvenno v 0. �to prowe dokazat~ ishodØ iz topologiqeskih soobraßeniæ, kotorye formuliru¸tsØ v sledu¸wem razdele v vide gipotez.

§4. Gipotezy i obsußdeniØ

Pust~ (B, ~B) ∈ B^2 – para bezdivergentnyh vektornyh poleæ, modeliru¸waØ zaceplenie L ∪ ~L (po povodu opredeleniØ sm. [6]). Estestvenno predpoloßit~, qto znaqenie invarianta M (B, ~B) vyraßaetsØ qerez topologiqeskie invarianty sootvetstvu¸wego dvuhkomponentnogo zacepleniØ. Sformuliruem rØd gipotez v fftom napravlenii.

4.1. Gipoteza. Esli lk(L;^~L) = 0, to qislo M (B;^~B) sovpadaet s

qislom W (B; ~B), postroennym v [5]. Tem samym, ono proporcional~no znaqeni¸ invarianta Sato–Levina β(L; ~L) s kofffficientom proporcional~nosti F^2 ~F^2, gde F, ~F – sootvetstvu¸wie potoki qerez transversal~nye seqeniØ dlØ kaßdoæ komponenty.

4.2. Gipoteza. V sluqae proizvol~nogo dvuhkomponentnogo za-

cepleniØ L ∪ ~L (komponenty predpolaga¸tsØ svØznymi) qislo M (B; ~B) sovpadaet s obobwennym invariantom Sato–Levina [10,

7, 2].

4.3. Gipoteza. V sluqae obwego mnogokomponentnogo zacepleniØ,

komponenty kotorogo raskraxeny v dva cveta, sootvetstvu¸-

22 P. M. AHMET^EV

wim pare poleæ, qislo M (B; ~B) vyraßaetsØ summoæ invariantov po vsem qetyrehkomponentnym podzacepleniØm (s paroæ odnookraxennyh svØznyh komponent kaßdogo cveta), po trehkomponentnym podzacepleniØm s raznookraxennymi komponentami i po dvuhkomponentnym podzacepleniØm s raznookraxennymi komponentami.

Pervye dva invarianta v topologii poka ne otkryty. Oni predstavlØ¸tsØ obobwennymi invariantami Milnora. Obobwenie sostoit v tom, qto novyæ invariant imeet porØdok 3 v smysle Vasil~eva i, pri tom predpoloßenii, qto sootvetstvu¸- wee qetyrehkomponentnoe podzaceplenie poluograniqivaet, znaqenie obobwennogo invarianta sovpadaet s milnorovskim invariantom dliny 3 (v sluqae trehkomponentnogo zacepleniØ vydelennaØ cvetom komponenta udvaivaetsØ po osnaweni¸ 0). Topologiqeskie podhody k takomu obobweni¸ predloßeny v [3].

4.4. Pust~ teper~ v kaqestve vtorogo polØ^~B vybiraetsØ pole

rot B. Predpoloßim dlØ prostoty, qto pole B modeliruet zace-

plenie L. Qislo M (B; rot B) v fftom sluqae svØzano s invariantami Vasil~eva porØdka 2 dlØ svØznyh komponent zacepleniØ L. V fftom sluqae ono ØvlØetsØ lix~ invariantom ploskogo dvißeniØ i menØetsØ pri trehmernyh podkruqivaniØh komponent zacepleniØ. �to svØzano s izuqeniem obobwennogo invarianta Sato– Levina kak vysxego analoga kofffficienta zacepleniØ [4].

Rezul~taty, predstavlennye v rabote, byli izloßeny v doklade avtora na konferencii po priloßeniØm teorii osobennosteæ v geometrii, prohodivxeæ v Liverpule s 16 po 21 dekabrØ 2000 g.

Avtor blagodarit S. B. Kuksina, S. A. Melihova i P. V. Semenova za poleznye obsußdeniØ.

Literatura

1. V. I. Arnold, The asymptotic Hopf invariant and its applications. — Selecta Math.

Sov. 5 (1986), 327–345.

2. P. M. Ahmet~ev, `. Malexiq, D. Repovx, Formula dlØ obobwennogo in-

varianta Sato–Levina. — Mat. sb. ˝ 1 (2001), 1–10.

3. P. M. Ahmet~ev, `. Malexiq, D. Repovx, Ob invariantah Milnora dli-

ny 3 dlØ poluograniqiva¸wih zacepleniæ. Preprint Universiteta L¸-

blØny, t. 38, 724.

4. P. M. Akhmet’ev, On a higher analog of the linknig number of two curves. — Am. Math. Soc. Transl. (2) 185 (1998), 113–127.

VYSXI` ANALOG KO�FFICIENTA ZACEPLENI˚ 23

5. P. M. Akhmet’ev, A. Ruzmaikin, A fourth-order invariant for magnetic and vortex lines. — J. Geom. Phys. 15 (1995), 95–101.

6. M. Freedman, A note on topology and magnetic energy in noncompressible perfectly conducting fluids. — J. Fluid Mech. 194 (1988), 549–551.

7. P. Kirk, C. Livingston, Vassil’ev invariants of two component links and the Casson–Walker invariant. — Topology 36 (1997), 1333–1353.

8. G. K. Moffat, Vozbußdenie magnitnogo polØ v provodØweæ srede, per.

Moskva, Mir, 1980.

9. H. K. Moffatt, R. Ricca, Helicity and the Calugareanu invariant. Topological Aspects of Dynamics of Fluids and Plasma, H. K. Moffatt et al. (eds). Dordrecht, Kluwer, 1992, pp. 257–270.

10. M. Polyak, O. Viro, Gauss diagram formulas for Vassiliev invariants. (electronic), — Internat. Math. Res. Notices 11 (1994).

11. D. D. Sokolov, O pogrußenii psevdorimanovyh mnogoobraziæ v psevdoev-

klidovy prostranstva. — Mat. zametki 9, ˝ 2 (1971), 193–198.

Akhmet’ev P. M. A higher-order analog of the helicity number for a pair of divergent-free vector fields.

Pairs B, ~B of divergent-free vector fields with compact support in

R^3 are considered. A higher-order analog M (B,^~B) (of order 3) of the

Gauss helicity number H(B, ~B) = ∫ A ~B dR3, curl(A) = B, (of order 1) is constructed, which is invariant under volume-preserving diffeomorphisms. An integral expression for M is given. A degree-four polynomial m(B(x_1), B(x2), ~B(~x1), ~B(~x2)), x1, x2, ~x1, ~x2 ∈ R3, is defined, which is symmetric in the first and second pairs of variables separately. M is the average value of m over arbitrary configurations of points. Several conjectures clarifying the geometric meaning of the invariant and relating it with invariants of knots and links are stated.

Postupilo 25 ØnvarØ 2001 g.

Institut zemnogo magnetizma ionosfery i rasprostraneniØ radiovoln RAN

akhmetev@izmiran.rssi.ru, pmakhmet@mi.ras.ru