Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 279, 2001 g.

V. N. Berestovskiæ, V. M. Giqev

METRIZOVANNYE POLUGRUPPY

Aleksandru Aleksandroviqu Ivanovu i Viktoru Abramoviqu Zalgalleru k vos~midesØtileti¸

§1. Vvedenie

Dovol~no xiroko rasprostranena toqka zreniØ, soglasno kotoroæ ponØtie polugruppy, v otliqie ot ponØtiØ gruppy, qeresqur obwo, qtoby byt~ soderßatel~nym. Ne pytaØs~ ee osporit~ ili podtverdit~, my popytaemsØ v fftoæ rabote pokazat~, qto na Øzyke topologiqeskih polugrupp moßno vyrazit~ mnogie vaßnye metriqeskie ponØtiØ. V osnovnom, ffto variacii na temu sledu- ¸wego nabl¸deniØ: semeæstvo xarov dlØ levoinvariantnoæ vnutrenneæ metriki na topologiqeskoæ gruppe obrazuet polugruppu mnoßestv. Glavnym obrazom req~ poædet o ponØtiØh, opredelennyh avtorami v rabote [1]: metrizovannyh porØdkah na topologiqeskih gruppah, ostryh i lokal~no poroßdennyh polugruppah, qastnymi sluqaØmi kotoryh ØvlØ¸tsØ podgrafiki otveqa¸wih porØdkam funkciæ rasstoØniØ.

Horoxo izvestnye uspehi i xirota ispol~zovaniØ teorii grupp obuslovleny tem, qto gruppa avtomorfizmov (simmetriæ) kakogo-libo ob¨ekta vo mnogih vaßnyh sluqaØh hranit suwestvennu¸ informaci¸ o ego stroenii. Polugruppy obyqno vystupa¸t kak semeæstva (neobratimyh) ffndomorfizmov, i ih naliqie takße mnogoe govorit ob ob¨ekte. Tak, odnoparametriqeskie polugruppy lineænyh operatorov postoØnno ispol~zu¸tsØ v teorii veroØtnosteæ, uravneniØh s qastnymi proizvodnymi, a v fizike i drugih estestvenno-nauqnyh disciplinah oni da¸t proverennye modeli razliqnyh processov, naprimer, diffuzii. PosvØwennaØ im kniga [2] sygrala znaqitel~nu¸ rol~ v razvitii funkcional~nogo analiza.

Podderßano grantom RFFI 98-01-00385. 24

METRIZOVANNYE POLUGRUPPY 25 NeØsno, kogda vpervye poØvilos~ ponØtie polugruppy. Po svidetel~stvu E. S. LØpina [3], F. Kleæn ukazyval, qto v period formirovaniØ teorii grupp byli somneniØ, ne sleduet li v kaqestve osnovnogo vzØt~ ponØtie polugruppy. SamostoØtel~noe razvitie teorii naqalos~ v 1920–30 gg. Naskol~ko nam izvestno, kniga [4] ØvlØetsØ pervoæ monografieæ po teorii polugrupp, a pervoe sistematiqeskoe izloßenie teorii topologiqeskih polugrupp, po-vidimomu, bylo predprinØto v [5].

O strukture grupp izvestno mnogo, i ffta informaciØ zanimaet ves~ma zametnoe mesto v matematike (i fizike) – upomØnem lix~ teorii grupp Li i koneqnyh grupp. Poloßitel~noe rexenie pØtoæ problemy Gil~berta o harakterizacii grupp Li kak lokal~no evklidovyh topologiqeskih grupp v rabotah Ivasavy, Montgomeri–Zippina i ˚mabe v seredine 20-go veka privelo odnovremenno k opredelennoæ zakonqennosti (hotØ i ne zaverxeni¸) teorii lokal~no kompaktnyh grupp, svedØ mnogie otnosØwiesØ k nim voprosu k sluqa¸ grupp Li. Osobyæ interes s toqki zreniØ teorii avtomorfnyh funkciæ, teorii qisel ili teorii lokal~no odnorodnyh rimanovyh prostranstv predstavlØ¸t diskretnye podgruppy grupp Li [6]. Metriqeskiæ podhod k izuqeni¸ diskretnyh grupp, predloßennyæ Gromovym (sm. cite7, 8), vse ewe ne isqerpal svoih vozmoßnosteæ. Blizkiæ klass sostavlØ¸t vpolne nesvØznye topologiqeskie gruppy – ih teoriØ nahodØtsØ na pod¨eme i imeet interesnye nerexennye zadaqi, vo mnogom v svØzi s p-adiqeskimi analitiqeskimi gruppami [9]. Intensivno razvivaetsØ teoriØ beskoneqnomernyh grupp Li [10].

V otnoxenii topologiqeskih polugrupp dela obstoØt namnogo huße. Vidimo, ne sleduet oßidat~ vaßnyh rezul~tatov, otnosØwihsØ ko vsemu fftomu klassu – on slixkom velik. Ime¸tsØ obweznaqimye rezul~taty, otnosØwiesØ k klassu kompaktnyh, v qastnosti, koneqnyh polugrupp – oni kasa¸tsØ suwestvovaniØ idempotentov i odnoparametriqeskih polugrupp. KompaktnaØ polugruppa imeet naimen~xiæ ideal, raspada¸wiæsØ v ob¨- edinenie grupp [5]. Interesen vopros o vloßimosti (topologiqeskih) polugrupp v (topologiqeskie) gruppy. A. I. Mal~cev naxel kriteriæ takoæ vloßimosti dlØ (abstraktnyh) polugrupp i vyØsnil, qto v obwem sluqae klass polugrupp, vloßimyh v gruppy, ne moßet byt~ zadan nikakoæ koneqnoæ sistemoæ uslov-

26 V. N. BERESTOVSKI`, V. M. GIQEV nyh toßdestv [11, 12]. V qastnosti, suwestvu¸t polugruppy s ediniceæ i dvustoronnim sokraweniem, ne vloßimye v gruppy. Kriterii vloßimosti polugruppy v gruppu v obwem sluqae maloffffektivny. S drugoæ storony, vsØkaØ kommutativnaØ polugruppa P s sokraweniem vloßima v gruppu [3]; pravda, esli P – topologiqeskaØ polugruppa, to soderßawaØ P gruppa G moßet ne dopuskat~ horoxeæ topologii.

Rassmotrenie podpolugrupp (topologiqeskoæ) gruppy G vaßno i potomu, qto zadanie levo- ili pravoinvariantnogo qastiqnogo predporØdka na G ffkvivalentno vyboru podpolugruppy P s ediniceæ v G [13]. V sluqae grupp Li sootvetstvu¸wiæ infinitezimal~nyæ ob¨ekt – kasatel~nyæ k polugruppe konus C v algebre Li, zada¸wiæ levoinvariantnoe pole konusov na grup- pe. Izuqenie invariantnyh porØdkov na odnorodnyh prostranstvah svØzano s zadaqami teorii otnositel~nosti. Aksiomatiqeskomu obosnovani¸ teorii otnositel~nosti i izuqeni¸ grupp avtomorfizmov uporØdoqennyh prostranstv posvØwen obzor [14], v kotorom izlaga¸tsØ rezul~taty osnovannoæ A. D. Aleksandrovym xkoly hronogeometrii. Otmetim, qto v poslednie gody izuqa¸tsØ anizotropnye finslerovy obobweniØ teorii otnositel~nosti [15–17].

Gde-to s naqala 80-h godov naqinaetsØ intensivnoe izuqenie dovol~no xirokogo kruga voprosov optimal~nogo upravleniØ, teorii uporØdoqeniæ grupp, kompleksnogo analiza, teorii predstavleniæ, svØzannyh s konusom C [18–22]. Predstavlenie ob fftom moßno poluqit~ po sbornikam [23, 24].

Mnoßestva gruppy G obrazu¸t polugruppu SG otnositel~no estestvennogo umnoßeniØ s ediniceæ {e}. Pri fftom G ØvlØetsØ podgruppoæ polugruppy SG. Esli G kommutativna, qasto vmesto SG rassmatriva¸t faktor-polugruppu SG/G. DlØ topologiqeskoæ gruppy G estestvenno rassmatrivat~ podpolugruppu BSG v SG, sostoØwu¸ iz ograniqennyh podmnoßestv v G, ili podpolugruppy v BSG. Napomnim, qto mnoßestvo A ⊆ G nazyvaetsØ ograniqennym, esli, dlØ kaßdoæ okrestnosti U ∋ e, A pokryvaetsØ koneqnym qislom levyh (pravyh) sdvigov okrestnosti U . Esli G lokal~no kompaktna, to ffto uslovie ffkvivalentno otnositel~noæ kompaktnosti mnoßestva A. Polugruppa BSG poluqaet estestvennu¸ strukturu topologiqeskoæ polugruppy; okrest-

METRIZOVANNYE POLUGRUPPY 27 nost~ mnoßestva A iz BSG sostoit iz vseh mnoßestv v BSG, soderßawihsØ v mnoßestve AU ili U A, gde U – okrestnost~ e v G. Esli topologiØ G opredelØetsØ levo- ili pravoinvariantnoæ metrikoæ d, to ukazannaØ topologiØ v BSG takße opredelØetsØ estestvennoæ levo- ili pravoinvariantnoæ metrikoæ, inducirovannoæ d; v kaqestve mnoßestv U vyxe berutsØ otkrytye xary v

(G, d) s centrom v e. Esli G kommutativna, to vmesto polugrup-

py BSG estestvenno rassmatrivat~ bolee xiroku¸ v obwem sluqae polugruppu B(d)SG metriqeski ograniqennyh podmnoßestv v

(G, d) s sootvetstvu¸weæ invariantnoæ metrikoæ (esli G nekom-

mutativna ili ne lokal~no kompaktna, to operaciØ umnoßeniØ v polugruppe B(d)SG moßet byt~ razryvnoæ). Qastnyæ primer takoæ metriki – izvestnaØ metrika Hausdorfa na polugruppe (vypuklyh) ograniqennyh podmnoßestv banahova prostranstva. V sluqae kommutativnoæ gruppy G vse rassmotrennye konstrukcii primenimy k polugruppe BSG/G vmesto BSG.

Aksiomatika geometriæ na topologiqeskoæ gruppe G v [25] osnovana na nabl¸denii, qto dlØ levoinvariantnoæ vnutrenneæ metriki d na G xary s centrom v e obrazu¸t odnoparametriqesku¸ podpolugruppu v B(d)SG s radiusami xarov v kaqestve vewestvennogo parametra. V rabote [1] dokazano, qto ffti aksiomy (v sluqae polnoæ metrizuemoæ gruppy G) ffkvivalentny tomu uslovi¸, qto nadgrafik funkcii t(g) := d(e, g) ØvlØetsØ ostroæ otkrytoæ lokal~no poroßdennoæ podpolugruppoæ S gruppy G×R, invariantnoæ otnositel~no invol¸cii ι : (g, t) → (g^{−1}, t). Dvoæstvennym obrazom, levoinvariantnaØ vnutrennØØ antimetrika τ na G, opredelennaØ v [1], harakterizuetsØ usloviem, qto funkciØ

t(g) := max{0, τ (e, g)} neotricatel~na, nepreryvna, a ee podgra-

fik ØvlØetsØ (otkrytoæ) ostroæ lokal~no poroßdennoæ podgruppoæ gruppy G×R. �kvivalentnye aksiomatiki MP (metrizovannogo porØdka) i AM (antimetriki) dlØ τ osnovany sootvetstvenno na rassmotrenii nekotoroæ podpolugruppy v SG i nekotorom obobwenii ponØtiØ levoinvariantnoæ kinematiqeskoæ metriki R. I. Pimenova [26], podqinennoæ dopolnitel~nomu uslovi¸ sovpadeniØ interval~noæ (aleksandrovskoæ) topologii dlØ τ na G s ishodnoæ. Esli G – koneqnomernoe vektornoe prostranstvo, to vsØkaØ otkrytaØ ostraØ lokal~no poroßdennaØ podpolugruppa v G est~ otkrytyæ ostryæ vypuklyæ konus C v G, a vsØkaØ invariantnaØ antimetrika τ na G ØvlØetsØ nepreryvnoæ antinor-

28 V. N. BERESTOVSKI`, V. M. GIQEV moæ, oblast~¸ poloßitel~nyh znaqeniæ kotoroæ ØvlØetsØ nekotoryæ konus C ukazannogo vida; ponØtie antinormy (antimetriki) v nekotorom smysle dvoæstvenno ponØti¸ normy (metriki). ZamknutaØ ostraØ podpolugruppa P topologiqeskoæ gruppy G opredelØet qastiqnyæ porØdok na G. DlØ lokal~no kompaktnoæ gruppy G verno i obratnoe utverßdenie. Lokal~no poroßdennaØ topologiqeskaØ polugruppa, po opredeleni¸, algebraiqeski i topologiqeski poroßdaetsØ l¸boæ okrestnost~¸ svoeæ edini- cy. Takim obrazom, vnutrenn¸¸ metriku (ili antimetriku) moßno opredelit~ kak odnoparametriqesku¸ polugruppu mnoßestv ili kak ostru¸ lokal~no poroßdennu¸ polugruppu v G × R. �ta toqka zreniØ privodit k estestvennym obobweniØm ponØtiØ vnutrenneæ metriki na mnogoparametriqeskiæ (vozmoßno, nekommutativnyæ) sluqaæ. Nam poka izvesten tol~ko odin soderßatel~- nyæ primer – polØrnye predstavleniØ kompaktnyh grupp Li. OkazyvaetsØ, fftot klass lineænyh predstavleniæ (oblada¸wiæ rØdom horoxih algebraiqeskih svoæstv) moßno oharakterizovat~ sledu¸wim obrazom: semeæstvo vypuklyh oboloqek orbit predstavleniØ obrazuet polugruppu mnoßestv otnositel~no sloßeniØ po Minkovskomu. Pri fftom vyØsnilos~, qto ffta polugruppa parametrizuetsØ toqkami nekotorogo simplicial~nogo konusa. Pofftomu polugruppu ih vypuklyh oboloqek moßno ponimat~ kak vektornoznaqnu¸ normu na prostranstve predstavleniØ so znaqeniØmi v C, po kotoroæ moßno stroit~ vektornoznaqnye vnutrennie metriki, naprimer, na kompaktnyh gruppah Li.

V sluqae gruppy Li G semeæstvo ostryh lokal~no poroßdennyh podpolugrupp sovpadaet s klassom ostryh polugrupp Li S v G; poslednie zada¸tsØ usloviem infinitezimal~noæ poroßdennosti: polugruppa, algebraiqeski poroßdennaØ ffksponentoæ kasatel~nogo konusa C(S), plotna v S. Pri fftom ne iskl¸qaetsØ negolonomnyæ sluqaæ, kogda dim C(S) < dim G. Negolonomnye vnutrennie metriki (Karno–Karateodori) rassmatrivalis~ v rabotah [27, 28].

VsØku¸ levoinvariantnu¸ vnutrenn¸¸ antimetriku τ na gruppe Li G moßno ponimat~ kak anizotropnu¸ finslerovu metrizaci¸ nekotorogo global~nogo porØdka, opredelØemogo upomØnutoæ (moßet byt~, negolonomnoæ) polugruppoæ Li S. Pri fftom τ (g, h) ravno toqnoæ verhneæ granice dlin vremennopodob-

METRIZOVANNYE POLUGRUPPY 29 nyh (otnositel~no upomØnutogo porØdka) kusoqno-gladkih puteæ, soedinØ¸wih g i h. Dlina puti ravna integralu dliny ego kasatel~nogo vektora otnositel~no levoinvariantnoæ antinormy na kasatel~nom rassloenii T G gruppy Li G, opredelØemoæ nekotoroæ edinstvennoæ antinormoæ ν na V , pereseqenie oblasteæ poloßitel~nosti i nepreryvnosti kotoroæ sovpadaet s C.

Kak pokazyva¸t primery, v obwem sluqae funkciØ ν^+ :=

max{ν, 0} razryvna, hotØ funkciØ τ^+ := max{τ, 0} nepreryvna.

�to rezko kontrastiruet so sluqaem levoinvariantnoæ vnutrenneæ metriki ρ na gruppe Li [29]. Otmetim, qto osnovnoæ rezul~- tat posledneæ stat~i, soglasno kotoromu vsØkaØ levoinvariantnaØ vnutrennØØ metrika na gruppe Li (voobwe govorØ, negolonomnaØ) finslerova, moßno legko dokazat~, vospol~zovavxis~ sovpadeniem klassov lokal~no poroßdennyh polugrupp i polugrupp Li (fftot fakt primenØetsØ k nadgrafikam funkcii rasstoØniØ do edinicy).

§2. Predvaritel~nye svedeniØ

V rabote [1] my vveli tri sistemy aksiom dlØ metrizovannogo porØdka na topologiqeskoæ gruppe, svØzannye s ponØtiØmi polugruppy mnoßestv, (poqti) vnutrenneæ antimetriki i podgrafika funkcii “antirasstoØniØ” do edinicy gruppy. Tam ße byla dokazana ih ffkvivalentnost~. Privedem ih formulirovki, predvaritel~no dav neobhodimye opredeleniØ. Preßde vsego, req~ idet o ponØtiØh ostroæ i lokal~no poroßdennoæ polugruppy, kotorye igra¸t vaßnu¸ rol~ pri naxem podhode. My dadim ffti opredeleniØ v nemnogo bol~xeæ, qem v [1] obwnosti, ne predpolagaØ ih vloßennymi v gruppy. �to ne lixeno smysla – hotØ v soderßatel~nyh primerah polugruppy vloßeny v gruppy, qasto byvaet tak, qto na nih imeetsØ estestvennaØ topologiØ, otliqnaØ ot inducirovannoæ.

Pust~ S – topologiqeskaØ hausdorfova polugruppa s ediniceæ e. Oboznaqim qerez T_e semeæstvo vseh otkrytyh okrestnosteæ edinicy v S. Budem nazyvat~ S lokal~no poroßdennoæ, esli ona topologiqeski poroßdaetsØ l¸boæ okrestnost~¸ edinicy v neæ:

clos (_∞ ⋃ n=1 V^n ) = S dlØ vseh V ∈ T_e.

Polugruppu S budem nazyvat~ ostroæ, esli

30 V. N. BERESTOVSKI`, V. M. GIQEV (A) dlØ kaßdoæ okrestnosti U ∈ T_e naædetsØ V ∈ T_e takaØ, qto uslovie xy ∈ V vleqet vkl¸qeniØ x, y ∈ U . Drugimi slovami, esli malo proizvedenie, to maly i somnoßiteli. V [1, lemma 1.2] bylo dokazano, qto dlØ polugrupp, vloßennyh v gruppy, uslovie (A) moßet byt~ zameneno bez poteri obwnosti bolee sil~nym:

(A^′) dlØ kaßdoæ okrestnosti U ∈ T_e suwestvuet V ∈ T_e takaØ, qto V ⊆ U i x, y ∈ S, xy ∈ V =⇒ x, y ∈ V. Esli S vloßena v hausdorfovu topologiqesku¸ gruppu G, uslovimsØ sqitat~ S nadelennoæ inducirovannoæ iz G topologieæ i predpolagat~ vypolnennym vkl¸qenie

e ∈ clos S (1)

(a ne e ∈ S). V lokal~no kompaktnoæ G lokal~no poroßdennaØ polugruppa S ØvlØetsØ ostroæ togda i tol~ko togda, kogda

clos S ∩ clos S^{−1} = {e} (2)

[1, predloßenie 1]. Pri vypolnenii (2) pravilo x ≤ y ⇔ x^{−1}y ∈ clos S zadaet levoinvariantnyæ porØdok v G.

Pust~ G – svØznaØ gruppa Li s algebroæ Li G. DlØ mnoßestva

C ⊆ G qerez S(C) budet oboznaqat~sØ zamykanie polugruppy, po-

roßdennoæ mnoßestvom exp(C); dlØ polugruppy S ⊆ G poloßim

C(S) := {x ∈ G : exp(tx) ∈ S dlØ vseh t > 0}.

˚sno, qto S ⊇ S(C(S)), esli S zamknuta, i qto vkl¸qenie C ⊆

C(S(C)) vypolnØetsØ dlØ vseh mnoßestv C. Polugruppa S nazy-

vaetsØ polugruppoæ Li, esli S(C(S)) = S; konus C nazyvaetsØ global~nym, esli C(S(C)) = C. Sootvetstvie meßdu global~nymi konusami i polugruppami Li vzaimno odnoznaqno vvidu oqevidnyh ravenstv C(S(C(S))) = C(S), S(C(S(C))) = S(C). (3) Razmernost~ konusa C(S) moßet byt~ men~xe razmernosti S. Global~nye konusy zamknuty, kak i polugruppy Li; dlØ polugrupp ffto sleduet nemedlenno iz opredeleniæ, dlØ konusov – iz

METRIZOVANNYE POLUGRUPPY 31 nepreryvnosti exp. Polugruppy Li moßno ponimat~ kak infinitezimal~no poroßdennye. Oqevidno, vsØkaØ polugruppa Li lokal~no poroßdena. Esli polugruppa ostraØ, to verno i obratnoe utverßdenie.

Proizvedenie AB mnoßestv A, B opredelØetsØ kak sovokupnost~ vseh poparnyh proizvedeniæ ab, gde a ∈ A, b ∈ B; pri fftom proizvedenie budem sqitat~ pustym, esli hotØ by odin iz somnoßiteleæ pust. Semeæstvo mnoßestv {S_t}_{t≥0} budet nazyvat~- sØ odnoparametriqeskoæ polugruppoæ mnoßestv, esli S_tS_s = S_{t+s} dlØ vseh t, s ≥ 0 i, krome togo, S_t ≠ ? pri t ≥ 0. �to opredelenie vleqet ravenstvo S^2_0 = S_0, kotoroe oznaqaet, qto S_0 – polugruppa. Budem nazyvat~ {S_t}_{t≥0} neubyva¸weæ (nevozrasta¸weæ) polugruppoæ, esli S_t ⊆ S_s pri t ≤ s (sootvetstvenno, t ≥ s). KaßdaØ polugruppa mnoßestv {S_t}_{t≥0} zadaet polugruppu ~S v S ×R^+,

R^+ = [0, ∞), po formule ~S = {(g, t) : g ∈ S_t} = ⋃ t≥0 (S_t × {t}) . (4) Polugruppa mnoßestv {S_t}_{t≥0} budet nazyvat~sØ ostroæ ili lokal~no poroßdennoæ, esli sootvetstvu¸wimi svoæstvami obladaet ~S.

Pust~ M – metriqeskoe prostranstvo s metrikoæ ρ; poslednØØ nazyvaetsØ vnutrenneæ, esli

ρ(x, y) = inf Λ(γ),

gde inf beretsØ po semeæstvu puteæ γ : [a, b] → M , soedinØ¸wih x i y. Dlina Λ(γ) puti γ zadaetsØ formuloæ

Λ(L) = sup n∑ k=0 ρ(γ(t_k ), γ(t_{k+1})), gde sup beretsØ po mnoßestvu vseh koneqnyh razbieniæ a = t_0 <

t_1 < · · · < t_n = b otrezka [a, b].

Pereædem k formulirovke aksiomatiqeskih sistem. Metrizovannym porØdkom na G budem nazyvat~ semeæstvo U = {U_t}_{t≥0} nepustyh mnoßestv v G udovletvorØ¸wih sledu¸wim usloviØm. MP_1. Esli t ≤ s, to U_s ⊆ U_t, priqem vkl¸qenie strogoe pri t < s. MP_2. U_sU_t ⊆ U_{s+t} dlØ vseh t, s ≥ 0.

32 V. N. BERESTOVSKI`, V. M. GIQEV MP_3. ⋂ t>0 U_t = ?.

MP_4. Mnoßestva U_s, s ≥ 0, otkryty, a mnoßestva ⋂ 0≤s<t U_s zamknuty v G dlØ vseh t > 0.

MP_5. U_0 – ostraØ polugruppa.

MP_6. DlØ vseh t ≥ 0 i kaßdoæ okrestnosti edinicy V v G,

U_t = ∞⋃ n=1 (U_{t/n} ∩ V )^n. �tot nabor aksiom uslovimsØ oboznaqat~ qerez MP. Poloßim

τ (g, h) = sup{s ∈ R : g^{−1}h ∈ U_s} (5)

(esli g^{−1}h /∈ U_s dlØ vseh s ≥ 0, to τ (g, h) = −∞). FunkciØ τ na

G × G budet nazyvat~sØ antimetrikoæ, esli τ (g, h) + τ (h, f) ≤ τ (g, f). dlØ vseh g, h, f ∈ G. Formula (5) opredelet antimetriku, esli vypolnØetsØ MP; bolee togo, antimetrika τ poqti vnutrennØØ. Budem nazyvat~ antimetriku τ poqti vnutrenneæ, esli dlØ vseh g, h ∈ G takih, qto τ (g, h) > 0 i kaßdoæ okrestnosti V edinicy v G,

τ (g, h) = sup n∑ k=0 τ (x_k, x_{k+1}), (6)

gde sup beretsØ po vsem koneqnym mnoßestvam x_0 = g, x_1, . . ., x_n = h v G takim, qto τ (x_k, x_{k+1}) > 0 i x^{−1}_k x_{k+1} ∈ V dlØ k = 0, 1, . . ., n−1. Metrika ρ budet nazyvat~sØ poqti vnutrenneæ, esli dlØ kaßdoæ pary g, h ∈ G i l¸bogo ε > 0

ρ(g, h) = inf n∑ k=0 ρ(x_k, x_{k+1}), gde inf beretsØ po vsem koneqnym mnoßestvam x_0 = g, x_1, . . . , x_n = h v G takim, qto ρ(x_k, x_{k+1}) < ε. Pust~ L : [a, b] → G – U_0-vremennopodobnyæ put~ (t.e. τ (L(t), L(s)) > 0 pri t < s). Opredelim ego dlinu formuloæ

λ_τ (L) = inf n∑ k=0 τ (L(t_k), L(t_{k+1})), (7)

METRIZOVANNYE POLUGRUPPY 33 gde inf beretsØ po vsem koneqnym razbieniØm a = t_0 < t_1 < · · · <

t_n = b otrezka [a, b]. Dlina ne zavisit ot parametrizacii i po-

fftomu opredelena dlØ krivoæ (ponimaemoæ kak klass ffkvivalentnosti puteæ). Budem nazyvat~ antimetriku τ vnutrenneæ, esli dlØ l¸byh g, h ∈ G takih, qto τ (g, h) > 0, vypolnØetsØ ravenstvo τ (g, h) = sup λ(L), gde sup beretsØ po vsem nepreryvnym U_0-vremennopodobnym putØm L s naqalom v g i koncom v h. Esli G polna (v qastnosti, lokal~no kompaktna) i metrizuema, to l¸baØ poqti vnutrennØØ (anti)metrika ØvlØetsØ vnutrenneæ. ([1, teorema 2.2], [25]). Udobno rassmatrivat~ vmeste s τ funkci¸ τ^+(g, h) = max{0, τ (g, h)}. VtoraØ sistema aksiom AM otnositsØ k antimetrike τ . AM_1. Mnoßestvo τ (G × G) soderßitsØ v {−∞} ∪ (0, ∞) i plotno v fftom mnoßestve.

AM_2. DlØ vseh f, g, h ∈ G, τ (g, h) ≥ τ (g, f) + τ (f, h). AM_3. Antimetrika τ levoinvariantna. AM_4. FunkciØ τ^+ nepreryvna na G × G.

AM_5. DlØ kaßdoæ okrestnosti V proizvol~nogo fflementa x ∈ G suwestvu¸t g, h ∈ G takie, qto x ∈ {f : τ (g, f) > 0, τ (f, h) > 0} ⊆ V. AM_6. Antimetrika τ poqti vnutrennØØ.

Nakonec, rassmotrim ewe odin nabor aksiom dlØ funkcii t na G. PG_1. FunkciØ t prinimaet znaqeniØ v [0, ∞) i nepreryvna na G. PG_1. Podgrafik Π fftoæ funkcii, opredelennyæ formuloæ Π = {(g, t) ∈ G × R : 0 < t < t(g)}, ØvlØetsØ ostroæ polugruppoæ.

PG_1. Polugruppa Π lokal~no poroßdena.

Po opredeleni¸ ostroæ polugruppy i PG_2, Π ≠ ?. Pofftomu t ne moßet byt~ ravnoæ nul¸ toßdestvenno.

Kaßdyæ iz treh ob¨ektov v sistemah MP, AM, PG estestvenno svØzan s drugimi. DlØ MP i AM sootvetstvie realizuetsØ (5) i U_s = {g ∈ G : τ (e, g) > s}. (8)

34 V. N. BERESTOVSKI`, V. M. GIQEV Metrizovannyæ porØdok U = {U_t}_{t≥0} v MP zadaet funkci¸ t v PG po pravilu

t(g) = inf{t ≥ 0 : g /∈ Ut} (9)

(esli g soderßitsØ vo vseh mnoßestvah U_t, t > 0, to t(g) = +∞); ravenstvo

U_t = {g ∈ G : t(g) > t} (10)

vosstanavlivaet {U_t}_{t≥0}. Nakonec, t i τ svØzany formulami

t(g) = τ^+(e, g), (11)

τ (g, h) = σ(t(g^{−1}h)), (12)

gde σ(t) = t dlØ t > 0 i σ(t) = −∞, esli t ≤ 0. Sledu¸waØ teorema byla dokazana v [1].

Teorema 1. Sistemy aksiom MP, AM i PG ravnosil~ny, esli

ob¨ekty, k kotorym oni otnosØtsØ, svØzany formulami (8)–(12), (5).

Primery antimetrik moßno stroit~, ishodØ iz metrik, kak pokazano v primere niße. Poluqa¸wiæsØ pri fftom klass antimetrik, pravda, udovletvorØet dopolnitel~nomu i dovol~no ograniqitel~nomu uslovi¸ ravnomernoæ nepreryvnosti. Primer 1. Pust~ ρ – levoinvariantnaØ metrika na topologiqeskoæ gruppe G. Togda funkciØ t(g, t) = max{t − ρ(e, g)} ØvlØetsØ levoinvariantnoæ antimetrikoæ. Pri fftom t (poqti) vnutrennØØ togda i tol~ko togda, kogda takim svoæstvom obladaet ρ.

Rimanovy i finslerovy metriki na mnogoobraziØh da¸t model~nye primery vnutrennih metrik. Pri klassiqeskom podhode osnovnym ØvlØetsØ ponØtie dliny krivoæ, a rasstoØnie meßdu toqkami x, y opredelØetsØ kak toqnaØ nißnØØ granica dlin Λ(γ) soedinØ¸wih ih kusoqno-gladkih puteæ:

Λ(γ) = b∫ a |γ^′(t)| dt, (13) ρ(x, y) = inf Λ(γ), (14)

METRIZOVANNYE POLUGRUPPY 35 gde | · | – norma na kasatel~nom rassloenii mnogoobraziØ. ZamenØØ semeæstvo T vseh kusoqno-gladkih puteæ men~xim semeæstvom, moßno poluqat~ drugie primery vnutrennih metrik. Estestvennoe trebovanie k semeæstvu sostoit v tom, qtoby ono soderßalo krivye, soedinØ¸wie l¸bye napered zadannye pary toqek. �to tak, naprimer, v sluqae, esli T = T(D) sostoit iz kusoqno-gladkih krivyh, kasatel~nyh k vpolne neintegriruemomu gladkomu raspredeleni¸ D podprostranstv kasatel~nyh prostranstv na mnogoobrazii M (t.e. D – podrassloenie kasatel~- nogo rassloeniØ s toæ ße bazoæ i men~xim sloem; privedennoe vyxe uslovie moßno sqitat~ opredeleniem polnoæ neitegriruemosti, tak kak po teoreme Raxevskogo–Qßou [30, 31] ono ffkvivalentno tomu, qto algebra Li kasatel~nyh k D vektornyh poleæ poroßdaet algebru Li vseh vektornyh poleæ na M ).

DlØ togo, qtoby opredelit~ dlinu krivoæ iz T(D) po formule (13), dostatoqno znat~ normu na D. Takie metriki izvestny kak subrimanovy ili metriki Karno–Karateodori [27]. V [29, 33] bylo dokazano, qto ffta konstrukciØ universal~na v klasse invariantnyh vnutrennih metrik na odnorodnyh prostranstvah. Imenno, l¸baØ invariantnaØ vnutrennØØ metrika na faktorprostranstve gruppy Li po ee kompaktnoæ podgruppe finslerova, voobwe govorØ, negolonomnaØ.

PodobnaØ konstrukciØ i analogiqnyæ rezul~tat ime¸t mesto i dlØ antimetrik. Opixem ih podrobnee, naqav s ponØtiØ antinormy na otkrytom ostrom konuse U v koneqnomernom vewestvennom vektornom prostranstve V. Po opredeleni¸, ffto funk-

ciØ t na V takaØ, qto a) t ≥ 0 na V, t > 0 na otkrytom ostrom konuse U i t = 0 vne U ; b) t poloßitel~no odnorodna stepeni 1: t(tv) = tt(v), esli t ≥ 0 i v ∈ V; c) t(u + v) ≥ t(u) + t(v) dlØ vseh u, v ∈ U .

Zametim, qto t vognuta na U . Pofftomu ona nepreryvna v l¸boæ toqke U . Iz a) sleduet, qto t nepreryvna snizu; sootvetstvu¸waØ nepreryvnaØ sverhu funkciØ

t^⋆(ξ) = lim sup_{η→ξ} t(η), ξ ∈ V,

toße budet nazyvat~sØ antinormoæ (ili nepreryvnoæ sverhu antinormoæ). Otmetim, qto t^⋆ nepreryvna na clos U . Esli t nepre-

36 V. N. BERESTOVSKI`, V. M. GIQEV ryvna na V, uslovimsØ nazyvat~ ee nepreryvnoæ antinormoæ. Takim obrazom, nepreryvnost~ t ravnosil~na uslovi¸

t^⋆(ξ) = t(ξ) dlØ vseh ξ ∈ V. (15)

Predloßenie 1. FunkciØ t, udovletvorØ¸waØ uslovi¸ a), ØvlØ-

etsØ antinormoæ togda i tol~ko togda, kogda ee podgrafik Π = {ξ ⊕ t : 0 < t < t(ξ)} ØvlØetsØ otkrytym ostrym konusom v V ⊕ R. �ta funkciØ nepreryvna v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda mnoßestvo

U_1 = {ξ : t(ξ) ≥ 1}

zamknuto.

Inogda antinormy, ne predpolaga¸wiesØ nepreryvnymi, budut nazyvat~sØ razryvnymi.

Qerez l_g , r_g oboznaqa¸tsØ levye i pravye sdvigi na gruppe G:

l_g (h) = gh, r_g(h) = hg. (16)

Pust~ C_g – levyæ sdvig podmnoßestva C algebry Li G = T_eG (t.e. C_g = d_el_g(C) ⊆ T_gG). Semeæstvo vseh kusoqno gladkih puteæ

γ : [a, b] → G, udovletvorØ¸wih uslovi¸ γ^′(t) ∈ C_{γ(t)}, t ∈ [a, b], (17) gde (17) predpolagaetsØ vypolnennym dlØ obeih odnostoronnih proizvodnyh, oboznaqim qerez T(C). Pust~ V – lineænoe podprostranstvo G, t_∗ – antinorma na U ⊆ V. Vektory iz U i puti iz T(U ) budut nazyvat~sØ U -vremennopodobnymi. Dlinu U - vremennopodobnogo puti γ : [a, b] → G i (anti-)rasstoØnie opredelim formulami, podobnymi (13) i (14): λ(γ) = b∫ a t∗ (γ^′(t)) dt, (18)

τ (x, y) = sup λ(γ), (19)

t∗(γ^′(t)) = t∗^((del_{g(t)})^{−1}(γ^′(t))^),

gde sup beretsØ po mnoßestvu vseh U -vremennopodobnyh puteæ s naqalom x i koncom y, i τ (x, y) = −∞, esli takih puteæ ne

METRIZOVANNYE POLUGRUPPY 37 suwestvuet. �to opredelenie korrektno togda i tol~ko togda, kogda T(U ) ne soderßit netrivial~nyh zamknutyh puteæ. Daße v fftom sluqae funkciØ τ^+ ne obØzana byt~ nepreryvnoæ (primer 18). Moßet sluqit~sØ i tak, qto t nepreryvna dlØ razryvnoæ

t∗ (primer 17). �ti i drugie primery, privedennye v rabote, po-

kazyva¸t, qto rezul~tat, podobnyæ upomØnutomu vyxe rezul~- tatu dlØ metrik, ne moßet byt~ poluqen bez dopolnitel~nyh ograniqeniæ. Tem ne menee, my rassmatrivaem zdes~ ego variant, vkl¸qa¸wiæ v sebØ sformulirovannoe vyxe utverßdenie ob invariantnyh vnutrennih metrikah. V sootvetstvii s naxim podhodom, on vytekaet iz sledu¸weæ teoremy.

Teorema 2. Pust~ G – gruppa Li, S – ostraØ zamknutaØ polu-

gruppa v G. Polugruppa S lokal~no poroßdena togda i tol~ko togda, kogda ona ØvlØetsØ polugruppoæ Li. V fftom sluqae konus C(S) ØvlØetsØ ostrym, vypuklym i zamknutym.

�tot fakt davno izvesten specialistam, odnako nam ne udalos~ naæti podhodØwu¸ ssylku. Problema harakterizacii usloviæ, pri kotoryh dannaØ antinorma na C(S) poroßdaet nepreryvnu¸ antimetriku, ostaetsØ otkrytoæ. My ne budem ee zdes~ rassmatrivat~, sqitaØ zadannym metrizovannyæ porØdok na gruppe Li. V kaqestve poqti nemedlennogo sledstviØ teoremy, poluqaem opisanie ostryh lokal~no poroßdennyh polugrupp v vektornyh gruppah (t.e. additivnyh gruppah vektornyh prostranstv).

Sledstvie. OstraØ polugruppa v koneqnomernoæ vektornoæ grup-

pe lokal~no poroßdena togda i tol~ko togda, kogda ona ØvlØetsØ vypuklym ostrym konusom.

§3. Abelevy gruppy

Pervyæ xag k harakterizacii metrizovannyh porØdkov v gruppah Li sostoit v rexenii fftoæ zadaqi dlØ koneqnomernyh vektornyh grupp.

Teorema 3. Pust~ {Ut}t≥0 – metrizovannyæ porØdok v koneqno-

mernom vektornom prostranstve V. Togda funkciØ

t(x) = inf{t ≥ 0 : x /∈ Ut} (20)

38 V. N. BERESTOVSKI`, V. M. GIQEV ØvlØetsØ nepreryvnoæ antinormoæ na V. Obratno, kaßdaØ nepreryvnaØ antinorma t v V opredelØet metrizovannyæ porØdok po formule U_t = {v ∈ V : t(v) > t}, t ≥ 0. (21) DlØ antinorm ime¸tsØ estestvennye analogi ponØtiæ, svØzannyh s normami – naprimer, ih moßno zadavat~ kak funkcionaly Minkovskogo svoih “ediniqnyh xarov”.

Teorema 4. Esli t – antinorma na koneqnomernom vewestvennom

vektornom prostranstve V, to para mnoßestv {U_0, U_1}, opredelennaØ formuloæ (21), udovletvorØet sledu¸wim usloviØm:

U_0 ØvlØetsØ otkrytym ostrym vypuklym konusom a U_1 – otkrytym vypuklym podmnoßestvom U_0 so svoæstvami

tU_1 ⊂ U_1 dlØ vseh t > 1, U_0 = ⋃ t>0 tU_1. (22)

Esli t nepreryvna, to clos U_1 ⊂ U_0. (23)

Obratno, kaßdaØ para {U_0, U_1}, sostoØwaØ iz otkrytogo ostrogo konusa U_0 i otkrytogo vypuklogo mnoßestva U_1 ⊂ U_0, udovletvorØ¸wego (22), otveqaet antinorme t, zadannoæ formuloæ

t(x) = inf{t > 0 : x /∈ tU1}, (24)

priqem t nepreryvna, esli vypolnØetsØ uslovie (23). Sootvetstvu¸wiæ metrizovannyæ porØdok opredelØetsØ formuloæ

U_t = tU_1, t > 0, (25)

priqem ukazannoe sootvetstvie meßdu antinormami τ i parami {U_0, U_1} vzaimno odnoznaqno.

DrugaØ harakterizaciØ osnovana na modifikacii ponØtiØ opornoæ funkcii (ili dvoæstvennoæ normy). Pust~ U – otkrytyæ vypuklyæ konus v vewestvennom vektornom prostranstve V,

K ⊆ U . Opredelim opornu¸ funkci¸ h_K na dvoæstvennom pro-

stranstve V^∗ formuloæ

h_K (ξ) = { inf{ξ(x) : x ∈ K}, ξ ∈ U^∗, 0, ξ /∈ U^∗,

METRIZOVANNYE POLUGRUPPY 39 gde U^∗ = {ξ ∈ V^∗ : ξ(x) > 0 dlØ vseh x ∈ U \ {0}} (26)

ØvlØetsØ vnutrennost~¸ dvoæstvennogo k U konusa. Neravenstvo

h_K (ξ) ≥ 1 opredelØet polØrnoe mnoßestvo K^∗. Oqevidno, tK^∗ ⊆ K^∗ dlØ t > 1 i vseh K ⊆ U .

Teorema 5. Pust~ U – otkrytyæ ostryæ vypuklyæ konus v vewe-

stvennom vektornom prostranstve V, U^∗ zadano formuloæ (26). Togda dlØ kaßdogo nepustogo mnoßestva Q ⊆ U^∗ takogo, qto 0 /∈ clos Q, opornaØ funkciØ h_Q ØvlØetsØ antinormoæ na U . Nepreryvnost~ h_Q ravnosil~na tomu, qto dlØ kaßdoæ okrestnosti V nulØ v V^∗ i vseh ξ ∈ ∂U^∗ suwestvuet t > 0 takoe, qto

(V + tξ) ∩ (Q + U^∗) ≠ ?. (27)

ImeetsØ bol~xoe koliqestvo soderßatel~nyh primerov antinorm; pervyæ iz teh, qto privedeny niße (v izvestnoæ mere dubliru¸wiæ primer 1) pokazyvaet, qto ffto ponØtie v kakomto smysle obobwaet ponØtie normy. V opisanii primerov my vsegda predpolagaem, qto t(x) = 0 dlØ x /∈ U , gde U – otkrytyæ vypuklyæ ostryæ konus. Otmetim, qto U^∗ – konus telesnyæ i ostryæ.

Primer 2. Pust~ ‖ ‖ – norma na V, t(v ⊕ t) = max{0, t − ‖v‖}. FunkciØ t ØvlØetsØ nepreryvnoæ antinormoæ na nadgrafike ‖ ‖. Primer 3. Poloßim η(v) = ∫ U� e^{−⟨v,ξ⟩}dm(ξ), gde m – mera Lebega. FunkciØ η – vypuklaØ (bolee togo, log η ØvlØetsØ vypukloæ funkcieæ) i odnorodna stepeni −n; pofftomu mnoßestvo U_1 = {x ∈ U : η(x) < 1} vypuklo, otkuda sleduet, qto funkciØ t(v) = η(v)^{−1/n} ØvlØetsØ antinormoæ. Tak kak η(v) → +∞ pri v → ∂U , t nepreryvna. Pust~ Aut(U ) – gruppa lineænyh avtomorfizmov konusa U , Aut_0(U ) = Aut(U ) ∩ SL(V). ˚sno, qto

t invariantna otnositel~no Aut0(U ). Esli U – fflliptiqeskiæ

konus, to t – lorenceva antimetrika.

Primer 4. Neravenstvo Brunna–Minkovskogo [32] dlØ pary vypuklyh mnoßestv A, B

Vol (A + B)^{1/n} ≥ Vol (A)^{1/n} + Vol (B)^{1/n}

40 V. N. BERESTOVSKI`, V. M. GIQEV oznaqaet, qto funkciØ Vol (K)^{1/n} opredelØet antinormu na konuse (polugruppe) vypuklyh tel v R^n, faktorizovannomu po parallel~nym perenosam. Metrika Hausdorfa invariantna otnositel~no summy Minkovskogo i, tem samym, zadaet v neæ strukturu topologiqeskoæ polugruppy (s sokraweniem). Primer 5. Poloßitel~nye ffrmitovo-simmetriqeskie n × nmatricy obrazu¸t otkrytyæ vypuklyæ konus U_n v prostranstve H_n vseh ffrmitovo-simmetriqeskih matric togo ße razmera. FunkciØ

t(A) = (det A)^{1/n}

ØvlØetsØ nepreryvnoæ antinormoæ na U_n. Obratnoe neravenstvo treugol~nika dlØ t izvestno kak neravenstvo Minkovskogo dlØ opredeliteleæ. Pri n = 2 matricy Pauli

σ_0 = ( 1 0 0 1 ) , σ_1 = ( 0 1 1 0 ) , σ_2 = ( 0 −i i 0 ) , σ_3 = ( 1 0 0 −1 )

obrazu¸t vewestvennyæ bazis v lineænom prostranstve H_2. Esli pri fftom A =

∑_3 k=0 a_kσ_k, to det A = a^2_0 − a^2_1 − a^2 − a^2_3. Takim obra-

zom, (H_2, t) – ne qto inoe, kak prostranstvo-vremØ Minkovskogo (prostranstvo STO).

Primer 6. Pust~ U – otkrytyæ ostryæ vypuklyæ konus v V. DlØ x ∈ U poloßim

t(x) = Vol (Ix)^{1/n},

gde Vol (T ) oboznaqaet ob¨em tela T , n = dim V, a I_x = U ∩(x−U ) – porØdkovyæ interval. Obratnoe neravenstvo treugol~nika ØvlØetsØ sledstviem oqevidnogo vkl¸qeniØ I_x + I_y ⊆ I_{x+y} i neravenstva Brunna–Minkovskogo. �ta antinorma takße Aut_0(U )- invariantna. Esli konus U odnoroden (t.e. Aut(U ) deæstvuet na U tranzitivno), to antinorma primera 3 skalØrno kratna fftoæ. V qastnosti, ots¸da sleduet ravenstvo η(x)Vol (I_x) = const; dlØ neodnorodnyh konusov ono neverno. Odnorodnye vypuklye konusy opisany v rabote [34].

Primer 7. Pust~ W – koneqnomernoe vektornoe prostranstvo, K – ostryæ otkrytyæ konus v W , π : W → V – s¸r~ektivnyæ lineænyæ operator s Ødrom H takoæ, qto dim H = m > 0, H ∩

clos K = {0} i πK = U . FunkciØ t(x) = Vol (π^{−1}(x) ∩ K)^{1/m}, gde Vol

oboznaqaet m-mernyæ ob¨em, ØvlØetsØ antinormoæ na K. Esli

dim(π^{−1}x ∩ clos K) < m dlØ vseh x ∈ ∂U , to t nepreryvna.

METRIZOVANNYE POLUGRUPPY 41 V koneqnomernom vektornom prostranstve l¸bye dve normy ffkvivalentny. DlØ antinorm analogiqnoe utverßdenie neverno. Delo v tom, qto oni mogut imet~ razliqnoe asimptotiqeskoe povedenie vblizi granicy konusa. Sledu¸wiæ primer predstavlØet nabor antinorm, kotorye ØvlØ¸tsØ, v ponØtnom smysle, slabeæximi.

Primer 8. Vyberem v ∈ U i poloßim U0 = U , U1 = v + U . �ta para zadaet antinormu tv(x) = sup{t > 0 : x − tv ∈ U }. (28) Pust~ ~t – drugaØ antinorma na U i ~U_1 = {x ∈ V : ~t(x) > 1}. Vkl¸qenie x ∈ ~U_1 vleqet x + U ⊆ ~U_1. Sledovatel~no, dlØ vseh x ∈ U tv(x) ≤^~t^{(x)}_~ t(v)^.

Sledu¸wiæ primer soderßit konstrukci¸ dvoæstvennoæ antinormy.

Primer 9. Pust~ U – metrizovannyæ porØdok na V, zadannyæ paroæ (U_0, U_1). Poloßim

U^∗_1 = {ξ ∈ U^∗_0 : inf_{v∈U1} ξ(v) > 1},

U^∗_0 = {ξ ∈ V^∗ : ξ(v) > 0 dlØ vseh v ∈ clos U_0}

Esli clos U^∗_1 ⊂ U^∗_0 , to para (U^∗_0 , U^∗_1 ) zadaet metrizovannyæ porØdok na V^∗. �to uslovie ne vypolnØetsØ dlØ porØdkov U_v primera (8) (sm. teoremu 3); antinorma t^∗, dvoæstvennaØ k (28), predstavlØet soboæ sußenie na konus U^∗_0 lineænogo funkcionala

ξ → ξ(v) i ØvlØetsØ sil~neæxeæ: dlØ l¸boæ drugoæ antinormy ~t

naædetsØ C > 0 takoe, qto ~t(x) ≤ Ct^∗(x) dlØ vseh ξ ∈ U^∗_0 .

Estestvenno voznikaet vopros o strukture mnoßestva A(C) antinorm na konuse C v koneqnomernom vektornom prostranstve. Oqevidno, qto A(C) zamknuto otnositel~no operaciæ vzØtiØ summy, umnoßeniØ funkcii na poloßitel~noe qislo i minimuma funkciæ. Takim obrazom, A(C) ØvlØetsØ vypuklym konusom s dopolnitel~noæ operacieæ min. Privedennye vyxe primery natalkiva¸t na mysl~ o suwestvovanii i drugih operaciæ v A(C), ne vyvodØwih za ego predely. Naprimer, esli f, g ∈ A(C), to

42 V. N. BERESTOVSKI`, V. M. GIQEV √ fg ∈ A(C). Estestvennoe obobwenie takovo: esli η – antinor-

ma na poloßitel~nom kvadrante v R^2, to η(t_1, t_2) ∈ A(C) dlØ vseh t_1, t_2 ∈ A(C), qto daet kontinual~noe semeæstvo operaciæ

na A(C).

Dalee, antinormu primera 6 moßno zadat~ formuloæ t = (χ_C ∗

χ_C )^{1/n}, gde ∗ oboznaqaet operaci¸ svertki.

Zadaqa 1. Verno li, qto iz f, g ∈ A(C) sleduet, qto (f ∗ χC )^{1n+1} i (f ∗ g)^{1n+2} soderßatsØ v A(C) (stepeni postavleny tak, qtoby svertka imela stepen~ odnorodnosti 1).

Vozmoßno i drugoe opisanie funkciæ iz A(C). Suwestvuet giperploskost~ H v V , prohodØwaØ qerez nul~ i takaØ, qto

clos C ∩ H = {0}. DlØ proizvol~nogo vektora c ∈ C mnoßestvo B = clos C ∩ (c + H) – vypuklyæ kompakt. FunkciØ t ∈ A(C) polno-

st~¸ opredelØetsØ svoimi znaqeniØmi na B. Oqevidno, sußenie

r funkcii t na B udovletvorØet usloviØm:

1) r – neotricatel~na na B i poloßitel~na na vnutrennosti

B otnositel~no c + H;

2) r vognuta na B:

r(tx + (1 − t)y)t ≥ r(x) + (1 − t)r(y)

dlØ vseh x, y ∈ B, t ∈ [0, 1].

FunkciØ t nepreryvna togda i tol~ko togda, kogda

3) r(x) = 0 dlØ x iz granicy mnoßestva B v c + H.

Obratno, vsØkaØ funkciØ r na B so svoæstvami 1), 2) opredelØet funkci¸ t ∈ A(C), kotoraØ nepreryvna lix~ pri vypolnenii 3). Esli φ – nepreryvnaØ vozrasta¸waØ vognutaØ funkciØ na [0, ∞) s usloviØmi φ(0) = 0, 0 < φ(t) < ∞ pri t > 0, to φ ∘ r obladaet temi ße svoæstvami, qto daet ewe odno kontinual~noe semeæstvo operaciæ na A(C). Primer 10. �ntropiØ Xennona H(p) = − n∑ k=1 p_klog_2p_k,

gde n koneqno ili ravno ∞, vektora p = (p_1, . . . ) iz veroØtnostnogo simpleksa B = {p : ∑_n k=0 p_k = 1, p_k ≥ 0, . . . } udovletvorØet

usloviØm 1), 2). Uslovie 3) vypolnØetsØ lix~ pri n = 2. Moßno sqitat~, qto B pri n = ∞ vloßen v prostranstvo l^p, p ≥ 1. Obyqno B snabßaetsØ slaboæ topologieæ.

METRIZOVANNYE POLUGRUPPY 43

Primer 11. Pust~ P (G) – mnoßestvo vseh veroØtnostnyh mer μ na metrizuemoæ lokal~no kompaktnoæ gruppe G, absol¸tno nepreryvnyh otnositel~no mery Haara dg s funkcieæ plotnosti

p(g). Neposredstvennym obobweniem ffntropii Xennona ØvlØet-

sØ integral H(μ) = − ∫ G [log_2 p(g)] p(g) dg.

Esli G svØzna i ne kompaktna, to ffta funkciØ, v otliqie ot predyduwego primera, moßet menØt~ znak. H(μ) vognuta otnositel~no vypuklyh kombinaciæ funkciæ plotnosteæ p(g) mer μ i moßno ograniqit~sØ rassmotreniem vypuklogo mnoßestva P^+_H (G) teh mer μ ∈ P (G), dlØ kotoryh H(μ) ≥ 0. Mnoßestvo P^+_H (G) nepusto. N. Viner v [35], ssylaØs~ na vyskazannoe v liqnom soobwenii mnenie Dß. fon Neæmana, rassmatrival −H(μ) pri G = R kak razumnu¸ meru koliqestva informacii, svØzannogo s μ.

Sluqaæ obwih topologiqeskih abelevyh grupp zametno otliqaetsØ ot vektornogo. Otmetim snaqala neskol~ko faktov, otnosØwihsØ k nim. Soglasno teoreme 1.5 i sledstvi¸ 1.2 raboty [25], vsØkaØ odnosvØznaØ lokal~no kompaktnaØ lineæno svØznaØ gruppa G s pervoæ aksiomoæ sqetnosti izomorfna prØmomu proizvedeni¸ odnosvØznoæ gruppy Li i ne bolee qem sqetnogo qisla kompaktnyh prostyh svØznyh odnosvØznyh grupp Li. V qastnosti, esli gruppa G abeleva, to ona topologiqeski izomorfna koneqnomernomu vewestvennomu vektornomu prostranstvu. Vsledstvie zameqaniØ k teoreme 2.2 raboty [1], dopuska¸waØ poqti vnutrenn¸¸ antimetriku polnaØ metrizuemaØ gruppa lineæno svØzna; ots¸da vytekaet sledu¸wee utverßdenie.

Predloßenie 2. VsØkaØ svØznaØ odnosvØznaØ lokal~no kompakt-

naØ abeleva gruppa s (poqti) vnutrenneæ (anti)metrikoæ topologiqeski izomorfna koneqnomernomu vewestvennomu vektornomu prostranstvu.

Kak pokazyvaet sledu¸wiæ primer, bez usloviØ lokal~noæ kompaktnosti gruppa moßet byt~ ne izomorfna vektornomu prostranstvu daße pri suwestvennom usilenii ostal~nyh usloviæ predloßeniØ 2.

Primer 12. Pust~ B – mnoßestvo vseh lebegovskih klassov borelevskih podmnoßestv koneqnoæ mery Lebega m v R. Poloßim

44 V. N. BERESTOVSKI`, V. M. GIQEV

d(A, B) := m(A △ B), gde A, B ∈ B, a △ – simmetriqeskaØ raz-

nost~. Zametim, qto operaciØ △ ravnosil~na sloßeni¸ harakteristiqeskih funkciæ mnoßestv po modul¸ 2. Pofftomu B ØvlØetsØ abelevoæ gruppoæ, kaßdyæ fflement kotoroæ invol¸tiven, s ediniceæ ?. V qastnosti, B ne izomorfna topologiqeskomu vektornomu prostranstvu i ne dopuskaet vvedeniØ antimetriki. Moßno dokazat~, qto B polna i stØgivaema, a metrika d – vnutrennØØ i udovletvorØet (global~no) uslovi¸ suwestvovaniØ kratqaæxih. OtobraßeniØ A → λA, λ > 0, ØvlØ¸tsØ odnovremenno metriqeskimi podobiØmi s kofffficientom λ i avtomorfizmami gruppy. StØgivanie H : B×[0, 1] → B, opredelennoe ravenstvom H(A, t) = tA, nepreryvno blagodarØ tomu, qto harakteristiqeskie funkcii izmerimyh mnoßestv moßno priblizit~ v L^1(R) finitnymi nepreryvnymi funkciØmi. VsØkaØ izometriØ

(B, d) na sebØ predstavlØetsØ v vide superpozicii levogo sdvi-

ga i avtomorfizma φ gruppy B, sohranØ¸wego meru mnoßestv; φ ØvlØetsØ i avtomorfizmom σ-algebry B. Esli zamenit~ R na otrezok [0, 1], to vse predyduwie utverßdeniØ, za iskl¸qeniem suwestvovaniØ metriqeskih podobiæ, sohranØ¸tsØ. V fftom sluqae σ-algebra B vmeste s meroæ m izvestna kak nepreryvnoe prostranstvo Lebega; izvestno, qto avtomorfizm φ induciruetsØ avtomorfizmom prostranstva Lebega.

Otmetim, qto polugruppa U_0, otveqa¸waØ metrizovannomu porØdku na vewestvennom vektornom prostranstve V , vypuklaØ togda i tol~ko togda, kogda U_0 – konus. V beskoneqnomernom sluqae U_0 ne obØzano byt~ konusom. Bolee togo, vypuklost~ U_0 – dovol~no suwestvennoe ograniqenie na V .

Predloßenie 3. VsØkoe topologiqeskoe vewestvennoe lineænoe

prostranstvo V s pervoæ aksiomoæ sqetnosti dopuskaet metrizovannyæ porØdok {U_t}_{t≥0} s vypuklym mnoßestvom U_0 togda i tol~ko togda, kogda V normiruemo.

DlØ beskoneqnomernyh topologiqeskih vektornyh prostranstv, v tom qisle normiruemyh, suwestvovanie metrizovannyh porØdkov s nevypuklym U_0, vidimo, tipiqno. Primery moßno stroit~, ishodØ iz primerov vnutrennih metrik s nevypuklymi xarami: esli ρ – takaØ metrika na prostranstve V , r(v) = ρ(0, v), to dlØ antimetriki na V × R, postroennoæ po r kak v primere 1, mnoßestvo U_0 ne vypuklo (tak kak proekciØ na V seqeniØ U_0 giperploskost~¸ vida (·, t_0), t_0 > 0, ØvlØetsØ xarom). Dva primera

METRIZOVANNYE POLUGRUPPY 45 takih vnutrennih metrik postroeny Radstrœmom v [36]. Pust~ ‖f‖_p = 1∫ 0 |f(x)|^p dx, gde f ∈ L^p[0, 1] i 0 < p ≤ 1.

Primer 13. V prostranstve V = L^p[0, 1] pri 0 < p ≤ 1 standartnaØ metrika, opredelØemaØ funkcieæ r(f) = ‖f‖_p, ØvlØetsØ vnutrenneæ. Odnu iz kratqaæxih, soedinØ¸wih 0 s f (mnoßestvo kratqaæxih nesqetno), moßno realizovat~ tak: γ(t) = χ_tf, gde χ_t – harakteristiqeskaØ funkciØ otrezka [0, t]. Esli p < 1, to xary ne vypuklye.

V fftom primere prostranstvo V pri p < 1 ne lokal~no vypuklo. Podobnye primery est~ i v lokal~no vypuklyh prostranstvah.

Primer 14. Pust~ Z – additivnaØ gruppa funkciæ iz V =

L^1[0, 1], prinima¸wih poqti vs¸du lix~ celye znaqeniØ. DlØ t > 0 oboznaqim qerez U_t otkrytyæ xar otnositel~no normy ‖ ‖_1

s centrom v nule. Poloßim Z_t = U_t ∩ Z i, dlØ c > 0, V^c_t = U_{ct} + Z_t. V [36] pokazano, qto suwestvuet vnutrennØØ metrika ρ_s na V , dlØ kotoroæ (pri t > 0) V^c_t ØvlØetsØ xarom radiusa t s centrom v nule i qto mnoßestvo V^c_t ne vypuklo pri dostatoqno malyh c > 0. Soglasno privedennym primeram, v beskoneqnomernom sluqae ostraØ lokal~no poroßdennaØ polugruppa ne obØzana byt~ konusom. Iz predyduwego legko izvlekaetsØ primer bolee ser~eznoæ patologii: kasatel~nyæ konus moßet okazat~sØ trivial~nym. Primer 15. Oboznaqim qerez Z^p (Z^p_+) additivnu¸ (polu)gruppu funkciæ iz L^p := L^p[0, 1], 0 < p < ∞, prinima¸wih poqti vs¸du celye (neotricatel~nye) znaqeniØ. ˚sno, qto Z^p i Z^p_+ zamknuty v L^p. Esli ‖f_n‖ → 0 pri n → ∞, f_n ∈ Z^p, to mery mnoßestv

{x ∈ [0, 1] : f_n(x) > 0} stremØtsØ k nul¸. Pofftomu u l¸boæ posle-

dovatel~nosti vida {t_nf_n} predel moßet byt~ lix~ nulevym. Tem ne menee, netrudno pokazat~, qto polugruppa Z^p ostraØ i lokal~no poroßdennaØ.

Gruppa G = Z^2 imeet udivitel~nye harakterizacii i svoæstva. UpomØnem tol~ko nekotorye iz nih.

1) Kak metriqeskaØ podgruppa v L^2, gruppa G harakterizuetsØ sledu¸wim svoæstvom: dlØ l¸bogo natural~nogo qisla n, G = ∑_n i=1 G_i, gde G_i⊥G_j pri i ≠ j i vse G_i metriqeski podobny (i

topologiqeski izomorfny) gruppe G s kofffficientom podobiØ 1/ √ n.

46 V. N. BERESTOVSKI`, V. M. GIQEV

2) Drugoe opisanie svØzano s matricami Adamara. Napomnim, qto m×m-matrica H nazyvaetsØ matriceæ Adamara, esli ee fflementy ravny ±1 i HH^T = mI. Budem sqitat~, qto pervaØ stroka i pervyæ stolbec matricy H sostoØt iz +1. Otoßdestvim L^2 s

l^2, vybiraØ v L^2 ortonormirovannyæ bazis E = {e_n} i soposta-

vlØØ emu kanoniqeskiæ bazis v l^2. Pust~ H(n, m(n)) – proizvol~- naØ posledovatel~nost~ m(n) × m(n)-matric Adamara (m(n) ≥ 2). Oboznaqim qerez A_k additivnu¸ podgruppu v l^2, poroßdennu¸ vektorami, koordinatami kotoryh otnositel~no pervyh vektorov bazisa E ØvlØ¸tsØ stroki matricy 1 l (H(1, m(1)) ⊗ · · · ⊗ H(k, m(k)), l = k∏ i=1 m(i), gde ⊗ oboznaqaet tenzornoe (kronekerovskoe) proizvedenie matric.

Gruppa A_k obrazuet kubiqesku¸ rexetku v R^l ⊂ l^2, priqem

A_k ⊂ A_{k+1}. Gruppa G izometriqeski izomorfna gruppe clos A,

gde A = ⋃ A_k. V fftoæ realizacii G moßno naglØdno interpre-

tirovat~ kak beskoneqnomernu¸ kubiqesku¸ rexetku v l^2, kuby kotoroæ ime¸t bol~xu¸ diagonal~ dliny 1 i beskoneqno malye rebra. “Glubokie dyry” fftoæ rexetki ime¸t radius^1_2 i sostoØt iz vseh toqek smeßnogo klassa^1_2 e_1 + G. Ob¨edinenie sfer radiusa^1_2 s centrami iz smeßnogo klassa^1_2 e_1 + 2G pokryvaet G. Pri fftom vse ukazannye ranee poroßda¸wie mnoßestva grupp

A_k nahodØtsØ na pereseqenii Φ gruppy G so sferoæ S(^1_2 e_1,^1_2 );

ih ob¨edinenie algebraiqeski poroßdaet polugruppu, plotnu¸ v Z^2_+. Mnoßestvo Φ ukazannym ranee izomorfizmom l^2 → L^2 otoßdestvlØetsØ s semeæstvom harakteristiqeskih funkciæ borelevskih podmnoßestv [0, 1] (soderßawimsØ v Z^2).

G imeet sledu¸wie svoæstva.

3) Gruppa G/2G topologiqeski izomorfna gruppe B primera 12 (na otrezke [0, 1]). EstestvennaØ proekciØ p : G → G/2G induciruet edinstvennu¸ metriku ρ na B (ffkvivalentnu¸ metrike primera 12, no ne sovpada¸wu¸ s neæ), otnositel~no kotoroæ p ØvlØetsØ submetrieæ. Pri fftom mnoßestvo Φ izometriqno otobraßaetsØ na (B, ρ).

4) Pereseqenie G so vsØkim koneqnomernym podprostranstvom diskretno. Zamknutye podgruppy banahovyh prostranstv s takim svoæstvom izuqalis~ ran~xe (sm. [37] i citirovannu¸ tam

METRIZOVANNYE POLUGRUPPY 47 literaturu).

5) Gruppa G lineæno svØzna i, vsledstvie harakterizacii 1), topologiqeski soderßit gil~bertov kirpiq (tihonovskiæ kub

I^ω ). Pofftomu G imeet beskoneqnu¸ (nesqetnu¸) razmernost~

Urysona–Mengera.

6) (K. Plaut). Esli H – podgruppa v l^2 takaØ, qto l^2/clos H lokal~no kompaktna, to G + H (i, sledovatel~no, A + H) plotna v l^2.

Zadaqa 2. V svØzi so svoæstvom 4) voznikaet vopros: kakie rexetki v koneqnomernyh evklidovyh prostranstvah metriqeski podobny pereseqeniØm G s koneqnomernymi podprostranstvami l^2?

Zadaqa 3. Oharakterizovat~ ostrye i lokal~no poroßdennye podpolugruppy banahovyh prostranstv s trivial~nym kasatel~- nym konusom. Verno li, qto kaßdaØ takaØ polugruppa ØvlØetsØ pereseqeniem ostrogo konusa s zamknutoæ (lineæno) svØznoæ podgruppoæ additivnoæ gruppy prostranstva so svoæstvom 4)?

§4. Antimetriki na gruppah Li

Teper~ my moßem sformulirovat~ osnovnoæ rezul~tat rabo- ty. Teorema 6. Pust~ τ – vnutrennØØ antimetrika v gruppe Li G, t

opredelena formuloæ (11). Togda suwestvuet podprostranstvo V algebry Li G, algebraiqeski poroßda¸wee G, i antinorma t_∗ na V takie, qto t sovpadaet s funkcieæ, postroennoæ po t_∗ posredstvom formul (19) i (18). Pri fftom t odnoznaqno opredelØet V i t∗. Antinorma t_∗ ne obØzana byt~ nepreryvnoæ. Privedennyæ niße primer 17 pokazyvaet, qto fftot ffffekt, po-vidimomu, imeet negolonomnyæ harakter. Problema opredeleniØ usloviæ, pri vypolnenii kotoryh nepreryvnoæ antinorme na zadannom global~nom konuse otveqaet nepreryvnaØ antimetrika, kaßetsØ ves~ma netrivial~noæ. Tak, toqnaØ verhnØØ granica v (19) moßet byt~ beskoneqnoæ, a ee koneqnost~ ne oznaqaet, qto funkciØ t v (19) nepreryvna daße pri nepreryvnoæ t_∗. My privodim qastiqnye rezul~taty i ill¸striru¸wie primery. Levoinvariantnyæ porØdok, opredelennyæ polugruppoæ S, nazyvaetsØ global~- no giperboliqeskim, esli kaßdyæ porØdkovyæ interval S ∩ xS^{−1}

48 V. N. BERESTOVSKI`, V. M. GIQEV kompakten; my budem v fftom sluqae nazyvat~ global~no giperboliqeskoæ polugruppu S.

Predloßenie 4. Pust~ S – ostraØ polugruppa Li s nepustoæ vnu-

trennost~¸ v gruppe Li G. Sledu¸wie usloviØ ravnosil~ny:

1) S global~no giperboliqna;

2) dlØ kaßdogo r > 0 suwestvuet R > 0 takoe, qto

sup Λ(γ) < R < ∞ (29)

gde sup beretsØ po vsem S-vremennopodobnym putØm γ : [a, b] → G so svoæstvom ρ(γ(a), γ(b)) < r, gde ρ – proizvol~- naØ levoinvariantnaØ vnutrennØØ metrika na G.

Teorema 7. Pust~ S – ostraØ global~no giperboliqeskaØ polugrup-

pa Li s nepustoæ vnutrennost~¸, C = C(S). Togda kaßdaØ nepreryvnaØ antinorma C opredelØet antimetriku po formulam (18) i (19).

Gipoteza 1. Verno i obratnoe utverßdenie.

DlØ naugad vzØtogo ostrogo konusa C ⊆ G nel~zØ oßidat~, qto l¸baØ antinorma na C zadaet nekotoru¸ antimetriku na G. Vo-pervyh, lineænaØ oboloqka konusa C dolßna algebraiqeski poroßdat~ algebru Li G. Vo-vtoryh, kak pokazyvaet primer 18, neobhodimo predpoloßit~ global~nost~ C. Daße esli vse ffti usloviØ vypolneny, no S(C) ne global~no giperboliqna, to nekotorye antinormy ne opredelØ¸t antimetrik.

Zadaqa 4. Pust~ C – global~nyæ konus v G takoæ, qto ego lineænaØ oboloqka V algebraiqeski poroßdaet G. Verno li, qto dlØ kaßdogo v ∈ IntC antinorma t_v primera 8 opredelØet antimetriku posredstvom formul (18) i (19)?

My rassmatrivaem takße problemu suwestvovaniØ vremennopodobnoæ dlinneæxeæ krivoæ, soedinØ¸weæ zadannye toqki x i y, t.e. puti γ : [a, b] → G takogo, qto γ(a) = x, γ(b) = y, λ(γ) = τ (x, y). (30) Bez poteri obwnosti my moßem predpoloßit~, qto x = e i γ parametrizovana dlinoæ dugi. Udobno rasxirit~ opredelenie vremennopodobnoæ krivoæ na lipxicev sluqaæ: lipxicev po otnoxeni¸ k rimanovoæ metrike put~ γ : [a, b] → G budem nazyvat~ C-vremennopodobnym, esli (17) vypolnØetsØ dlØ poqti vseh

METRIZOVANNYE POLUGRUPPY 49 t ∈ [a, b]. ˚sno, qto opredelenie ot vybora rimanovoæ metriki ne

zavisit. Pust~ S – ostraØ polugruppa Li v gruppe Li G. Put~

γ : [a, b] → G budet nazyvat~sØ S-vremennopodobnym, esli γ(s)^{−1} γ(t) ∈ S dlØ vseh s, t ∈ [a, b], s < t. Teorema 8. Pust~ U = {Ut}t≥0 – metrizovannyæ porØdok v gruppe

Li G. Suwestvuet okrestnost~ V edinicy e v G takaØ, qto dlØ proizvol~noæ toqki p ∈ V ∩U_0 suwestvuet dlinneæxaØ lipxiceva krivaØ, soedinØ¸waØ toqki e i p.

V sootvetstvii s prinØtym nami podhodom, fftot rezul~tat vyvoditsØ iz teoremy, otnosØweæsØ k polugruppam Li. Teorema 9. Pust~ S – ostraØ polugruppa Li v gruppe G, C = C(S).

KaßdaØ S-vremennopodobnaØ krivaØ dopuskaet lipxicevu parametrizaci¸. Lipxicev put~ ØvlØetsØ S-vremennopodobnym togda i tol~ko togda, kogda on C-vremennopodoben. Dalee, suwestvuet okrestnost~ V ∈ T_e takaØ, qto dlØ kaßdoæ toqki p ∈ S ∩ V suwestvuet C-vremennopodobnyæ lipxicev put~, soedinØ¸wiæ e i p; esli S global~no giperboliqna, to takoæ put~ suwestvuet dlØ vseh p ∈ S.

Postroenie dlinneæxeæ krivoæ svoditsØ k nahoßdeni¸ clos Πvremennopodobnoæ krivoæ, soedinØ¸weæ edinicu s toqkoæ iz zamykaniØ podgrafika. Esli t, Π – te ße, qto i v PG, p ∈ ∂Π i

clos Π-vremennopodobnyæ put~ γ soedinØet (e, 0) i p = (q, t(q)), to

proekciØ γ na G ØvlØetsØ dlinneæxeæ krivoæ s naqalom e i koncom q (pri fftom nevaßno, kakoe opredelenie vremennopodobnoæ krivoæ my ispol~zuem – dlØ polugrupp Li oni ravnosil~ny). Global~no dlinneæxeæ krivoæ moßet i ne byt~. Zadaqa 5. Verno li, qto dlØ strogo vypuklogo clos U1 okrestnost~ V ∈ T_e moßno vybrat~ tak, qto soedinØ¸waØ toqki e i

g ∈ V ∩ U_0 dlinneæxaØ krivaØ edinstvenna?

DlØ negolonomnoæ metriki na trehmernoæ gruppe Geæzenberga lokal~noæ edinstvennosti net – ona naruxaetsØ v toqkah centra vvidu invariantnosti metriki otnositel~no gruppy vraweniæ.

Sformulirovannye vyxe rezul~taty privodØt k prostomu i konceptual~nomu dokazatel~stvu teoremy, dokazannoæ v [29]. Teorema 10. KaßdaØ levoinvariantnaØ vnutrennØØ metrika na

gruppe Li ØvlØetsØ finslerovoæ, byt~ moßet, negolonomnoæ.

50 V. N. BERESTOVSKI`, V. M. GIQEV

Privedem neskol~ko ill¸striru¸wih primerov, naqav s prosteæxego primera negolonomnogo metrizovannogo porØdka. Primer 16. Pust~ G = H3 – trehmernaØ gruppa Geæzenberga, X, Y , Z – obrazu¸wie ee algebry Li G = H_3, [X, Y ] = Z, V – dvumernoe podprostranstvo s bazisom X, Y . Poloßim U_0 = {xX + yY : x > 0, y > 0}. FunkciØ t∗(x, y) = { √ xy, (x, y) ∈ U_0, 0, (x, y) /∈ U_0, (31)

ØvlØetsØ antinormoæ na V, opredelØ¸weæ antimetriku t v G vyxeopisannym sposobom. Gruppu H_3 moßno realizovat~ kak H_3 s umnoßeniem, opredelennym formuloæ Kffmpbella–Hausdorfa: (x, y, z)(ξ, η, ζ) = (x + ξ, y + η, z + ζ + 1 2 (xη − yξ)). Zametim, qto v fftoæ realizacii

{a, b} := aba^{−1}b^{−1} = [a, b] dlØ vseh a, b ∈ H_3 = H_3. (32)

Pust~ U_0 – mnoßestvo koneqnyh toqek vremennopodobnyh krivyh s naqalom v e. DlØ kaßdoæ toqki p_0 = (x_0, y_0, z_0) ∈ U_0 suwestvuet dlinneæxaØ, soedinØ¸waØ e i p_0. Ona moßet byt~ naædena kak rexenie variacionnoæ zadaqi

y(0) = 0, y(x_0) = y_0, 1 2 x_0y_0 − x0∫ 0 y(x) dx = z_0; x0∫ 0 √ y^′(x) dx → max . RexaØ ee standartnym sposobom, poluqaem y =^{ax}_{b−x} dlØ nekotoryh a i b. Takim obrazom, proekcii dlinneæxih na ploskost~ xy ØvlØ¸tsØ dugami giperbol, asimptoty kotoryh parallel~ny osØm koordinat. FunkciØ t ne vypisyvaetsØ Øvno, no moßno zadat~ parametriqeski granicu mnoßestva U_t, t > 0. Poskol~ku t_∗ invariantna po otnoxeni¸ k giperboliqeskim vraweniØm, t invariantna otnositel~no avtomorfizmov (x, y, z) → (μx, μ^{−1}y, z),

METRIZOVANNYE POLUGRUPPY 51 μ > 0, Pofftomu dostatoqno naæti sußenie funkcii t na plos-

kost~ α, zadannu¸ uravneniem x = y. Pust~ (x, z) – koordinaty v α dlØ toqki (x, x, z). Togda formuly

z = t^2 sh θ − θ θ^2 , x = t 2 sh^θ_2 θ (33)

zada¸t parametrizaci¸ krivoæ ∂U_t ∩ α.

V svØzi s fftim primerom otmetim sledu¸wee shodstvo (ne sluqaænoe). Pust~ |(x, y)| = √ x^2 + y^2 – evklidova dlina v plos-

kosti xy, B_1 – ediniqnyæ xar dlØ postroennoæ po neæ metriki Karno–Karateodori v H_3. Oqevidno, B_1 invarianten otnositel~no vraweniæ vokrug osi z. VyqisleniØ pokazyva¸t, qto pereseqenie B_1 s ploskost~¸ xz ograniqeno krivoæ

z = t^2 θ − sin θ 2θ^2 , x = t 2 sin^θ_2 θ . (34)

V pervom iz sledu¸wih primerov funkciØ t_∗ razryvna, a t – nepreryvna; vo vtorom nepreryvna t_∗, a razryvna t. Primer 17. Pust~ G – ta ße, qto i v primere 16. Podgrafik antinormy fftogo primera – otkrytyæ v V × R vypuklyæ konus C = {(ξ, η, t) ∈ V × R : 0 < t < √ ξη}. Pust~ ~C – summa C i luqa

Z^+ = {(0, 0, ζ, 0) ∈ G ⊕ R : ζ > 0}.

Suwestvuet edinstvennaØ antinorma t_∗ na G s podgrafikom C. Tak kak V ⊕ R – opornaØ giperploskost~ k ~C i ~C ∩ (V ⊕ R) = C, t_∗ razryvna na G. V to ße vremØ polugruppa ~Π ⊂ G×R, poroßdennaØ

exp( ~C), – podgrafik nepreryvnoæ funkcii t, zada¸weæ antime-

triku v sootvetstvii s teoremoæ 1. Ona ØvlØetsØ podgrafikom nekotoroæ funkcii, tak kak iz 0 < s < t i (g, t) ∈ ~Π, oqevidno, sleduet (g, s) ∈ ~Π. Tak kak ~C = C ⊕ Z^+, dlØ vseh ξ ∈ ~C imeetsØ

52 V. N. BERESTOVSKI`, V. M. GIQEV edinstvennoe razloßenie ξ = η + ζ s ζ ∈ Z^+, η ∈ C. Sledovatel~- no, dlØ vseh ξ_1, . . ., ξ_n ∈ ~C

exp(ξ_1) . . . exp(ξ_n) = ζ exp(η_1) . . . exp(η_n),

gde ζ ∈ Z^+, η_1, . . . , η_n ∈ C. �to vleqet ravenstva

~U_t = Z^+U_t, t ≥ 0, (35)

gde U_t – ta ße, qto v primere 16 i ~U_t = {g ∈ G : (g, t) ∈ ~Π}. Pofftomu ~U_t ∩ α = (U_t ∩ α) ∪ {(x, x, z) : x > t, z > 0}, gde α – ploskost~ x = y togo ße primera. Ispol~zuØ (35) i Øvnyæ vid mnoßestv {U_t}_{t≥0} primera 16, legko proverit~, qto semeæstvo { ~U_t}_{t≥0} udovletvorØet MP.

V sledu¸wih dvuh primerah ponadobitsØ prostaØ konstrukciØ puteæ (lomanyh) iz T(C), gde C ⊆ G. DlØ x ∈ C poloßim x(t) = exp(tx), t ∈ [0, |x|]. (36) ˚sno, qto x ∈ T({x}). Dalee, pust~ γ_k : [0, s_k] → G – puti s γ_k(0) = e, k = 1, 2. Ih proizvedenie γ_1 · γ_2 : [0, s_1 + s_2] → G opredelim ravenstvom

γ_1 · γ_2(t) = { γ_1(t), t ∈ [0, s_1],

γ_1(s_1)γ_2(t − s_1), t ∈ [s_1, s_1 + s_2].

(37)

Oqevidno, γ_1 · γ_2(t) ∈ T(C), esli γ_1, γ_2 ∈ T(C). Bolee togo,

γ_1 · γ_2(s_1 + s_2) = γ_1(s_1)γ_2(s_2). (38)

PrimenØØ fftu konstrukci¸ k koneqnym mnoßestvam x=(x_1, . . ., x_n) toqek iz C, poluqaem kusoqno-gladkiæ put~

x = x_1 · x_2 · . . . · x_n ∈ T(C), (39)

soedinØ¸wiæ e i exp(x_1) · · · exp(x_n).

Primer 18. Pust~ G = H3 × R. Otoßdestvim G = H3 ⊕ R s G. Poloßim

C = {(x, y, z, r) ∈ G : z^3r ≥ (x^2 + y^2)^2, z ≥ 0}.

METRIZOVANNYE POLUGRUPPY 53 Seqenie C giperploskost~¸ z = 1 – vypukloe mnoßestvo r ≥

(x^2 + y^2)^2. Pofftomu C – vypuklyæ konus. Oqevidno, C – ostryæ.

Suwestvuet nepreryvnaØ antinorma t_∗ na G takaØ, qto

t∗(x, y, 1, r) >^√r, esli r ≥ 2(x^2 + y^2)^2. (40)

Pust~

r > 0, a_r = (^4 √ r 2 , 0, 0, 0), b_r = (0,^4 √ r 2 , 0, 0) i c_r = (0, 0, 1, r).

Togda c_r ± a_r, c_r ± b_r ∈ C; bolee togo, dlØ fftih vektorov vypolnØetsØ uslovie (40). Sledovatel~no, dlØ

x_r = (c_r + b_r, c_r + a_r , c_r − b_r, c_r − a_r)

i s = (s, s, s, s), s > 0, krivaØ γ = x^s_r vremennopodobna. Tak kak c_r prinadleßit centru G, to soglasno (32),

γ(4s) = 4sc_r + s^2[b_r, a_r] = (0, 0, 4s − s^2 √ r 2 , 4sr). DlØ s = 4

√_2 r γ(4s) = (0, 0, 0, 16 √ 2r) → e = (0, 0, 0, 0) pri r → 0.

Dalee, dlØ togo ße s, vvidu (18) i (40), λ(γ) = 4s∫ 0 t∗(γ^′(t)) dt ≥ 4s^√r = 16^√2.

Pofftomu funkciØ t, opredelennaØ (19), ne moßet byt~ nepreryvnoæ v toqke e.

Otmetim, qto konus C ne globalen; odnako podobnye primery ime¸tsØ i dlØ global~nyh konusov.

Primer 19. Pust~ gruppa G = H3 × R realizovana kak algebra Li G = H_3 ⊕ R s umnoßeniem, opredelennym po formule Kffmpbella–Hausdorfa: (x, y, z, r)(ξ, η, ζ, ρ) = (x + ξ, y + η, z + ζ + 1 2 (xη − yξ), r + ρ). (41)

54 V. N. BERESTOVSKI`, V. M. GIQEV DlØ s, r > 0 poloßim

a_1 = (0, 2s, s^2, r), a_2 = (2s, 0, s^2, r),

a_3 = (0, −2s, s^2, r), a_4 = (−2s, 0, s^2, r).

Togda

a_1a_2a_3a_4 = (0, 0, 0, 4r) (42)

pri l¸bom s. Pust~ C – fflliptiqeskiæ konus 4zr − x^2 − y^2 > 0,

r > 0. Esli r > 1, to a_k ∈ C dlØ vseh k = 1, . . ., 4. Poloßim a = (x, y, z, r). FunkciØ

t∗(a) = { √ 4zr − x^2 − y^2, a ∈ C, 0, a /∈ C (43)

ØvlØetsØ antinormoæ v G. Pust~ a = (a_1, . . . , a_4) i a – sootvetstvu¸wie krivye. Togda krivaØ a C-vremennopodobna i

λ(a) = t_∗(a_1) + · · · + t_∗(a_4) = 8s √ r − 1. (44)

Ob¨edinØØ (43), (19) i (44), poluqaem, qto rasstoØnie meßdu e i (0, 0, 0, 4r) beskoneqno dlØ r > 1.

Pust~ ⟨M, ρ⟩ – metriqeskoe prostranstvo, a > 0. Nazovem apodobiem preobrazovanie δ : M → M takoe, qto ρ(δ(x), δ(y)) = aρ(x, y) dlØ vseh x, y ∈ M . �to opredelenie imeet oqevidnyæ analog dlØ antimetrik. VnutrennØØ antimetrika primera 16 dopuskaet apodobie dlØ l¸bogo a > 0 – ffto avtomorfizm δ_a(x, y, z) = (ax, ay, a^2z). V rabote [38] bylo dokazano, qto lokal~no-kompaktnoe odnorodnoe prostranstvo s vnutrenneæ metrikoæ dopuskaet a-podobie (pri a ≠ 1) togda i tol~ko togda, kogda ono izometriqno odnosvØznoæ nil~potentnoæ gruppe Li s graduirovannoæ algebroæ Li i levoinvariantnoæ (v neabelevom sluqae) metrikoæ Karno– Karateodori. DlØ vnutrennih antimetrik analogiqnyæ rezul~- tat neveren, kak pokazyvaet sledu¸wiæ prostoæ primer. Primer 20. Pust~ G1 i G2 – gruppy Li s vnutrennimi antimetrikami, postroennymi po antinormam t^{(1)}_∗ , t^{(2)}_∗ sootvetstvenno.

METRIZOVANNYE POLUGRUPPY 55 Predpoloßim, qto G_2 dopuskaet a-podobie δ s a ≠ 1 (naprimer,

G_2 = H_3 iz primera 16). Poloßim G = G_1 × G_2 i, dlØ x = (x_1, x_2), y = (y_1, y_2), τ (x, y) = √ τ_1(x_1, y_1)τ_2(x_2, y_2).

Togda preobrazovanie x → x_1 × δ(x_2) ØvlØetsØ √ a-podobiem v G.

Teorema 11.

1. VsØkaØ parametrizovannaØ dlinoæ dugi kratqaæxaØ g : [0, a] →

G levoinvariantnoæ vnutrenneæ metriki ρ na gruppe Li G, opredelØemoæ normoæ na podprostranstve V ⊆ G s zamknutym ediniqnym xarom B_1, ØvlØetsØ optimal~noæ po bystrodeæstvi¸ lipxicevoæ traektorieæ sistemy upravleniØ g(t)^{−1}g^′(t) = u ∈ B_1.

2. (Levoinvariantnyæ princip maksimuma PontrØgina) VsØkaØ takaØ kratqaæxaØ g(t) s naqalom v e ∈ G est~ lipxiceva integral~naØ krivaØ (kasa¸waØsØ dlØ poqti vseh t ∈ [0, a]) differencial~nogo vkl¸qeniØ

{d_el_g (u) ∈ T_gG | ψ_g(u) = max{ψ_g(v) : v ∈ clos B_1}}, (45)

gde ψ_g := (Ad_g)^∗(ψ_0) ∈ G^∗, a ψ_0 ∈ G^∗ – nekotoryæ fiksirovannyæ kovektor s

max{ψ_0(v) : v ∈ B_1} = 1.

Esli mnoßestvo B_1 strogo vypuklo, to differencial~noe vkl¸qenie (45) est~ nepreryvnoe vektornoe pole na G.

3. (Zakon sohraneniØ) Pri fftom ψ(t)(g(t)^{−1}g^′(t)) = 1 dlØ vseh t ∈

[0, a], gde ψ(t) := (Ad_{g(t)})^∗(ψ_0).

Teorema 12.

1. VsØkaØ parametrizovannaØ dlinoæ dugi vremennopodobnaØ dlinneæxaØ g : [0, a] → G levoinvariantnoæ vnutrenneæ antimetriki τ na gruppe Li G, opredelØemoæ antinormoæ na podprostranstve V ⊆ G s otkrytym ediniqnym xarom U_1, ØvlØetsØ optimal~noæ po medlennodeæstvi¸ lipxicevoæ traektorieæ sistemy upravleniØ g(t)^{−1}g^′(t) = u ∈ clos U_1.

2. (Levoinvariantnyæ princip minimuma PontrØgina) VsØkaØ takaØ dlinneæxaØ g(t) s naqalom v e ∈ G est~ lipxiceva integral~naØ krivaØ (kasa¸waØsØ dlØ poqti vseh t ∈ [0, a]) differencial~nogo vkl¸qeniØ

{d_el_g (u) ∈ T_g G | ψ_g (u) = min{ψ_g(v) : v ∈ clos U_1}}, (46)

56 V. N. BERESTOVSKI`, V. M. GIQEV

gde ψ_g := (Ad_g)^∗(ψ_0) ∈ G^∗, a ψ_0 ∈ G^∗ – nekotoryæ fiksirovannyæ kovektor s usloviem

min{ψ_0(v) : v ∈ clos U_1} = 1.

Esli mnoßestvo clos U_1 strogo vypuklo, to differencial~- noe vkl¸qenie (46) est~ nepreryvnoe vektornoe pole na G.

3. (Zakon sohraneniØ) Pri fftom ψ(t)(g(t)^{−1}g^′(t)) = 1 dlØ vseh t ∈

[0, a], gde ψ(t) := (Ad_{g(t)})^∗(ψ_0).

Predstavlenie τ kompaktnoæ gruppy Li G v koneqnomernom evklidovom prostranstve V nazyvaetsØ polØrnym, esli suwestvuet lineænoe podprostranstvo A ⊂ V takoe, qto (a) l¸baØ orbita O_v = τ (G)v, v ∈ V, peresekaet A; (b) v kaßdoæ toqke u iz O_v ∩ A kasatel~noe prostranstvo T_u k orbite O_u perpendikulØrno A.

Tak kak kaßdaØ toqka O_v ∩ A izolirovanna v O_v, to mnoßestvo O_v ∩ A koneqno. �tot klass predstavleniæ byl opredelen v [39]. Model~nyæ primer dostavlØet prisoedinennoe predstavlenie G v algebre Li G, priqem rol~ A v fftom sluqae ispolnØet podalgebra Kartana. Ewe odin dovol~no oqevidnyæ primer –

s-predstavleniØ, t.e. predstavleniØ izotropii simmetriqeskih

prostranstv M = H/K. Oni realizu¸tsØ v prostranstvah V iz razloßeniØ Kartana H = K+V, priqem v kaqestve A moßno vzØt~ maksimal~noe abelevo podprostranstvo V.

V rabote [39] dokazano, qto polØrnye predstavleniØ orbital~- no ffkvivalentny s-predstavleniØm, qto oznaqaet suwestvovanie vloßeniØ G → K, dlØ kotorogo G tranzitivna na l¸boæ orbite K v V. �tot rezul~tat byl vyveden v [39] iz poluqennoæ tam klassifikacii polØrnyh predstavleniæ, priqem nekotorye sluqai byli ostavleny qitatel¸. Konceptual~noe dokazatel~stvo i vyvod polnoæ klassifikacii ime¸tsØ v [40, 42].

PonØtie polØrnogo predstavleniØ moßno opredelit~ i dlØ kompleksnyh reduktivnyh grupp Li; suwestvennu¸ qast~ opredeleniØ (kotoroe moßno naæti v [43, p. 8.6]) sostavlØet uslovie parallel~nosti kasatel~nyh prostranstv v toqkah otkrytogo podmnoßestva podprostranstva V, kotoroe peresekaet orbity obwego poloßeniØ transversal~no. Zadaqa ih klassifikacii rexena v [41].

Svoæstvo polØrnosti predstavleniØ tesno svØzano s drugimi horoximi svoæstvami predstavleniØ (v klasse svØznyh neprivo-

METRIZOVANNYE POLUGRUPPY 57 dimyh prostyh lineænyh grupp Li ono ravnosil~no tomu, qto algebra polinomial~nyh invariantov predstavleniØ svobodna, sm. [43]).

OkazyvaetsØ, imeetsØ ewe odna harakterizaciØ polØrnyh predstavleniæ kompaktnyh grupp Li. UslovimsØ oboznaqat~ qerez ^Q vypuklu¸ oboloqku mnoßestva Q, a qerez O_v – orbitu

τ (G)v vektora v.

Teorema 13. Sledu¸wie utverßdeniØ (a) i (b) o neprivodimom

koneqnomernom predstavlenii τ kompaktnoæ svØznoæ gruppy Li ravnosil~ny: (a) τ polØrno;

(b) semeæstvo { ^O_v}_{v∈V} vypuklyh oboloqek orbit obrazuet polugruppu otnositel~no sloßeniØ po Minkovskomu.

Dokazatel~stvo implikacii (b) =⇒ (a) soderßitsØ v [44]. DlØ sluqaØ prisoedinennogo predstavleniØ obratnoe utverßdenie moßno vyvesti iz teoremy vypuklosti Kostanta: proekciØ O_v na podalgebru Kartana A predstavlØet soboæ vypuklu¸ oboloqku A ∩ O_v, priqem poslednee mnoßestvo sostavlØet odnu orbitu gruppy VeælØ W . V qastnosti, ono koneqno i ego vypuklaØ oboloqka ØvlØetsØ W -invariantnym mnogogrannikom, u kotorogo rovno odna verxina raspoloßena v kamere VeælØ. Netrudno proverit~, qto semeæstvo takih mnogogrannikov toße obrazuet polugruppu po sloßeni¸. Ots¸da sleduet, qto polugruppa { ^O_v}_{v∈V} parametrizuetsØ toqkami kamery VeælØ.

Analogiqnoe utverßdenie verno i v obwem sluqae. Semeæstvo

{ ^O_v}_{v∈V} uporØdoqivaetsØ otnoxeniem teoretiko-mnoßestvennogo

vkl¸qeniØ; poskol~ku kamera VeælØ simplicial~na, iz skazannogo sleduet, qto ffto uporØdoqenie rexetoqno (to est~ u l¸byh dvuh fflementov ime¸tsØ verhnØØ i nißnØØ grani). V sluqae sistemy korneæ A_n postroennoe uporØdoqenie vektorov iz A izvestno pod nazvaniem maßorizacii [45]. �

Levoinvariantnu¸ (vozmoßno, negolonomnu¸) vnutrenn¸¸ metriku ρ na gruppe Li G budem nazyvat~ subrimanovoæ, esli ρ opredelØetsØ nekotoroæ evklidovoæ normoæ ‖ · ‖ na poroßda- ¸wem algebru Li G podprostranstve V ⊆ G po formulam (13), (14).

Izvestno, qto subrimanovy metriki ρ na G vzaimno odnoznaqno sootvetstvu¸t gipofflliptiqeskim simmetriqeskim po-

58 V. N. BERESTOVSKI`, V. M. GIQEV roßda¸wim operatoram (sublaplasianam) L odnoparametriqeskoæ (simmetriqnoæ) gaussovoæ svertoqnoæ polugruppy {μ_t}_{t>0} (toqnye opredeleniØ ime¸tsØ v [46]) s nepreryvnymi funkciØmi plotnosteæ veroØtnostnyh mer μ_t. Suwestvovanie gaussovoæ polugruppy {μ_t}_{t>0} s takimi ße svoæstvami i sootvetstvu¸wego poroßda¸wego operatora L na vsØkoæ metrizuemoæ lokal~no kompaktnoæ svØznoæ lokal~no svØznoæ gruppe H dokazano v rabote [47]. AnalogiqnaØ svØz~ dolßna suwestvovat~ meßdu levoinvariantnymi vnutrennimi metrikami ρ na H, ØvlØ¸wimisØ predelami subrimanovyh metrik na gruppah Li, i polugruppami {μ_t}_{t>0} iz [47] special~nogo vida. Zadaqa 6. Kakova ffta svØz~?

Literatura 1. V. N. Berestovskiæ, V. M. Giqev, Metrizovannye levoinvariantnye porØdki na topologiqeskih gruppah. — Algebra i analiz 11, No. 4 (1999), 1–34.

2. �. Hille, R. S. Fillips, Funkcional~nyæ analiz i polugruppy. IL, M.

(1951).

3. E. S. LØpin, Polugruppy. Fizmatgiz, M. (1960). 4. A. K. Suxkeviq, TeoriØ obobwennyh grupp. Har~kov (1937).

5. K. H. Hofmann, P. S. Mostert, Elements of Compact Semigroups. Columbus, Ohio: Charles E. Merrill Books, Inc. (1966).

6. M. Ragunatan, Diskretnye podgruppy grupp Li. Mir, M. (1977).

7. M. Gromov, Asymptotic invariants of infinite groups. in: Geometric Group Theory, G.Niblo and M.Roller, eds., vol. 2, London Math. Soc. Lecture Notes 182, Cambridge University Press, Cambridge (1993).

8. E. Ghys, A. Haefliger, A. Verjovsky (Eds.), Group Theory from a Geometrical Viewpoint. — 26 March–6 April 1990, ICTP, Trieste, Italy. World Scientific, Singapore–New Jersey–London–Hong Kong (1991).

9. J. D. Dixon, M. P. F. du Sautoy, A. Mann, D. Segal, Analytic pro-p Groups.

— London Math. Soc. Lecture Note Series, 157, Cambridge University Press, Cambridge (1991).

10. H. Omori, Infinite-Dimensional Lie Groups. — Transl. Math. Monographs, V.

158, Am. Math. Soc., Providence, R.I. (1997).

11. A. I. Mal~cev, O vkl¸qenii associativnyh sistem v gruppy. I. — Mat.

sb. 6, No. 2 (1939), 331–336.

12. A. I. Mal~cev O vkl¸qenii associativnyh sistem v gruppy. II, — Mat. sb. 8, No. 2 (1940), 251–263.

13. L. Fuks, Qastiqno uporØdoqennye algebraiqeskie sistemy. M. (1965). 14. A. K. Guc, AksiomatiqeskaØ teoriØ otnositel~nosti. — Uspehi mat.

nauk 37, vyp. 2 (1982), 39–79.

15. R. I. Pimenov, Anizotropnoe finslerovo obobwenie teorii otnositel~- nosti kak struktury porØdka. Syktyvkar (1987).

METRIZOVANNYE POLUGRUPPY 59

16. G. ı. Bogoslovskiæ, TeoriØ lokal~no anizotropnogo prostranstva-vre-meni. Izd-vo Mosk. un-ta (1992).

17. G. S. Asanov, S. F. Ponomarenko, Finslerovo rassloenie nad prostranstvom-vremenem, associiruemye kalibrovoqnye polØ i svØznosti. Xtiinca, Kixinev (1989).

18. �. B. Vinberg, Invariantnye vypuklye konusy i uporØdoqeniØ v gruppah Li. — Funkc. anal. i ego pril. 14 (1980), 1–13.

19. G. I. Ol~xanskiæ, Invariantnye uporØdoqeniØ v prostyh gruppah Li:

rexenie zadaqi �. B. Vinberga. — Funkc. anal. i ego pril. 16 (1982), 80–81.

20. G. I. Ol~xanskiæ, Vypuklye konusy v simmetriqeskih algebrah Li, polugruppy Li i invariantnye priqinnye struktury (uporØdoqeniØ) na psevdorimanovyh prostranstvah. — Dokl. AN SSSR 265, (1982), 537–541.

21. S. Paneitz, Invariant convex cones and causality in semisimple Lie Groups. — J.

Funct. Anal. 43 (1981), 313–359.

22. K.-H. Neeb, Invariant subsemigroups in Lie groups. — Mem. Am. Math. Soc.

104, No. 499 (1993).

23. Semigroups in Algebra, Geometry, and Analysis. K. H. Hofmann, J. Lawson, and E. B. Vinberg (editors), de Gruyter Exp. Math., Berlin (1995).

24. Positivity in Lie Theory: Open Problems. J. Hilgert, J. D. Lawson, K.-H. Neeb, and E. B. Vinberg (editors), de Gruyter Exp. Math., Berlin (1998).

25. V. Berestovskiǐ, C. Plaut, C. Stallmann, Geometric groups I. — Trans. Am. Math.

Soc., 351 (1999), 1403–1422.

26. R. I. Pimenov, Prostranstva kinematiqeskogo tipa (matematiqeskaØ teoriØ prostranstva-vremeni). — Zap. nauq. semin. LOMI 6 (1968).

27. M. Gromov, Carnot–Caratheodory spaces seen from within. in: Sub-Riemannian Geometry, A. Bellaiche and J.-J. Risler (Eds.), Progress in Math. 144, Birkhäuser, Basel (1997).

28. A. M. Verxik, V. ˚. Gerxkoviq, Negolonomnye dinamiqeskie sistemy.

GeometriØ raspredeleniæ i variacionnye zadaqi. — V kn.: Itogi nauki i tehniki, sovremennye problemy matematiki, fundamental~nye napravleniØ. 16 VINITI, M. (1987), 5–85.

29. V. N. Berestovskiæ, Odnorodnye mnogoobraziØ s vnutrenneæ metrikoæ I.

— Sib. matem. ß. 29, No. 6 (1988), 17–29.

30. P. K. Raxevskiæ, O soedinimosti l¸byh dvuh toqek vpolne negolonomnogo prostranstva dopustimoæ linieæ. — Uq. zap. ped. in-ta im. Libknehta, ser. fiz.-mat. nauk, No. 2 (1938), 83–94.

31. W. L. Chow, Systeme von linearen partiellen differential Gleichungen erster Ordnung. — Math. Ann. 117 (1939), 98–105.

32. ı. D. Burago, V. A. Zalgaller, Geometriqeskie neravenstva. Nauka, L. (1980).

33. V. N. Berestovskiæ, Odnorodnye mnogoobraziØ s vnutrenneæ metrikoæ, II. — Sib. mat. ß. 30, No. 2 (1989), 14–28.

34. �. B. Vinberg, TeoriØ vypuklyh odnorodnyh konusov. — Trudy MMO 12 (1963), 340–402.

60 V. N. BERESTOVSKI`, V. M. GIQEV 35. N. Viner, Kibernetika, ili upravlenie i svØz~ v ßivotnom i maxine.

— Sovetskoe radio (1968).

36. H. Radström, One-parameter semigroups of subsets of a real linear space. — Arkiv Mat. 4, No. 9 (1959), 87–97.

37. F. D. Ancel, T. Dobrowolski, J. Grabowski, Closed subgroups in Banach spaces.

— Studia Math. 109, No. 3 (1994), 277–290.

38. V. N. Berestovskiæ, Odnorodnye prostranstva s vnutrenneæ metrikoæ.

— Dokt. diss., In-t matematiki SO AN SSSR, Novosibirsk, 1990.

39. J. Dadok, Polar coordinates induced by actions of compact Lie groups. — Trans.

Am. Math. Soc. 288 (1985), 125–137.

40. J.-H. Eschenburg, E. Heintze, Polar Representations and Symmetric Spaces. — J. Reine Angew. Math. 507 (1999), 93–106.

41. J. Dadok, V. Kac, Polar representations. — J. Algebra, 92 (1985), 504–524. 42. J.-H. Eschenburg, E. Heintze, On the classification of polar representations. — Math. Z. 232 (1999), 391–398.

43. �. B. Vinberg, V. L. Popov, TeoriØ invariantov. — V kn.: Itogi nauki i tehniki. SeriØ “Sovremennye problemy matematiki. Fundamental~- nye napravleniØ. VINITI, 55 (1989), 137–309.

44. V. M. Giqev, Zameqanie o polØrnyh predstavleniØh kompaktnyh grupp Li. — Matem. struktury i modelirovanie, No. 6, Omsk, 2000, 30–36.

45. A. Marxall, I. Olkin, Neravenstva: teoriØ maßorizacii i ee priloßeniØ. Mir, M. (1983).

46. H. Heæer, VeroØtnostnye mery na lokal~no kompaktnyh gruppah. Mir, M. (1981).

47. A. Bendikov, L. Saloff-Coste, Elliptic diffusions on infinite products. — J. Reine Angew. Math. 493 (1997), 171–220.

Berestovskii V. N., Gichev V. M. Metrized semigroups.

The notion of metrized order (antimetric) on a topological group is characterized by three equivalent systems of axioms and connected with pointed locally generated semigroups. In the present paper, these notions are discussed and new results are announced; the main result is an analog of the following fact in metric geometry: every left-invariant inner metric on a Lie group is Finsler (maybe, nonholonomic). In the situation considered, a norm is replaced by an antinorm, and a metric by an antimetric. Examples are given, showing the complexity of these structures and their prevalence. Among them are: a nonholonomic antimetric on Heisenberg group, an antimetric on a nonnilpotent group admitting dilatations, a pointed locally generated semigroup in the Hilbert space with trivial tangent cone, antinorms connected with the Brunn–Minkowski inequality and the Shannon entropy, a discontinuous antinorm on a Lie algebra defining a continuous antimetric on the Lie group, and an example of the converse situation. Several problems are formulated.

Postupilo 25 dekabrØ 2000 g. Omskiæ gosudarstvennyæ universitet