Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 279, 2001 g.

A. V. ȷubr

OB ODNO` RABOTE BARDENA

Vvedenie V svoeæ rabote 1965 g. [1] D. Barden poluqil polnu¸ klassifikaci¸ zamknutyh odnosvØznyh 5-mernyh gladkih mnogoobraziæ, a takße rØd rezul~tatov o vloßeniØh i pogrußeniØh takih mnogoobraziæ v evklidovy prostranstva. Osnovnye klassifikacionnye rezul~taty citirovannoæ raboty Bardena mogut byt~ sformulirovany v vide sledu¸wih dvuh teorem (v dal~neæxem “mnogoobrazie” budet vs¸du oznaqat~ “gladkoe mnogoobrazie”). Teorema A [1, Theorem 2.2]. Zamknutoe odnosvØznoe orientiro-

vannoe 5-mernoe mnogoobrazie opredelØetsØ, s toqnost~¸ do sohranØ¸wego orientaci¸ diffeomorfizma, sledu¸wim naborom invariantov, rassmatrivaemym s toqnost~¸ do estestvennogo izomorfizma:

1. Koneqno poroßdennaØ abeleva gruppa G (dvumernaØ gruppa gomologiæ).

2. Gomomorfizm w : G → Z_2 (dvumernyæ klass XtifelØ– Uitni).

3. KososimmetriqeskaØ bilineænaØ forma l : Tors G × Tors G → Q/Z (forma zacepleniæ).

GovorØ toqnee, vsØkiæ izomorfizm η : H_2(M_1) → H_2(M_2), soglasovannyæ s dvumernymi klassami XtifelØ–Uitni i formami zacepleniæ, induciruetsØ nekotorym sohranØ¸wim orientaci¸ diffeomorfizmom M_1 → M_2.

Teorema B. Nabor invariantov (G, w, l) ukazannogo vyxe vida re-

alizuetsØ mnogoobraziem (t. e. izomorfen naboru (H_2(M ), w_2(M ), l_M ) dlØ nekotorogo M ) v tom i tol~ko tom sluqae, esli, vopervyh, forma l nevyroßdena i, vo-vtoryh, vypolneno sledu¸wee “uslovie soglasovannosti”:

w(x) = 2l(x, x) (1)

dlØ vseh x ∈ Tors G. 70

OB ODNO` RABOTE BARDENA 71

Teorema A utverßdaet, takim obrazom, qto nabor invariantov (G, w, l) ØvlØetsØ polnym, a teorema B opisyvaet “mnoßestvo znaqeniæ” fftih invariantov. Zametim, qto svoæstvo nevyroßdennosti formy l – ffto ne qto inoe kak dvoæstvennost~ Puankare. Sootnoxenie (1) poluqeno Uollom [2] (zametim, qto, v silu kososimmetriqnosti formy l, vyraßenie l(x, x) moßet prinimat~ lix~ dva znaqeniØ: 0 i^1_2 ). Troæki, udovletvorØ¸wie usloviØm teoremy B, my budem v dal~neæxem nazyvat~ dopustimymi.

V deæstvitel~nosti, v rabote Bardena teorema A igraet rol~ promeßutoqnogo, a ne okonqatel~nogo rezul~tata: nekotorye dovol~no fflementarnye rassußdeniØ pozvolØ¸t poluqit~ dal~neæxu¸ klassifikaci¸ ob¨ektov vida (G, w, l) i, sledovatel~no, bolee Øvnoe (hotØ i, v opredelennom smysle, menee “estestvennoe”) opisanie mnoßestva klassov orientirovanno diffeomorfnyh mnogoobraziæ rassmatrivaemogo vida. Imenno, okazyvaetsØ (sm. [1, lemma E] i dalee), qto vsØkaØ dopustimaØ troæka (G, w, l) izomorfna prØmoæ summe nekotoryh “prosteæxih” dopustimyh troek, obrazu¸wih dva beskoneqnyh semeæstva, kotorye my oboznaqaem qerez M_k (k = 2, 3, . . . , ∞) i X_j (j = −1, 1, 2, 3, . . . , ∞). �ti semeæstva moßno opisat~ pri pomowi sledu¸weæ tablicy:

troæka G w l M_k, k < ∞ Z_k ⊕ Z_k `_{0 1/k} −1/k 0 ´ M∞ Z 0 X_j, 1 6 j < ∞ Z2j ⊕ Z2j `_{0 1/2j}

−1/2^j 1/2 ´ X∞ Z ≠ 0 X_−1 Z2 ≠ 0

Napomnim, qto v sluqae koneqnoæ gruppy G gomomorfizm w zadavat~ ne nußno – on opredelØetsØ formoæ l v sootvetstvii s sootnoxeniem (1). Pri fftom vsegda moßno dobit~sØ togo, qto v opisannom vyxe razloßenii proizvol~noæ dopusimoæ troæki v summu prosteæxih budet prisutstvovat~ ne bolee odnoæ “nespinornoæ” troæki X_j . Qislo

72 A. V. ȷUBR

i = { |j| pri w ≠ 0 0 pri w = 0

ØvlØetsØ, oqevidno, invariantom klassa izomorfnyh troek

(G, w, l) (sobstvenno, par (G, w)); obratno, iz suwestvovaniØ vy-

xeupomØnutogo razloßeniØ legko sleduet, qto mnoßestvo klassov izomorfnyh “dopustimyh troek” sovpadaet s mnoßestvom klassov izomorfnyh “dopustimyh par” (G, i), gde G – koneqno poroßdennaØ abeleva gruppa i i – neotricatel~noe celoe qislo, udovletvorØ¸wih usloviØm:

(1) Tors G imeet vid T ⊕ T ili T ⊕ T ⊕ Z_2; (2) vo vtorom sluqae vsegda i = 1.

�to daet “okonqatel~nyæ” nabor invariantov 5-mernogo mnogoobraziØ M v rabote Bardena: gruppa H_2(M ) i qislo i(M ).

Qto kasaetsØ teoremy B, to ona – v tom vide, kak ffto sformulirovano vyxe – voobwe otsutstvuet v rabote [1]; vmesto fftogo Barden privodit Øvnu¸ konstrukci¸ mnogoobraziæ, realizu¸- wih opisannye vyxe “prosteæxie troæki” M_k i X_j (otkuda teorema B, koneqno, srazu ße sleduet). Takim obrazom, Barden dovodit svoi klassifikacionnye rezul~taty do bolee “konstruktivnogo” vida, qem privedennye vyxe teoremy A i B. (Konstruktivnost~ ffta, vproqem, dovol~no uslovnaØ, tak kak postroenie mnogoobraziæ M_k i X_j osnovano na rezul~tatah Uolla o suwestvovanii nekotoryh diffeomorfizmov 4-mernyh mnogoobraziæ [3].)

Privedennoe v rabote [1] dokazatel~stvo teoremy A opiraetsØ na sledu¸wu¸ kl¸qevu¸ (i vpolne oqevidnym obrazom dokazyvaemu¸) lemmu.

Lemma C [1, Lemma 4.4]. Pust~ V – odnosvØznyæ kobordizm me-

ßdu odnosvØznymi 5-mernymi mnogoobraziØmi M_1 i M_2, udovletvorØ¸wiæ sledu¸wemu uslovi¸: gomomorfizmy i_1 : H_2(M_1) → H_2(V ) i i_2 : H_2(M_2) → H_2(V ), inducirovannye vloßeniØmi, ØvlØ- ¸tsØ izomorfizmami. Togda kobordizm V moßet byt~ prevrawen perestroækami indeksa 4 v h-kobordizm (i, sledovatel~no, izomorfizm i_2 ∘ i^{−1}_1 : H_2(M_1) → H_2(M_2) induciruetsØ sohranØ¸wim orientaci¸ diffeomorfizmom).

�ta lemma svodit dokazatel~stvo teoremy A k postroeni¸ sootvetstvu¸wego (udovletvorØ¸wego usloviØm lemmy) kobor-

OB ODNO` RABOTE BARDENA 73

dizma, qto i udaetsØ avtoru raboty [1] v rezul~tate dovol~no hitroumnogo rassußdeniØ, zanima¸wego poqti celikom poslednie tri qasti raboty.

Lemme C netrudno pridat~ drugu¸ formu, v kotoroæ ona okazyvaetsØ “bolee prisposoblennoæ” k algebro-topologiqeskim vyqisleniØm. Pust~ G – koneqno poroßdennaØ abeleva gruppa,

w : G → Z_2 – nekotoryæ gomomorfizm. My budem rassmatri-

vat~ otobraßeniØ f : M → K(G, 2), udovletvorØ¸wie sledu¸- wim usloviØm: mnogoobrazie M odnosvØzno i f^∗(w) = w_2(M ). DlØ i > 4 my oboznaqaem qerez Ω^{spin}_i (G, 2; w) sootvetstvu¸wu¸ nmernu¸ gruppu bordizmov (ffto opredelenie moßno rasprostranit~ i na sluqaæ n < 4, no dlØ fftogo nußno rassmatrivat~ neodnosvØznye mnogoobraziØ i “otobraßeniØ so spinornoæ strukturoæ”; sm. niße).

Qerez M_n(G, w) my oboznaqaem mnoßestvo par vida (M, φ), gde M – zamknutoe odnosvØznoe n-mernoe orientirovannoe mnogoobrazie i φ : H_2(M ) → G – izomorfizm, profaktorizovannoe po oqevidnomu otnoxeni¸ “orientirovannogo diffeomorfizma”. Oqevidno, qto my imeem estestvennoe otobraßenie

θ : M_n(G, w) → Ω^{spin}_n (G, 2, w) ,

i legko ubedit~sØ, qto lemma C ffkvivalentna sledu¸wemu utverßdeni¸.

Lemma D. Pri n = 5 otobraßenie θ in¨ektivno.

V samom dele, esli g : V → K(G, 2) – bordizm meßdu (M_1, f_1) i

(M_2, f_2) (v Ω^{spin}_5 (G, 2, w)), to, ubiv podgruppu Ker [g_∗ : H_2(V ) → G]

perestroækami indeksa 3, my poluqim kobordizm, udovletvorØ- ¸wiæ predpoloßeniØm lemmy C.

Cel~ nastoØweæ stat~i – prodemonstrirovat~, qto privedennaØ vyxe forma lemmy 4.4 raboty [1] (lemma D) pozvolØet dovol~no legko svesti dokazatel~stvo teorem A i B k vyqisleni¸ grupp Ω^{spin}_5 (G, 2, w) i, takim obrazom, poluqit~ “al~ternativnoe” dokazatel~stvo klassifikacionnyh rezul~tatov Bardena, ne trebu¸wee, s odnoæ storony, “ruqnogo” (i dovol~no netrivial~nogo) postroeniØ kobordizmov, trebu¸wihsØ dlØ lemmy C, a s drugoæ – ne ispol~zu¸wee rezul~taty Uolla o diffeomorfizmah 4-mernyh mnogoobraziæ. Pri fftom, pravda, my terØem nekotoru¸ “konstruktivnu¸ komponentu” rezul~tatov Bardena (ØvlØ¸wu¸sØ, kak otmeqalos~ vyxe, dovol~no uslovnoæ).

74 A. V. ȷUBR

Zametim v zakl¸qenie, qto lemma D v nekotorom oslablennom variante imeet mesto i v razmernosti 6, i ffto poslußilo osnovoæ podhoda k klassifikacii 6-mernyh mnogoobraziæ, realizovannogo v rabotah [5–9]; voznika¸wie pri fftom tehniqeskie problemy okazyva¸tsØ neizmerimo bolee trudnymi, qem v razmernosti 5.

§1. Predvaritel~nye rezul~taty

1.1. Nekotorye oboznaqeniØ. Standartnu¸ proekci¸ Zm → Zn (gde m delitsØ na n ili beskoneqno) my oboznaqaem qerez ρ_n; standartnoe vloßenie Z_m → Z_{mn} (ne iskl¸qaetsØ sluqaæ m = ∞) – qerez ι_n. �ti ße simvoly budut slußit~ dlØ oboznaqeniØ gomologiqeskih i kogomologiqeskih gomomorfizmov, inducirovannyh deæstviem ρ_n i ι_n na kofffficienty.

DlØ l¸bogo natural~nogo n my oboznaqaem qerez δ_n gomomorfizm Bokxteæna H^i(X; Z_n) → H^{i+1}(X), otveqa¸wiæ toqnoæ posledovatel~nosti kofffficientov

0 → Z^{ιn}−→ Z^{ρn}−→ Z_n → 0.

Pri fftom dlØ l¸byh x ∈ H^i(X; Z_n), y ∈ H^j(X; Z_n) vypolneno “pravilo Leæbnica”

ρ_nδ_n(xy) = δ_nx · y + (−1)^ix · δ_ny. (2)

Qerez δ (bez indeksa) my oboznaqaem gomomorfizm Bokxteæna

H^i(X; Q/Z) → H^{i+1}(X), otveqa¸wiæ toqnoæ posledovatel~nosti

0 → Z → Q → Q/Z → 0 .

Operacii δ i δ_n svØzany oqevidnym sootnoxeniem

δ_n(x) = δ ( x n ) (3) dlØ vseh x ∈ H^i(X; Z_n).

Qerez P oboznaqaetsØ nestabil~naØ kogomologiqeskaØ operaciØ “kvadrat PontrØgina”

H^{2i}(X; Z_n) → H^{4i}(X; Z_{2n}) ,

gde n ≡ 0 (mod 2). Nam budet udobno rasprostranit~ ffto oboznaqenie na sluqaæ neqetnogo n, ponimaØ v fftom sluqae pod P

OB ODNO` RABOTE BARDENA 75

obyqnyæ kogomologiqeskiæ kvadrat. DlØ l¸bogo x ∈ H^{2i}(X; Z_2m ) imeet mesto sootnoxenie

ρ_2m δ_2m+1 P (x) = x · δ_2m x + ι_2m−1 Sq^{2i}δ_2m x (4)

(sm. [9, str. 148]).

1.2. Gruppy bordizmov Ω^{spin}_i (X, f) i Ω^{spin}_i (G, 2, w). �ti gruppy opredeleny v [8, 9]. Oni ne predstavlØ¸t soboæ niqego suwestvenno novogo – ffto prosto special~nyæ sluqaæ tak nazyvaemyh (B, f)-bordizmov, opisannyh v [4]. DlØ udobstva qitatelØ povtorim zdes~ vkratce opredeleniØ iz [8, 9]. My sqitaem raz navsegda zadannym rassloenie

π : BSO → K(Z_2, 2)

so sloem BSpin. DlØ proizvol~nogo nepreryvnogo otobraßeniØ

f : X → K(Z_2, 2) my nazyvaem spin(f)-mnogoobraziem troæku (M, g, α), gde M – mnogoobrazie, g : M → X – nepreryvnoe

otobraßenie i α : ν_M → γ_{BSO} – gomotopiqeskiæ klass morfizmov vektornyh rassloeniæ (normal~nogo rassloeniØ mnogoobraziØ M v universal~noe SO-rassloenie), “nakryva¸wih” otobraßenie f ∘ g (my nazyvaem α spinornoæ strukturoæ na otobraßenii g). Qerez Ω^{spin}_i (X, f) oboznaqa¸tsØ gruppy bordizmov imernyh spin(f)-mnogoobraziæ.

1.3. Gruppy Ω^{spin}_i (G, 2; w) i kategoriØ G. Esli prostranstvo X odnosvØzno i i > 4, to mnogoobrazie M v predyduwem punkte moßno takße vzØt~ odnosvØznym, a togda spinornaØ struktura na otobraßenii g odnoznaqno opredelØetsØ gomotopiqeskimi klassami otobraßeniæ f, g (sm. [8, 9]); vzØv zdes~ X = K(G, 2), my poluqaem te samye gruppy Ω^{spin}_i (G, 2; w), o kotoryh xla req~ vo vvedenii. Iz opredeleniØ oqevidnym obrazom sleduet otoßdestvlenie

Ω^{spin}_i (Z_2, 2; id) = Ω^{SO}_i . (5)

Nam budet udobno rassmatrivat~ gomomorfizmy w : G → Z_2 kak ob¨ekty nekotoroæ kategorii, oboznaqaemoæ qerez G; morfizm ob¨ekta (G, w) v ob¨ekt (G^′, w^′) – ffto, koneqno, kommuta-

76 A. V. ȷUBR

tivnaØ diagramma G^w−−−−→ Z_2

G^{′ w′}−−−−→ Z_2 Gruppy Ω^{spin}_i (G, 2; f) obrazu¸t, oqevidno, kovariantnyæ funktor na kategorii G.

1.4. Spektral~naØ posledovatel~nost~. Opredelenie grupp

Ω^{spin}_i (X, f) moßno vpolne oqevidnym obrazom rasprostranit~ na

sluqaæ par, i pofftomu obyqnaØ konstrukciØ, osnovannaØ na fil~tracii ostovami, daet dlØ CW -prostranstva X spektral~- nu¸ posledovatel~nost~ (At~i–Hircebruha)

E^r_{p,q} ⇒ Ω^{spin}_{p+q} (X, f) (6)

s E^2_{p,q} = H_p(X; Ω^{spin}_q ) (detali sm. v [8]).

Gruppy Ω^{spin}_q izvestny (sm. [4]); v pervyh 8 razmernostØh oni sovpada¸t s π_q(BSO). My imeem pofftomu sledu¸wee utverßdenie o gruppah E^2_{p,q}:

1.4.1. Gruppy E^2_{p,q} s q 6 7. Ukazannye gruppy otoßdestvlØ¸tsØ

s H_p(X) pri q = 0, 4, H_p(X; Z_2) pri q = 1, 2 i trivial~ny pri ostal~nyh q.

Differencialy

d^2_{p,0} : E^2_{p,0} = H_p(X) → E^2_{p−2,1} = H_{p−2}(X; Z_2) i d^2_{p,1} : E^2_{p,1} = H_p(X; Z_2) → E^2_{p−2,2} = H_{p−2}(X; Z_2)

vyqisleny v rabote [8]. Qtoby sformulirovat~ rezul~tat fftogo vyqisleniØ, oboznaqim, dlØ w ∈ H^2(X; Z_2), qerez Sq^2 + w gomomorfizm H^{p−2}(X; Z_2) → H^p(X; Z_2), deæstvu¸wiæ po formule

x → Sq^2x + wx, i qerez (Sq^2 + w)^∗ – emu algebraiqeski soprØßen-

nyæ (t.e. Hom (Sq^2 + w, id(Z_2))).

1.4.2. Teorema [8, p. 3.2]. Differencial d^2_{p,1} spektral~noæ posle-

dovatel~nosti (6) sovpadaet s gomomorfizmom (Sq^2 + w)^∗, a differencial d^2_{p,0} – s (Sq^2 + w)^∗ ∘ ρ_2, gde w – kogomologiqeskiæ klass, sootvetstvu¸wiæ otobraßeni¸ f.

OB ODNO` RABOTE BARDENA 77

1.5. Gruppy E^r_{p,q}(G, w) s p + q = 5, q > 0. Qerez E^r_{p,q}(G, w), dlØ

(G, w) ∈ G, my oboznaqaem qleny spektral~noæ posledovatel~no-

sti (6) s X = K(G, 2) i otobraßeniem f, induciru¸wim gomomorfizm w.

Kak pokazyvaet legkaØ proverka, gruppy E^3_{4,1}(G, w) i E^3_{3,2}(G, w) trivial~ny: vvidu teoremy 1.4.2, dlØ fftogo dostatoqno ubedit~- sØ v toqnosti posledovatel~nosteæ

H^2(G, 2; Z_2)^{Sq2+w}−→ H^4(G, 2; Z_2)^{ρ∗2 ∘(Sq2+w)}−→ Hom (H_6(G, 2), Z_2) i 0 → H^3(G, 2; Z_2)^{Sq} 2+w −→ H^5(G, 2; Z_2)

(detali sm. v [8, p. 5.5–5.6]).

Qto kasaetsØ grupp E^r_{p,q} dlØ ostal~nyh znaqeniæ (p, q), ukazannyh v zagolovke fftogo punkta (t. e. E^r_{2,3}, E^r_{1,4} i E^r_{0,5}), to oni ØvlØ¸tsØ trivial~nymi uße pri r = 2 vvidu 1.4.1.

1.6. Gomomorfizm μ. My oboznaqaem qerez μ estestvennyæ gomomorfizm

Ω^{spin}_5 (G, 2; w) → H_5(G, 2) , (7)

deæstvu¸wiæ po formule μ(M, g) = g_∗[M ]. Iz skazannogo v predyduwem punkte, vmeste so standartnymi svoæstvami spektral~- noæ posledovatel~nosti At~i–Hircebruha, vytekaet sledu¸wee utverßdenie.

1.6.1. Teorema. Gomomorfizm μ ØvlØetsØ izomorfizmom na grup-

pu E^∞_{5,0}.

1.7. Differencial d^3_{5,0}. K soßaleni¸, v rabote [8] ne privedeno vyqislenie differenciala d^3_{5,0} (tam ffto vyqislenie vyglØdelo by oqen~ estestvenno), i my privodim ego niße.

1.7.1. Lemma. Differencial d^3_{5,0} : E^3_{5,0}(G, w) → E^3_{2,2}(G, w) trivia-

len.

Dokazatel~stvo. Gruppa E^3_{2,2}(G, w) vyqislena v rabote [8]; rezul~tat fftogo vyqisleniØ moßet byt~ zapisan v vide

E^3_{2,2}(G, w) = { Z_2 pri w ≠ 0

0 pri w = 0

78 A. V. ȷUBR

ili, v bolee “funktorial~noæ” forme, v vide

E^3_{2,2}(G, w) = Im (w)

[8, p. 5.4]. Sobstvenno, ffto vyqislenie vpolne trivial~no: vvidu teoremy 1.4.2 gruppa Hom (E^3_{2,2}(G, w), Z_2) otoßdestvlØetsØ s Ødrom gomomorfizma

Sq^2 + w : H^2(G, 2; Z_2) → H^4(G, 2; Z_2) ,

kotoroe poroßdaetsØ klassom w.

Takim obrazom, my moßem v dal~neæxem sqitat~, qto w ≠ 0. Rassmotrim kommutativnu¸ diagrammu

E^3_{5,0}(G, w)^d 3 5,0 −−−−→ E^3_{2,2}(G, w) = Z_2 w∗ id E^3_{5,0}(Z_2, id)^d 3 5,0 −−−−→ E^3_{2,2}(Z_2, id) = Z_2

inducirovannu¸ morfizmom (G, w) → (Z_2, id). Iz fftoæ diagrammy sleduet, qto dostatoqno ustanovit~ trivial~nost~ differenciala d^3_{5,0} dlØ (G, w) = (Z_2, id). V fftom sluqae, s odnoæ storony, gruppa E^3_{5,0} soderßitsØ v E^2_{5,0} = H_5(Z_2, 2) = Z_2, a s drugoæ – gruppa E^∞_{5,0} = Ω^{spin}_5 (Z_2, 2; id), vvidu (5), sovpadaet s Ω^{SO}_5 = Z_2; sledovatel~no, vse differencialy d^r_{5,0} – nulevye, qto i trebovalos~ dokazat~. � 1.8. Vyqislenie gruppy Ω^{spin}_5 (G, 2; w). Soglasno teoreme 1.6.1, ono svoditsØ k vyqisleni¸ E^∞_{5,0}(G, w). Zametim, vo-pervyh, qto gruppa E^2_{5,0}(G, w) = H_5(G, 2) koneqna (kak i voobwe vse gruppy

H_{2k+1}(G, 2)), pofftomu differencial

d^5_{,0} : E^5_{5,0}(G, w) → E^5_{0,4} = Ω^{spin}_4 = Z

trivialen. Takim obrazom, vvidu lemmy 1.7.1, vse differencialy d^r_{5,0} s r > 3 trivial~ny i, znaqit, gruppa E^∞_{5,0}(G, w) sovpadaet s E^3_{5,0}(G, w). SopostavlØØ ffto s teoremoæ 1.4.2, prihodim k sledu¸weæ okonqatel~noæ formulirovke.

1.8.1. Teorema. Gomomorfizm (7) ØvlØetsØ izomorfizmom na

gruppu

Ker [(Sq^2 + w)^∗ ∘ ρ_2 : H_5(G, 2) → H_3(G, 2; Z_2)] .

OB ODNO` RABOTE BARDENA 79

§2. Gruppa H_5(G, 2) i formy zacepleniæ

2.1. Gruppy H^i(Zn, 2) s i 6 6 i Hi(Zn, 2) s i 6 5. Gruppy H^i(Zn, k) izvestny dlØ vseh i, n, k [10]; v interesu¸wih nas sluqaØh oni zada¸tsØ nißesledu¸weæ tabliceæ

i 0 1 2 3 4 5 6

H^i(Zn, 2) Z 0 0 Zn 0 Z_{n·}(2_{,n}) Z(2_{,n}) (n < ∞) H^i(Z, 2) Z 0 Z 0 Z 0 Z

(zdes~ (m, n) – naibol~xiæ obwiæ delitel~ qisel m, n). Obrazu¸wimi grupp H^3(Z_n, 2), H^5(Z_n, 2) i H^6(Z_n, 2) slußat, sootvetstvenno, klassy δ_nκ_n, δ_{n·(2,n)}P (κ_n) i δ_2Sq^2δ_nκ_n, gde κ_n oboznaqaet universal~nyæ (Z_n, 2)-klass kogomologiæ – obrazu¸wu¸ gruppy

H^2(Z_n, 2; Z_n).

Iz skazannogo sleduet, qto gruppy H_i(Z_n, 2) s i 6 5 ustroeny v sootvetstvii s tabliceæ

i 0 1 2 3 4 5

H_i(Zn, 2) Z 0 Zn 0 Z_{n·}(2_{,n}) Z(2_{,n})

(kotoraØ prigodna i dlØ n = ∞, esli poloßit~ (2, ∞) = 1). Pri fftom v kaqestve “detektiru¸wih” klassov kogomologiæ v razmernostØh 2, 4 i 5 (“svertka” s kotorymi i daet sootvetstvu¸- wie izomorfizmy) slußat, sootvetstvenno, κ_n, P (κ_n) i (v sluqae qetnogo n) Sq^2δ_nκ_n.

2.2. Gruppa H^3(G, 2). Predstavim G v vide prØmoæ summy cikliqeskih grupp: G = ⨁ i Z_{ni} (8)

(gde nekotorye n_i mogut byt~ ravny ∞). Nam budet udobno rassmatrivat~ proekcii x_i : G → Z_{ni} kak klassy kogomologiæ:

x_i ∈ H^2(G, 2; Z_{ni} ) = Hom (G, Z_{ni} ) .

Iz skazannogo v predyduwem punkte srazu sleduet, qto nabor klassov {δ_{ni} x_i, n_i < ∞}

80 A. V. ȷUBR

obrazu¸t “bazis” gruppy H^3(G, 2), i qto H^3(G, 2) sovpadaet s

H^3(Tors G, 2).

2.3. Neskol~ko oboznaqeniæ i standartnyh izomorfizmov. DlØ koneqnoæ abelevoæ gruppy G oboznaqaem gruppu Hom(G,Q/Z) koroqe qerez ^G (ili, v nekotoryh sluqaØh, qerez G ^ ), i dlØ l¸bogo gomomorfizma φ : G → H sootvetstvu¸wiæ inducirovannyæ gomomorfizm ^H → ^G – qerez ^φ. (Sootvetstvie G → ^G – ne qto inoe kak special~nyæ sluqaæ “dvoæstvennosti PontrØgina”.)

DlØ proizvol~noæ koneqno poroßdennoæ abelevoæ gruppy G my oboznaqaem ee periodiqesku¸ qast~ Tors G koroqe qerez tG. Kak legko videt~, gomomorfizm Bokxteæna

δ : H^2(tG, 2; Q/Z) → H^3(tG, 2)

est~ izomorfizm. OtoßdestvlØØ H^2(tG, 2; Q/Z) s Hom (G, Q/Z) = ^tG, a H^3(tG, 2) – s H^3(G, 2) (sm. zameqanie v konce predyduwego punkta), okonqatel~no poluqaem izomorfizm ^tG → H^3(G, 2), kotoryæ takße oboznaqaem qerez δ.

2.4. Gruppa H5(G, 2). Predstaviv gruppu tG v vide (8) i primenØØ k skazannomu v p. 2.1 formulu K¸nneta, my poluqaem izomorfizm

H_5(G, 2) = ⨁ i n_i≡0(2)

Z_2 ⊕ ⨁ i<j Z_{(ni,nj)} . (9)

Udobno dopolnitel~no predpoloßit~, qto (8) – kanoniqeskoe razloßenie gruppy tG, t. e. qto kaßdoe n_i delit n_{i+1}. V fftom sluqae razloßenie (9) prinimaet qut~ bolee prostoæ vid

H_5(G, 2) = ⨁ i n_i≡0(2)

Z_2 ⊕ ⨁ i<j Z_{ni} . (10)

Budem oboznaqat~ sootvetstvu¸wie fftomu razloßeni¸ obrazu¸wie gruppy H_5(G, 2) qerez u_i i v_{i,j}. “Detektiru¸wie” ih klassy kogomologiæ (svertka s kotorymi daet sootvetstvu¸wie razloßeni¸ (10) proekcii) – ffto, sootvetstvenno, Sq^2δ_{ni} (x_i) i

x_i · δ_{nj} (x_j): legkaØ proverka pokazyvaet, qto, za iskl¸qeniem

⟨Sq^2δ_{ni} (x_i), u_i⟩ = ⟨x_i · δ_{nj} (x_j), v_{i,j}⟩ = ρ_{ni} (1),

OB ODNO` RABOTE BARDENA 81

vse ostal~nye svertki ravny nul¸.

DlØ proizvol~nogo klassa gomologiæ μ ∈ H_5(G, 2) = H_5(tG, 2) my oboznaqaem qerez D_μ gomomorfizm

H^3(G, 2) = H^3(tG, 2) → H_2(tG, 2) = tG , (11)

deæstvu¸wiæ po formule x → μ ⌢ x.

2.5. Formy zacepleniæ. Pust~ G – koneqnaØ abeleva gruppa.

Formoæ zacepleniæ na G budem nazyvat~ proizvol~nyæ gomomorfizm vida

l : G ⊗ G → Q/Z , (12)

ili, qto ravnosil~no, gomomorfizm G → ^G (13) (takße oboznaqaemyæ qerez l). Zametim, qto soprØßennyæ k (13) gomomorfizm ^l deæstvuet tak ße, kak i l – iz G v ^G. Oqevidno, qto forma (12) nevyroßdena v tom i tol~ko tom sluqae, esli (13) – izomorfizm, i qto ona simmetriqna (kososimmetriqna) v tom i tol~ko tom sluqae, esli ^l = l (sootvetstvenno, ^l = −l). 2.6. Forma lμ. Pust~ G – koneqno poroßdennaØ abeleva gruppa i μ ∈ H_5(G, 2). My oboznaqaem qerez l_μ formu zacepleniæ

H^3(G, 2) ⊗ H^3(G, 2) → Q/Z , (14)

zadannu¸ formuloæ l_μ(x, y) = ⟨x·δ^{−1}y, μ⟩. Predstaviv klass y v vide δ_n(a), gde a ∈ H^2(tG, 2; Z_n) (qto vozmoßno v sluqae, esli

ny = 0), imeem, v sootvetstvii s sootnoxeniem (3), y = δ(a/n) i,

sledovatel~no, l_μ(x, y) = 1 n ⟨ax, μ⟩ . (15) 2.6.1. Lemma. Forma lμ kososimmetriqna.

Dokazatel~stvo. Ono standartno: vybrav takie a, b ∈ H^2(tG, 2;

Z_n), qto x = δ_n(a) i y = δ_n(b) (dlØ fftogo dostatoqno vzØt~ v

kaqestve n naimen~xee obwee kratnoe porØdkov x i y), imeem l_μ(x, y) + l_μ(y, x) = ⟨δ_n(a)·b + a·δ_n(b), μ⟩ n = ⟨δ_n(ab), μ⟩ n = 0. �

82 A. V. ȷUBR

2.6.2. Sledstvie. lμ(x, x) – lineænaØ funkciØ, prinima¸waØ zna-

qeniØ 0 i^1_2 .

2.6.3. Lemma. DlØ l¸bogo x ∈ H^3(G, 2) imeet mesto ravenstvo l_μ(x, x) = 1 2 ⟨Sq^2x, μ⟩ . Dokazatel~stvo. Vvidu 2.6.2 my moßem ignorirovat~ “neqetnu¸ komponentu” klassa x i, takim obrazom, sqitat~, qto x =

δ_2m (a), gde a ∈ H^2(tG, 2; Z_2m ). Togda, v sootvetstvii s ravenstvom

(15) budem imet~ l_μ(x, x) = 2^{−m}⟨a·δ_2m (a), μ⟩ . PrimenØØ k pravoæ qasti sootnoxenie (4), poluqaem trebuemoe ravenstvo. � 2.7. Teorema. Otobraßenie μ → lμ gruppy H5(G, 2) na mno-

ßestvo kososimmetriqeskih form zacepleniæ na gruppe H^3(G, 2) ØvlØetsØ biekcieæ.

Dokazatel~stvo. My moßem, ne terØØ obwnosti, sqitat~ gruppu G koneqnoæ. Rassmotrim, kak v pp. 2.2, 2.4, razloßenie gruppy G v prØmu¸ summu cikliqeskih grupp Z_{ni} s n_i|n_{i+1} i sootvetstvu- ¸wie fftomu razloßeni¸ klassy kogomologiæ x_i ∈ H^2(G, 2; Z_{ni} ). Kak bylo otmeqeno v p. 2.2, klassy z_i = δ_{ni} (x_i) obrazu¸t bazis gruppy H^3(G, 2). DlØ proizvol~noæ Q/Z-formy l rassmotrim ee “matricu” otnositel~no fftogo bazisa – nabor celyh qisel ε_i i

λ_{ij}, i < j, opredelennyh usloviØmi

l(z_i, z_i) = ε_i 2 , ε_i = 0, 1

(gde ε_i moßet byt~ otliqno ot nulØ tol~ko v sluqae n_i ≡ 0

(mod 2)) i

l(z_j , z_i) = λ_{ij} n_i , λ_{ij} = 0, 1, . . . , n_i − 1. Netrudno videt~, qto i obratno, vsØkiæ nabor qisel ε_i, λ_{ij} , udovletvorØ¸wiæ vyxeprivedennym usloviØm, opredelØet takim obrazom kososimmetriqesku¸ Q/Z-formu na gruppe H^3(G, 2).

Teper~ poloßim μ = ∑ i ε_iu_i + ∑ i<j λ_{ij}v_{ij}

OB ODNO` RABOTE BARDENA 83

i rassmotrim sootvetstvu¸wu¸ formu l_μ. Vvidu lemmy 2.6.3 i ravenstva (15), imeem

l_μ(z_i, z_i) = 1 2 ⟨Sq^2δ_{ni} x_i, μ⟩ = ε_i 2 i l_μ(z_j , z_i) = 1 n_i ⟨x_i·δ_{nj} x_j, μ⟩ = λ_{ij} n_i , tak qto l_μ = l. Edinstvennost~ klassa μ sleduet iz privedennogo rassußdeniØ oqevidnym obrazom. � 2.8. Gomomorfizm^^δ ∘ lμ. Napomnim, qto my moßem smotret~ na formu l_μ kak na gomomorfizm

l_μ : H^3(G, 2) → H^3(G, 2)^

(p. 2.5). Dalee, izomorfizm δ : ^tG → H^3(G, 2) (p. 2.3) induciruet dual~nyæ izomorfizm ^δ : H^3(G, 2)^ → tG . Takim obrazom, poluqaem superpozici¸

^δ ∘ l_μ : H^3(G, 2) → tG ⊂ H_2(G, 2) .

2.8.1. Lemma. Gomomorfizm^^δ ∘ lμ sovpadaet so svertkoæ (11). Dokazatel~stvo. DlØ proizvol~nyh x, y ∈ H^3(G, 2) imeem

^δ^{−1}D_μ(x) · y = D_μ(x) · δ^{−1}(y)

(ponimaØ zdes~ klassy ^δ^{−1}D_μ(x) i D_μ(x) kak fflementy grupp

Hom (H^3(G, 2), Q/Z) i Hom (^tG, Q/Z), sootvetstvenno). Dalee, v

sootvetstvii s opredeleniem D_μ i l_μ, D_μ(x) · δ^{−1}(y) = ⟨x · δ^{−1}(y), μ⟩ = l_μ(x, y) = l_μ(x) · y . Takim obrazom, ^δ^{−1}D_μ = l_μ, qto i trebovalos~ dokazat~. � 2.8.2. Sledstvie. Forma lμ nevyroßdenna v tom i tol~ko tom

sluqae, esli D_μ ØvlØetsØ izomorfizmom.

84 A. V. ȷUBR

2.9. Nevyroßdennye formy. Esli forma lμ nevyroßdena, to, vvidu 2.8.2, my moßem perenesti ee, posredstvom izomorfizma

D_μ, na gruppu tG, t.e. rassmotret~ formu zacepleniæ l_μ ∘ (D^{−1}_μ ⊗D^{−1}_μ ) : tG ⊗ tG → Q/Z . Poluqennyæ takim obrazom “gomologiqeskiæ” variant formy zacepleniæ my po-preßnemu oboznaqaem l_μ.

2.10. Formy lμ i zacepleniØ na 5-mernyh mnogoobrazi- Øh. Pust~ M – svØznoe (ne obØzatel~no odnosvØznoe) zamknutoe orientirovannoe 5-mernoe mnogoobrazie, G – koneqno poroßdennaØ abeleva gruppa i φ : H_2(M ) → G – proizvol~nyæ gomomorfizm. Vybrav kakoe-libo otobraßenie f : M → K(G, 2), induciru¸wee gomomorfizm φ, poluqaem inducirovannye gomomorfiz- my f_∗ : H_i(M ) → H_i(G, 2) i f^∗ : H^i(G, 2) → H^i(M ),

kotorye, voobwe govorØ, ne opredelØ¸tsØ tol~ko gomomorfizmom φ, a mogut zaviset~ ot vybora f (v sluqae, kogda

Ext (H_1(M ), G) ≠ 0). Tem ne menee, kak pokazyvaet sledu¸wee

utverßdenie, po kraæneæ mere nekotorye iz fftih inducirovannyh gomomorfizmov ot vybora f v deæstvitel~nosti ne zavisØt.

2.10.1. Lemma. Gomomorfizmy

f^∗ : H^3(G, 2) → H^3(M ) (16) i f_∗ : H_5(M ) → H_5(G, 2) (17)

opredelØ¸tsØ gomomorfizmom φ.

Dokazatel~stvo. DlØ gomomorfizma (16) ffto oqevidno: ego moßno otoßdestvit~ s gomomorfizmom

Ext (φ, id) : H^3(G, 2) = Ext (G, Z) → Ext (H_2(M ), Z) = Tors H^3(M ) .

DlØ gomomorfizma (17) utverßdenie neposredstvenno sleduet iz sledstviØ 2.10.3 niße. �

Vvidu vyxeskazannogo budem oboznaqat~ gomomorfizmy (16) i (17) qerez φ^∗ i φ_∗, sootvetstvenno.

OB ODNO` RABOTE BARDENA 85

Rassmotrim teper~ formu (14), gde v kaqestve μ vzØt klass gomologiæ φ_∗[M ] ∈ H_5(G, 2). Po oqevidnym priqinam imeem ravenstvo l_μ = l_M ∘ (φ^∗⊗φ^∗), gde l_M – forma zacepleniæ mnogoobraziØ M v “kogomologiqeskom” variante:

l_M : Tors H^3(M ) ⊗ Tors H^3(M ) → Q/Z , l_M (x, y) = ⟨ax, [M ]⟩ ,

gde a ∈ H^2(M ; Q/Z), δ(a) = y. Takim obrazom, imeet mesto sledu¸wee utverßdenie.

2.10.2. Lemma. Forma lμ sovpadaet s (φ^∗)^{−1}(lM ) – proobrazom

formy zacepleniæ mnogoobraziØ M otnositel~no gomomorfizma φ^∗.

2.10.3. Sledstvie. Forma lμ (a vmeste s neæ, soglasno teoreme

2.7, i klass μ) opredelØetsØ mnogoobraziem M i gomomorfizmom φ.

V qastnosti, my poluqaem, qto forma zacepleniæ mnogoobraziØ M opredelØet klass gomologiæ μ ∈ H_5(H_2(M ), 2) (i, v svo¸ oqered~, opredelØetsØ fftim klassom).

2.11. Teorema o rasweplenii. Pust~ opØt~ M – svØznoe zamknutoe orientirovannoe 5-mernoe mnogoobrazie, G – koneqno poroßdennaØ abeleva gruppa i φ : H_2(M ) → G – gomomorfizm. Kak vyxe, qerez μ my oboznaqaem klass gomologiæ

φ_∗[M ] ∈ H_5(G, 2).

2.11.1. Teorema. Esli forma lμ nevyroßdena, to Ødro gomomor-

fizma φ ØvlØetsØ prØmym slagaemym v H_2(M ).

Dokazatel~stvo. Vse svoditsØ, kak obyqno, k postroeni¸ “seqeniØ” – gomomorfizma

ψ : Im (φ) → H_2(M )

s φ ∘ ψ = id. Problema pri fftom, koneqno, sosredotoqena v podgruppe Tors Im (φ); my dokaßem v deæstvitel~nosti qut~ bol~xe, qem trebuetsØ – a imenno, qto suwestvuet takoæ gomomorfizm

ψ : tG → H_2(M ) , (18)

qto φ ∘ ψ sovpadaet s vkl¸qeniem tG ⊂ G (otkuda, krome trebuemogo utverßdeniØ otnositel~no Ker φ, sleduet dopolnitel~no, qto gruppa tG celikom leßit v obraze gomomorfizma φ).

86 A. V. ȷUBR

Qtoby dokazat~ suwestvovanie trebuemogo gomomorfizma (18), rassmotrim kommutativnu¸ diagrammu

H^3(G, 2)^{φ∗}−→Tors H^3(M ) ↓ D_μ ↓ D tG^φ←−Tors H_2(M )

(D oboznaqaet izomorfizm Puankare). V silu predpoloßeniæ teoremy i sledstviØ 2.8.2 gomomorfizm D_μ obratim, i my moßem poloßit~

ψ = D ∘ φ^∗ ∘ D^{−1}_μ . �

§3. Dokazatel~stva teorem A i B

Posle provedennoæ podgotovki ffti dokazatel~stva mogut byt~ izloßeny sovsem korotko.

3.1. Dokazatel~stvo teoremy A. Pust~ M1, M2 i η : H2(M1) →

H_2(M_1) – mnogoobraziØ i izomorfizm, o kotoryh idet req~

v formulirovke teoremy A, pust~ G – gruppa, izomorfnaØ

H_2(M_1) ≈ H_2(M_2), i pust~ φ : H_2(M_i) → G – nekotorye izomor-

fizmy, svØzannye sootnoxeniem

φ_1 = φ_2 ∘ η (19)

(naprimer, my moßem vybrat~ φ_2 proizvol~nym, a φ_1 – v sootvetstvii s ukazannym sootnoxeniem). Pust~ gomomorfizm (klass kogomologiæ) w ∈ Hom (G, Z_2) = H^2(G, 2; Z_2) opredelen usloviØmi φ^∗_i (w) = w_2(M_i).

Togda my imeem (M_i, φ_i) ∈ M_5(G, w), i = 1, 2. Soglasno 2.10, klass μ_i = φ_{i∗}[M] ∈ H_5(G, 2) opredelØetsØ formoæ (φ^∗_i )^{−1}(l_{Mi} ), a v silu sootnoxeniØ (19) (i predpoloßeniæ otnositel~no izomorfizma η) ffti formy sovpada¸t. Sledovatel~no, my imeem μ_1 =

μ_2, a togda, po teoreme 1.8.1 (ili 1.6.1) i θ(M_1 , φ_1) = θ(M_2, φ_2),

i nam ostaetsØ soslat~sØ na lemmu D. �

3.2. Dokazatel~stvo teoremy B. Pust~ (G, w, l) – dopustimaØ troæka, i pust~ klass μ opredelen usloviem l_μ = l. ZapisyvaØ uslovie (1) teoremy B v kogomologiqeskoæ forme kak ⟨wx, μ⟩ = 2l(x, x) , x ∈ H^3(G, 2),

OB ODNO` RABOTE BARDENA 87

i ispol~zuØ lemmu 2.6.3, ffto uslovie moßno zapisat~ v vide ⟨wx + Sq^2x, μ⟩ = 0 . Soglasno teoreme 1.8.1, klass μ leßit v obraze gomomorfizma (7), t.e. suwestvu¸t zamknutoe 5-mernoe mnogoobrazie M i otobraßenie f : M → K(G, 2), udovletvorØ¸wie usloviØm:

(1) f^∗(w) = w_2(M ); (2) f_∗[M ] = μ.

Vse, qto teper~ trebuetsØ – perestroit~ mnogoobrazie M i otobraßenie f (sohranØØ usloviØ 1 i 2) takim obrazom, qtoby M stalo odnosvØznym, a f_∗ : H_2(M ) → G – izomorfizmom. Zametim preßde vsego, qto my, oqevidno, moßem legko sdelat~ mnogoobrazie M svØznym, a gomomorfizm f_∗ – ffpimorfizmom. (Qtoby dobit~sØ vtorogo, moßno vybrat~ nekotoru¸ sistemu obrazu¸wih g_i gruppy G, realizovat~ kaßdu¸ iz nih otobraßeniem h_i : A_i → K(G, 2), gde v kaqestve A_i beretsØ libo prØmoe proizvedenie S^2 ×S^3 , libo “kosoe proizvedenie” S^2 ~×S^3 v zavisimosti ot znaqeniØ w(g_i), posle qego vzØt~ svØznu¸ summu (M, f) so vsemi (A_i, h_i).)

Nakonec, glavnyæ punkt dokazatel~stva – uniqtoßenie Ødra

Ker f_∗ posredstvom perestroek indeksa 3 (imenno zdes~ ispol~zu-

etsØ uslovie nevyroßdennosti formy l). Sootvetstvu¸wie rassußdeniØ (dlØ mnogoobraziæ razmernosti 4k + 1) horoxo izvestny (sm., naprimer, [11, §5]), i my napomnim, v qem oni sostoØt v naxem sluqae.

Vo-pervyh, esli x – nekotoraØ obrazu¸waØ beskoneqnogo porØdka gruppy Ker f_∗, to ffto (vvidu teoremy 2.11) – nedelimyæ fflement gruppy H_2(M ); po standartnym soobraßeniØm, ego moßno “ubit~” sootvetstvu¸weæ sferiqeskoæ perestroækoæ, ne “poroßda¸weæ” v H_2(M ) novyh fflementov.

Esli ße x – fflement koneqnogo porØdka, to, soglasno [11, lemma 5.8] (dokazatel~stvo fftoæ lemmy prohodit zdes~ bez kakihlibo izmeneniæ), “ubivaØ” ego analogiqnym obrazom, my poluqaem novu¸ obrazu¸wu¸ beskoneqnogo porØdka. Takim obrazom, my moßem kak umen~xat~ rang gruppy Ker f_∗, ne menØØ ee periodiqeskoæ qasti, tak i umen~xat~ periodiqesku¸ qast~ (voobwe govorØ, uveliqivaØ rang); Øsno, qto ffti dva processa v konce koncov da¸t trebuemyæ rezul~tat. �

Zametim v zakl¸qenie, qto vyxeprivedennoe rassußdenie pozvolØet s novoæ toqki zreniØ vzglØnut~ na usloviØ teoremy B.

88 A. V. ȷUBR

My vidim, qto uslovie Uolla (1) – ffto ne qto inoe kak ravenstvo d^2_{5,0}(μ) = 0, neobhodimoe i dostatoqnoe dlØ realizuemosti klassa μ ∈ H_5(G, 2) fflementom gruppy bordizmov Ω^{spin}_5 (G, 2; w). (V qastnosti, my poluqaem novoe dokazatel~stvo fftogo sootnoxeniØ.) Qto kasaetsØ vtorogo usloviØ – nevyroßdennost~ formy l – to, kak my videli, ego naruxenie ØvlØetsØ edinstvennym prepØtstviem k realizacii vyxeupomØnutogo klassa bordizmov μ posredstvom “3-ffkvivalentnosti” – otobraßeniØ, induciru¸- wego izomorfizm H_2(M ) → G.

Literatura

1. D. Barden, Simply connected five-manifolds. Ann. Math., 75 (1965), 365–385. 2. C. T. C. Wall, Killing the middle homotopy group of odd dimensional manifolds.

Trans. Am. Math. Soc., 103 (1962), 421–433.

3. C. T. C. Wall, Diffeomorphisms of 4-manifolds. J. London Math. Soc., 39 (1964), 131–140.

4. R. E. Stong, Notes on cobordism theory. Princeton University Press and the University of Tokyo Press (1968).

5. A. V. ȷubr, KlassifikaciØ odnosvØznyh xestimernyh spinornyh mnogoobraziæ. Izv. AN SSSR, Ser. matem. 39 (1975), 839–859.

6. A. V. ȷubr, KlassifikaciØ odnosvØznyh 6-mernyh mnogoobraziæ. Dokl.

Akad. Nauk SSSR, 255 (1980), 1312–1315.

7. A. V. Žubr, Classification of simply connected topological 6-manifolds. Topology and Geometry – Rohlin Seminar, Lecture Notes in Math., vol. 1346, Springer, Berlin–New York, 1988, pp. 325–339.

8. A. V. Zhubr, Spin bordism of oriented manifolds and the Hauptvermutung for 6-manifolds. Topology, Ergodic Theory, Real Algebraic Geometry. Rokhlin’s Memorial (V. Turaev, A. Vershik, eds.), Adv. Math. Sci., Am. Math. Soc., Providence, RI (v peqati).

9. A. V. ȷubr, Zamknutye odnosvØznye xestimernye mnogoobraziØ: dokazatel~stva klassifikacionnyh teorem. Algebra i analiz, 12, No. 4 (2000), 126–230.

10. Dß. P. Mffæ, Obwiæ algebraiqeskiæ podhod k operaciØm Stinroda. V kn.:

Stinrod N., �psteæn D. Kogomologiqeskie operacii. M.: Mir, 1983.

11. M. A. Kervaire, J. Milnor, Groups of homotopy spheres. Ann. Math., 77 (1963), 504–537.

Zhubr A. V. On a paper by Barden.

It is shown that an approach earlier used by the author for classification of closed simply connected 6-manifolds (reduction to the problem of calculating certain bordism groups) can also be applied to easily obtain the results of Barden (1965) on classification of closed simply connected 5-manifolds.

Postupilo 31 dekabrØ 2000 g.

Syktyvkarskiæ gosudarstvennyæ universitet