Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 279, 2001 g.

A. A. Ivanov

METRIQESKA˚ AKSIOMATIKA EVKLIDOVA PROSTRANSTVA

§1. Vvedenie

Zdes~ budet privedena nekotoraØ sistema aksiom dlØ obyqnogo (3-h mernogo) evklidova prostranstva, osnovannaØ na ponØtii metriki, kak edinstvennom ishodnom ponØtii. �ta sistema sostoit iz aksiom, ØvlØ¸wihsØ prostymi geometriqeskimi utverßdeniØmi, spravedlivost~ kotoryh budet zdes~ dokazana. ObratnaØ procedura vyvoda aksiom Gil~berta (sm. [1]) iz metriqeskih aksiom toße dostatoqno prosta. Odnako perehod ot obyqnoæ aksiomatiki evklidova prostranstva k metriqeskoæ aksiomatike pozvolØet po drugomu vzglØnut~ na geometri¸, a takße rassmatrivat~ razliqnye obobweniØ evklidova prostranstva za sqet oslableniØ sootvetstvu¸wih metriqeskih aksiom. Ewe odnim preimuwestvom predlagaemoæ zdes~ metriqeskoæ aksiomatiki evklidova prostranstva ØvlØetsØ ee finitnost~, pozvolØ¸waØ, po-suwestvu, ograniqivat~sØ koneqnymi ob¨ektami: otrezkami, treugol~nikami, tetraffdrami (sr. [3]).

Kak uße bylo skazano, ponØtie metriki ØvlØetsØ zdes~ ishodnym ponØtiem. My budem sqitat~, qto zadano nekotoroe mnoßestvo X i rasstoØnie d(x, y), ØvlØ¸weesØ neotricatel~noæ funkcieæ toqek x, y fftogo mnoßestva.

Opredelenie. FunkciØ d : X × X −→ R+, gde R+ – mnoßestvo

neotricatel~nyh vewestvennyh qisel, nazyvaetsØ metrikoæ na X, esli

1. d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y (aksioma toßdestva). 2. d(x, y) = d(y, x) (aksioma simmetrii). 3. d(x, z) ⩽ d(x, y) + d(y, z) (aksioma treugol~nika). Para (X, d) nazyvaetsØ metriqeskim prostranstvom.

Opredelenie. Vzaimno odnoznaqnoe otobraßenie f metriqesko-

go prostranstva (X, d) na metriqeskoe prostranstvo (X^′, d^′) nazyvaetsØ izometrieæ, esli d(x, y) = d^′(f(x), f(y)). V fftom sluqae 89

90 A. A. IVANOV

govorØt, qto ffti prostranstva izometriqny.

Zameqanie. Pri postroenii metriqeskoæ aksiomatiki evklido-

va prostranstva sami aksiomy metriki v nee ne vkl¸qa¸tsØ.

§2. Lineænye mnoßestva metriqeskih prostranstv

My rassmotrim snaqala obwee ponØtie lineænogo mnoßestva v proizvol~nom metriqeskom prostranstve (X, d).

Opredelenie. Pust~ A, B, C – tri toqki metriqeskogo pro-

stranstva (X, d). Budem govorit~, qto ffti toqki obrazu¸t v (X, d) lineænoe mnoßestvo, esli ±d(A, C) ± d(C, B) = d(A, B). Esli pri fftom v al~ternirovannoæ summe, stoØweæ v levoæ qasti fftogo ravenstva, oba slagaemyh otliqny ot nulØ i berutsØ so znakom pl¸s, to govorØt, qto toqka C leßit meßdu toqkami A i B.

Zameqanie. Esli razliqnye toqki A, B, C obrazu¸t lineænoe

mnoßestvo, to odna iz nih leßit meßdu dvumØ drugimi. Qtoby ubedit~sØ v fftom dostatoqno v ravenstve ±d(A, C) ± d(C, B) = d(A, B). perenesti qlen s otricatel~nym znakom (esli takoæ est~) iz levoæ qasti v pravu¸. Zametim takße, qto v [2] takie toqki nazyvalis~ raspoloßennymi prØmolineæno.

Opredelenie. Mnoßestvo nazyvaetsØ lineænym v (X, d), esli

l¸bye ego tri toqki obrazu¸t lineænoe mnoßestvo.

Opredelenie. Otrezkom [AB] s koncami A, B nazyva¸t mnoße-

stvo, sostoØwee iz toqek A, B i vseh toqek C, leßawih meßdu toqkami A i B. RasstoØnie d(A, B) meßdu toqkami A i B nazyva¸t dlinoæ otrezka [AB]. Budem oboznaqat~ fftu dlinu qerez |AB|. Zameqanie. Tak kak toqki A i B ravnopravny v opredelenii

otrezka, to [AB] i [BA] oboznaqa¸t odin i tot ße otrezok.

METRIQESKA˚ AKSIOMATIKA PROSTRANSTVA 91

Opredelenie. PrØmoæ (linieæ) AB, prohodØweæ qerez dve toqki

A i B, nazyva¸t ob¨edinenie vseh otrezkov, soderßawih otrezok [AB]. Zameqanie. Esli ukazanie na toqki A, B nesuwestvenno, to go-

vorØt prosto o prØmoæ.

Opredelenie. Esli ne suwestvuet prØmoæ, soderßaweæ toqki

A, B, C, to govorØt, qto ffti toqki ne leßat na odnoæ prØmoæ.

Opredelenie. Pust~ A ≠ B. Luqom [AB prØmoæ AB, vyhodØwim

iz toqki A v storonu toqki B, nazyva¸t mnoßestvo, sostoØwee iz otrezka [AB] i vseh toqek C, dlØ kotoryh |AC| − |BC| = |AB|, luqom A]B prØmoæ AB, vyhodØwim iz toqki A v storonu protivopoloßnu¸ toqke B, nazyva¸t mnoßestvo, sostoØwee iz vseh toqek C, dlØ kotoryh |CB| − |CA| = |AB|. TeoriØ lineænyh mnoßestv metriqeskogo prostranstva bez dopolnitel~nyh predpoloßeniæ okazyvaetsØ dovol~no skudnoæ. Naprimer v obweæ situacii otrezok ne obØzatel~no ØvlØetsØ lineænym mnoßestvom, kak pokazyvaet sledu¸wiæ primer. Primer. Pust~ X = {A, B, C, D}, d(A, B)=1, d(A, C)=3, d(A, D)= 5, d(B, C) = 3, d(B, D) = 4, d(C, D) = 2. Netrudno proverit~, qto aksiomy metriki zdes~ vypolnØ¸tsØ i [AD] = X. S drugoæ storony, mnoßestvo {B, C, D} ne ØvlØetsØ lineænym mnoßestvom, pofftomu ne ØvlØetsØ lineænym mnoßestvom i otrezok [AD].

Zameqanie. Iz fftogo primera sleduet, qto v obwem sluqae tri

toqki mogut leßat~ na odnoæ prØmoæ i togda, kogda oni ne obrazu¸t lineænoe mnoßestvo. Ispol~zuØ tot ße primer, moßno pokazat~, qto prØmaØ ne obØzatel~no ØvlØetsØ ob¨edineniem luqeæ, iduwih iz odnoæ toqki v protivopoloßnyh napravleniØh. Deæstvitel~no, v fftom primere prØmaØ AB sovpadaet s otrezkom [AB], no [CD = {C, D}, C]D = {A, C} i pofftomu AB ≠ [CD ∪ C]D. S drugoæ storony, moßno dokazat~, qto esli nekotoraØ koneqnaØ sovokupnost~ toqek obrazuet lineænoe mnoßestvo, to suwestvuet otrezok kotoromu vse ffti toqki prinadleßat, priqem ego koncami ØvlØ¸tsØ toqki rassmatrivaemogo mnoßestva. Deæstvitel~no, sredi vseh par toqek prinadleßawih fftoæ sovokupnosti est~ para s naibol~xim rasstoØniem. Oboznaqim fftu paru qerez A, B i pust~ toqka C l¸baØ drugaØ toqka rassmatrivaemoæ sovokupnosti toqek. Togda toqki A, B, C obrazu¸t lineænoe

92 A. A. IVANOV

mnoßestvo i pofftomu odna iz fftih toqek leßit meßdu dvumØ drugimi. No tak kak |AB| – naibol~xaØ iz veliqin |AB|, |AC|, |BC|, to |AC| + |CB| = |AB|, to est~ C ∈ [AB]. K soßaleni¸, iz lineænosti metriqeskogo prostranstva (X, d) ne sleduet edinstvennost~ toqek M , udovletvorØ¸wih sootnoxeni¸ ±|AM | ± |M B| = |AB| (imeetsØ v vidu, qto znaki fiksirovany). Deæstvitel~no, pust~ X = {A, B, C, D}, d(A, C) = d(B, D) = 2,

d(A, B) = d(B, C) = d(C, D) = d(D, A) = 1. Zdes~ l¸bye tri toq-

ki sostavlØ¸t lineænoe mnoßestvo, tak kak odno iz rasstoØniæ meßdu nimi ravno 2, a ostal~nye dva ravny 1. S drugoæ storony, toqki B, D leßat meßdu toqkami A, C i, odnovremenno,

d(A, B) = d(A, D), d(B, C) = d(D, C). Estestvenno, pofftomu, vvesti

sledu¸wee uslovie.

Aksioma E1. DlØ l¸byh toqek A i B toqka M , udovletvorØ¸waØ uslovi¸ ±|AM | ± |M B| = |AB| (|AM |, |M B| i znaki fiksirovany), opredelena odnoznaqno (aksioma edinstvennosti).

Oqevidno, qto v evklidovom prostranstve ffto uslovie vypolnØetsØ.

Drugoe uslovie svØzano s ponØtiem lineænoæ sceplennosti mnoßestv.

Opredelenie. Dva mnoßestva nazyva¸tsØ lineæno sceplenny-

mi, esli ih pereseqenie sostoit ne menee qem iz dvuh toqek.

Opredelenie. KoneqnaØ sistema mnoßestv v (X, d) nazyvaetsØ

lineæno sceplennoæ, esli ffti mnoßestva moßno tak perenumerovat~, vozmoßno s povtoreniØmi, qto l¸bye sosednie mnoßestva okaßutsØ lineæno sceplennymi.

Aksioma E2. Ob¨edinenie mnoßestv l¸boæ lineæno sceplennoæ

sistemy lineænyh mnoßestv ØvlØetsØ lineænym mnoßestvom (aksioma lineænosti).

Teorema. V evklidovom prostranstve aksioma E2 imeet mesto. Dokazatel~stvo. Zametim, preßde vsego, qto v evklidovom pro-

stranstve l¸boe lineænoe mnoßestvo soderßitsØ v kakoæ-nibud~ prØmoæ. Deæstvitel~no, esli ffto mnoßestvo odnotoqeqno, to naxe utverßdenie trivial~no. Pust~ rassmatrivaemoe mnoßestvo soderßit po kraæneæ mere dve toqki A i B a C – proizvol~naØ toqka fftogo mnoßestva. Togda, v silu lineænosti,

METRIQESKA˚ AKSIOMATIKA PROSTRANSTVA 93

|AB| = ±|AC| ± |CB| i potomu C ∈ AB. Ots¸da sleduet, qto

vse rassmatrivaemoe mnoßestvo soderßitsØ v prØmoæ AB. Esli, teper~, dva lineænyh mnoßestva lineæno scepleny, to ih pereseqenie soderßit kakie-to dve toqki A i B i potomu oba ffti mnoßestva soderßatsØ v prØmoæ AB i ih ob¨edinenie ØvlØetsØ lineænym mnoßestvom. RassmatrivaØ proizvol~nu¸ lineæno sceplennu¸ sistemu lineænyh mnoßestv my moßem pereæti k sootvetstvu¸weæ koneqnoæ posledovatel~nosti lineænyh mnoßestv u kotoroæ l¸bye sosednie mnoßestva lineæno scepleny. Zameniv dva pervye mnoßestva fftoæ posledovatel~nosti na ih ob¨edinenie, my poluqim analogiqnu¸ posledovatel~nost~. PovtorØØ fftu proceduru, my budem poluqat~ vse bolee korotku¸ posledovatel~nost~ i, v koneqnom sqete, odno lineænoe mnoßestvo, ØvlØ¸weesØ ob¨edineniem ishodnyh mnoßestv. □

Pri vypolnenii aksiomy E2 dlØ metriqeskogo prostranstva moßno dokazat~, qto dlØ ego otrezkov spravedlivy nekotorye svoæstva obyqnyh evklidovyh otrezkov.

Teorema. Esli dlØ nekotorogo metriqeskogo prostranstva (X, d)

vypolnØetsØ aksioma lineænosti, to ime¸t mesto sledu¸wie utverßdeniØ:

1. l¸boæ ego otrezok ØvlØetsØ lineænym mnoßestvom, 2. esli toqki C, D prinadleßat otrezku [AB], to [CD] ⊂ [AB], 3. ob¨edinenie dvuh lineæno sceplennyh otrezkov soderßitsØ v nekotorom otrezke, koncami kotorogo ØvlØ¸tsØ nekotorye iz koncov ishodnyh otrezkov,

4. kaßdaØ prØmaØ ØvlØetsØ ob¨edineniem vloßennyh drug v druga otrezkov.

Dokazatel~stvo. 1. Rassmotrim proizvol~nyæ otrezok [AB]

fftogo metriqeskogo prostranstva. Moßno sqitat~, qto A ≠ B, tak kak odnotoqeqnoe mnoßestvo vsegda lineæno. Rassmotrim tri l¸bye toqki C, D, E fftogo otrezka. Po opredeleni¸ ot- rezka, troæki {A, C, B}, {A, D, B} i {A, E, B} ØvlØ¸tsØ lineæno sceplennymi lineænymi mnoßestvami, pofftomu, v silu aksiomy E2, lineæno ih ob¨edinenie {A, B, C, D, E} i ego podmnoßestvo

{C, D, E}. Pervyæ punkt teoremy dokazan.

2. Pust~ toqki C, D prinadleßat otrezku [AB] i M – proizvol~naØ toqka otrezka [CD]. Netrudno ponØt~, qto dostatoqno rassmotret~ sluqaæ A = C ili D = B. Rassmotrim dlØ opre-

94 A. A. IVANOV

delennosti sluqaæ D = B. V fftom sluqae |AC| + |CB| = |AB| i

|CM | + |M B| = |CB|, esli M ∈ [CB]. Iz fftih ravenstv poluqaem |AC|+|CM |+|M B| = |AB|, otkuda sleduet, qto |AM |+|M B| = |AB| i pofftomu M ∈ [AB]. Vtoroæ punkt teoremy dokazan.

3. Rassmotrim dva lineæno sceplennyh otrezka [AB] i [CD]. Tak kak oni ØvlØ¸tsØ lineæno sceplennymi lineænymi mnoßestvami, to ih ob¨edinenie ØvlØetsØ lineænym mnoßestvom. V qastnosti ØvlØetsØ lineænym i mnoßestvo {A, B, C, D, }. No togda ffto mnoßestvo soderßitsØ v nekotorom otrezke, koncami kotorogo ØvlØ¸tsØ toqki iz {A, B, C, D, }. Bez naruxeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto ffto libo toqki A, B libo toqki A, D. V pervom sluqae [CD] ⊂ [AB], vo vtorom sluqae [AB] ⊂ [AD] i [CD] ⊂ [AD]. 4. Rassmotrim proizvol~nu¸ prØmu¸ AB. Po opredeleni¸ prØmoæ, ona sostoit iz otrezkov, soderßawih otrezok [AB]. V silu punkta 3, kaßdye dva takih otrezka soderßatsØ v nekotorom otrezke fftoæ prØmoæ. Sredi sistem vloßennyh drug v druga otrezkov, soderßawih otrezok [AB] naædetsØ maksimal~naØ sistema, kotoru¸ my fiksiruem v dal~neæxih rassußdeniØh. Proizvol~nyæ otrezok fftoæ sistemy oboznaqim qerez [DE]. Pust~ M – nekotoraØ toqka prØmoæ AB. Togda libo naædetsØ otrezok

[DE], dlØ kotorogo |DE| ≥ |DM | i |DE| ≥ |EM | libo dlØ kaßdogo

otrezka [DE] ili |DE| < |DM | ili |DE| < |EM |. V pervom sluqae

M ∈ [DE] ⊂ AB, vo vtorom ße sluqae otrezok [DE] strogo so-

derßitsØ ili v otrezke [DM ] ili v otrezke [EM ], to est~ strogo soderßitsØ, v silu punkta 3, v nekotorom otrezke soderßawem otrezok [AB], qto protivoreqit maksimal~nosti rassmatrivaemoæ sistemy otrezkov. □

Vaßnymi dlØ razvertyvaniØ sootvetstvu¸weæ teorii ØvlØetsØ takße sledu¸wee uslovie.

Aksioma E3. DlØ l¸byh dvuh toqek A, B i ravenstva

±d_1 ± d_2 = d(A, B), d_1 ⩾ 0, d_2 ⩾ 0,

suwestvuet toqka C, dlØ kotoroæ

d(A, C) = d_1, d(C, B) = d_2 (aksioma zapolneniØ prØmoæ).

METRIQESKA˚ AKSIOMATIKA PROSTRANSTVA 95

Teorema. V evklidovom prostranstve aksioma E3 imeet mesto. Dokazatel~stvo. Rassmotrim tri vozmoßnyh sluqaØ:

d_1 + d_2 = d(A, B), d_1 − d_2 = d(A, B), −d_1 + d_2 = d(A, B).

V pervom sluqae na otrezke [AB] prØmoæ AB naædetsØ odnoznaqno opredelennaØ toqka C, dlØ kotoroæ d_1 = |AC|, d_2 = |CB|, vo vtorom sluqae na luqe [AC prØmoæ AB naædetsØ odnoznaqno opredelennaØ toqka C, dlØ kotoroæ d_1 = |AC|, d_2 = |BC|, nakonec v tret~em sluqae na luqe AB] prØmoæ AB nfædetsØ odnoznaqno opredelennaØ toqka C, dlØ kotoroæ d_1 = |CA|, d_2 = |CB|. □

Zameqanie. Odna aksioma E3 ne obespeqivaet lineænost~ prØ-

moæ. Deæstvitel~no, toqki A, B, C, D, privedennogo vyxe primera, moßno dopolnit~ do metriqeskogo prostranstva, udovletvorØ¸wego fftoæ aksiome.

Moßno dokazat~ daße bolee sil~noe utverßdenie.

Teorema. L¸boe metriqeskoe prostranstvo moßno rasxirit~

do metriqeskogo prostranstva, udovletvorØ¸wego aksiome E3.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim proizvol~noe metriqeskoe pro-

stranstvo (X, d). Kaßdoæ pare a, b razliqnyh toqek fftogo prostranstva sopostavim izometriqnoe qislovoæ prØmoæ mnoßestvo

L_{a,b} tak, qto rasstoØnie meßdu toqkami a i b v (X, d) i v L_{a,b} so- vpada¸t, a L_{a,b} ∩ L_{c,d} = {a, b} ∩ {c, d} dlØ l¸byh toqek a, b, c, d. Poloßim X^′ = ⋃ L_{a,b}, gde ob¨edinenie rasprostranØetsØ na vse a ∈ X, b ∈ X, a ≠ b. Opredelim na X^′ metriku d^′.

Pust~ x ∈ L_{a,b}, y ∈ L_{c,d}. My moßem rassmotret~ qetyre summy |xa| + |ac| + |cy|, |xa| + |ad| + |dy|, |xb| + |bc| + |cy|, |xb| + |bd| + |dy|, naimen~xu¸ iz ffti summ i budem sqitat~ rasstoØniem d^′(x, y). Netrudno dokazat~, qto d^′ ØvlØetsØ metrikoæ.

V prostranstve (X^′, d^′) aksioma E3 moßet i ne vypolnØt~sØ, no ona vypolnØetsØ dlØ toqek iz X. Teper~ my moßem povtorit~ taku¸ proceduru rasxireniØ uße dlØ prostranstva (X^′, d^′), poluqiv metriqeskoe prostranstvo (X^{′′}, d^{′′}) i tak dalee. Povtoriv fftu proceduru n raz, my poluqim metriqeskoe prostranstvo

(X^{(n)}, d^{(n)}). Ob¨edinenie fftih metriqeskih prostranstv, vzØtyh

dlØ vseh n ∈ N, i budet rasxireniem prostranstva (X, d), udovletvorØ¸wim aksiome E3. □

Aksiomy E1, E2 i E3 dostatoqny dlØ evklidovosti lineænoæ geometrii.

96 A. A. IVANOV

Teorema. Esli dlØ metriqeskogo prostranstva (X, d) vypolnØ-

¸tsØ aksiomy E1, E2 i E3, to l¸baØ prØmaØ fftogo prostranstva izometriqna qislovoæ prØmoæ s obyqnoæ metrikoæ.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim v X proizvol~nu¸ prØmu¸ AB i

sopostavim toqkam A, B toqki ϕ(A) = 0, ϕ(B) = d(A, B) qislovoæ prØmoæ. DlØ proizvol~noæ toqki M prØmoæ AB poloßim

ϕ(M ) = d(A, M ), esli M ∈ [A, B] d(A, B) + d(B, M ), esli M ∈ A[B −d(M, A), esli M ∈ A]B. �to opredelenie korrektno, tak kak aksioma E2 obespeqivaet predstavlenie prØmoæ AB v vide ob¨edineniØ A]B ∪ [AB] ∪ A[B. Aksioma E1 obespeqivaet vzaimnu¸ odnoznaqnost~ otobraßeniØ ϕ, aksioma E3 obespeqivaet sovpadenie ϕ-obraza prØmoæ AB s R.

Otobraßenie ϕ ØvlØetsØ izometrieæ prØmoæ AB na R. Deæstvitel~no, pust~ M, N – proizvol~nye toqki iz X. Dostatoqno rassmotret~ sledu¸wie xest~ sluqaev: M ∈ A]B, N ∈ A]B ili N ∈ [AB] ili N ∈ A[B M ∈ [AB], N ∈ [AB] ili N ∈ A[B M ∈ A[B, N ∈ A[B. Vse ffti sluqai rassmatriva¸tsØ odinakovo. Naprimer, v pervom sluqae my imeem ϕ(M ) = −d(M, A), ϕ(N ) = −d(N, A). Bez naruxeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto d(M, A) > d(N, A), po- fftomu d(M, N ) = d(M, A) − d(N, A) = ϕ(N ) − ϕ(M ). □ §3. Ploskie mnoßestva metriqeskih prostranstv

My rassmotrim teper~ ponØtie ploskogo mnoßestva v proizvol~nom metriqeskom prostranstve (X, d).

Opredelenie. Pust~ A, B, C – proizvol~nye toqki metriqeskogo

prostranstva. Budem govorit~, qto oni opredelØ¸t treugol~nik [ABC]. Otrezki [AB], [BC], [CA] budem nazyvat~ storonami treugol~nika, sami toqki A, B, C – ego verxinami. Qislo |ABC| = √ p(p − a)(p − b)(p − c), gde a, b, c – dliny storon, a p =^1_2 (a + b + c) – poluperimetr treugol~nika, budem nazyvat~ plowad~¸ treugol~- nika [ABC]. Esli plowad~ nekotorogo treugol~nika ravna nul¸, to treugol~nik nazyvaetsØ vyroßdennym.

METRIQESKA˚ AKSIOMATIKA PROSTRANSTVA 97

Zameqanie. Netrudno zametit~, qto esli treugol~nik ABC vy-

roßdennyæ, to toqki A, B, C obrazu¸t lineænoe mnoßestvo. Deæstvitel~no, v fftom sluqae hot~ odin iz somnoßiteleæ proizvedeniØ p(p − a)(p − b)(p − c) raven nul¸. Pust~, naprimer, p − a = 0, togda a = b + c. Bez ograniqeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto

a = |BC|, b = |CA|, c = |AB|. V fftom sluqae budem imet~ sootno-

xenie |CB| = |CA| + |AB|, to est~ toqka A leßit meßdu toqkami C i B. Opredelenie. Budem govorit~, qto toqka M prostranstva

(X, d) prinadleßit treugol~niku [ABC], esli |ABC| = |M AB| + |M BC| + |M CA|. Pod treugol~nikom budem ponimat~ teper~ mnoßestvo vseh prinadleßawih emu toqek.

Zameqanie. V sootvetstvii s predyduwim opredeleniem, ka-

ßdaØ verxina A, B, C treugol~nika [ABC] fftomu treugol~niku prinadleßit. Naprimer A ∈ [ABC], tak kak |AAB| = 0, |ACA| = 0, pofftomu |AAB|+|ACA|+|ABC| = |ABC|. Neskol~ko sloßnee situ- aciØ otnositel~no storon treugol~nika, zdes~ potrebuetsØ dopolnitel~noe uslovie.

Aksioma E4. DlØ proizvol~no fiksirovannoæ prØmoæ l i fiksiro-

vannoæ toqki C imeet mesto sootnoxenie |ABC| = h|AB|, gde h ne zavisit ot vybora otrezka [AB] na prØmoæ l.

Teorema. V evklidovom prostranstve aksioma E4 imeet mesto. Dokazatel~stvo. V sootnoxenii |ABC| = h|AB| qislo h ØvlØet-

sØ vysotoæ treugol~nika [ABC] s osnovaniem [AB], ravnoæ rasstoØni¸ ot toqki C do prØmoæ l. □

Zameqanie. Esli dlØ metriqeskogo prostranstva (X, d) vypol-

nØetsØ aksioma E4, to toqki storon treugol~nika [ABC] emu prinadleßat. Deæstvitel~no, pust~, naprimer, M ∈ [AB]. To- gda |AM | + |M B| = |AB| i, v silu aksiomy E4, |AM C| + |M BC| = |ABC|. Tak kak |AM B| = 0, to |AM B| + |AM C| + |M BC| = |ABC| i potomu, po opredeleni¸ treugol~nika, M ∈ [ABC].

Opredelenie. Ploskost~¸ ABC, prohodØwu¸ qerez toqki A, B, C,

ne leßawie na odnoæ prØmoæ, nazyva¸t ob¨edinenie vseh treugol~- nikov, soderßawih treugol~nik [ABC].

Zameqanie. Esli ukazanie na toqki A, B, C nesuwestvenno, to

govorØt prosto o ploskosti.

98 A. A. IVANOV

Opredelenie. Pust~ A, B, C, D – qetyre toqki metriqeskogo

prostranstva (X, d). Budem govorit~, qto ffti toqki obrazu¸t ploskoe mnoßestvo, esli ±|DAB| ± |DBC| ± |DCA| = |ABC|. Esli pri fftom toqki A, B, C ne leßat na odnoæ prØmoæ i v al~- ternirovannoæ summe, stoØweæ v levoæ qasti fftogo ravenstva, vse slagaemye otliqny ot nulØ i vhodØt so znakom pl¸s, to govorØt, qto toqka D leßit meßdu toqkami A, B, C.

Opredelenie. Mnoßestvo nazyvaetsØ ploskim v (X, d), esli l¸-

bye ego qetyre toqki obrazu¸t ploskoe mnoßestvo.

Opredelenie. Dva mnoßestva nazyva¸tsØ plosko sceplennymi,

esli ih pereseqenie soderßit tri toqki, ne leßawie na odnoæ prØmoæ.

Opredelenie. KoneqnaØ sistema mnoßestv v (X, d) nazyvaetsØ

plosko sceplennoæ, esli ffti mnoßestva moßno tak perenomerovat~, vozmoßno s povtoreniØmi, qto l¸bye sosednie mnoßestva okaßutsØ plosko sceplennymi.

Kak i dlØ lineænyh mnoßestv, bol~xu¸ rol~ igraet sledu¸- wee uslovie:

Aksioma E5. Ob¨edinenie mnoßestv l¸boæ plosko sceplennoæ

sistemy ploskih mnoßestv ØvlØetsØ ploskim mnoßestvom (aksioma ploskosti).

Teorema. V evklidovom prostranstve aksioma E5 imeet mesto. Dokazatel~stvo. Analogiqno dokazatel~stvu spravedlivosti

aksiomy E3. □

Zameqanie. Ispol~zuØ fftu aksiomu, moßno dokazat~, qto l¸boæ

treugol~nik ØvlØetsØ ploskim mnoßestvom. Deæstvitel~no, dlØ l¸boæ toqki M ∈ [ABC] imeet mesto, po opredeleni¸ treugol~- nika, sootnoxenie |ABC| = |M AB| + |M BC| + |M CA| i pofftomu toqka M obrazuet s toqkami A, B, C ploskoe mnoßestvo. DlØ proizvol~nogo mnoßestva {M_1, M_2, M_3, M_4} my moßem rassmotret~ plosko sceplennu¸ sistemu mnoßestv {A, B, C.M_i}. Ob¨edinenie mnoßestv fftoæ sistemy budet, v silu aksiomy E4, ploskim mnoßestvom {A, B, C, M_1, M_2, M_3, M_4}, pofftomu budet ploskim i mnoßestvo {M_1, M_2, M_3, M_4}.

METRIQESKA˚ AKSIOMATIKA PROSTRANSTVA 99

Aksioma E6. DlØ l¸byh treh toqek A, B, C, ne leßawih na odnoæ

prØmoæ, i l¸byh neotricatel~nyh qisel S_1 , S_2, S_3, udovletvorØ¸- wih uslovi¸ ±S_1 ± S_2 ± S_3 = |ABC|, suwestvuet edinstvennaØ toqka M , dlØ kotoroæ S_1 = |M AB|, S_2 = |M BC|, S_3 = |M CA| (aksioma zapolneniØ ploskosti).

Zameqanie. Aksiomu E6, kak i v lineænom sluqae moßno zame-

nit~ na dve aksiomy, vydeliv otdel~no uslovie edinstvennosti.

Teorema. V evklidovom prostranstve aksioma E6 imeet mesto. Dokazatel~stvo. �to prostoe utverßdenie iz planimetrii.

Rassmotrim toqki A, B, C, ne leßawie na odnoæ prØmoæ, ploskost~ ABC i leßawiæ v fftoæ ploskosti treugol~nik [ABC]. KaßdaØ iz prØmyh AB, BC, CA razbivaet ploskost~ ABC na dve poluploskosti. OstanovimsØ snaqala na prØmoæ AB. Plowadi

|M AB| treugol~nika [M AB] budem pripisyvat~ znak +, esli ot-

rezok [SM ] ne peresekaet prØmu¸ AB i znak −, esli otrezok [CM ] neresekaet prØmu¸ AB. Analogiqnye znakovye usloviØ formuliru¸tsØ dlØ plowadeæ treugol~nikov [M BC] i [M CA]. Netrudno proverit~, qto ffti pravila znakov moßno sformulirovat~ v terminah poluploskosteæ, na kotorye ploskost~ ABC razbivaetsØ prØmymi AB, BC, CA. Naprimer dlØ prØmoæ AB, poluploskosti soderßaweæ toqku C (poloßitel~noæ poluploskosti), pripisyvaetsØ znak +, a vtoroæ (otricatel~noæ) poluploskosti, ne soderßaweæ toqku C, pripisyvaetsØ znak −. Analogiqnye znakovye usloviØ formuliru¸tsØ dlØ poluploskosteæ, obrazuemyh na ploskosti ABC prØmymi BC i CA. DlØ proizvol~no fiksirovannoæ toqki M ploskosti ABC moßno rassmotret~ znaki, pripisyvaemye treugol~nikam M AB, M BC, M CA. Vozmoßny sledu¸wie sluqai: vse znaki pl¸sy, dva znaka pl¸s i odin minus, odin znak pl¸s i dva znaka minus. Dokazatel~stvo poluqaetsØ akkuratnym razborom fftih sluqaev (sluqaæ, kogda vse znaki minusy, nevozmoßen). Po suti dela, dokazyvaemoe utverßdenie oznaqaet, qto baricentriqeskie koordinaty ustanavliva¸t vzaimno-odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu toqkami ploskosti i troækami qisel s ediniqnoæ summoæ.

Zameqanie. Pri vypolnenii aksiomy E6 kaßdaØ prØmaØ AB

razbivaet soderßawu¸ ee ploskost~ na dve qasti. �ti qasti

100 A. A. IVANOV

vydelØ¸tsØ fiksacieæ kakoæ-nibud~ toqki C fftoæ ploskosti, ne prinadleßaweæ rassmatrivaemoæ prØmoæ. DlØ fftogo rassmatrivaetsØ treugol~nik ABC i proizvol~naØ toqka M ploskosti. V silu aksiomy E6, dlØ fftoæ toqki imeetsØ sootnoxenie ±|M AB| ± |M BC| ± |M CB| = |ABC|. Esli |M AB| vhodit v al~- ternirovannu¸ summu so znakom +, to toqka M prinadleßit poluploskosti, soderßaweæ toqku C, v protivnom sluqae ona prinadleßit vtoroæ poluploskosti.

K ploskim aksiomam otnositsØ takße i sledu¸wee uslovie:

Aksioma E7. Pust~ d(A, A^′) + d(A^′, O) = d(A, O), d(B, B^′) + d(B^′, O) = d(B, O), priqem vse vhodØwie s¸da rasstoØniØ otliqny ot nulØ, i d(A^′, O) d(A, O) = d(B^′, O) d(B, O) togda d(A^′, O) d(A, O) = d(B^′, O) d(B, O) = d(A^′, B^′) d(A, B) (aksioma podobiØ).

Teorema. V evklidovom prostranstve aksioma E7 imeet mesto. Dokazatel~stvo. Sleduet iz sootvetstvu¸wego priznaka podo-

biØ treugol~nikov i proporcional~nosti ih storon. □ �ta aksioma igraet vaßnu¸ rol~ v teorii parallel~nosti prØmyh i ploskosteæ.

§4. Aksiomy ob¨emnosti Ob¨emnaØ gruppa metriqeskih aksiom obyqnogo (3-h mernogo) evklidova prostranstva otliqaetsØ po svoeæ strukture ot dvuh predyduwih. Zametim, preßde vsego, qto sootvetstvu¸waØ teoriØ budet soderßatel~noæ, esli vypolnØetsØ sledu¸wee uslovie.

Aksioma E8. Suwestvu¸t qetyre toqki A, B, C, D, ne obrazu¸-

wie ploskoe mnoßestvo.

Oqevidno, qto v evklidovom prostranstve ffta aksioma imeet mesto. Osnovnymi ob¨ektami zdes~ ØvlØ¸tsØ tetraffdry

METRIQESKA˚ AKSIOMATIKA PROSTRANSTVA 101

[ABCD], opredelØemye qetverkami toqek. Kaßdomu takomu te-

traffdru moßno sopostavit~ ego ob¨em |ABCD|, opredelØemyæ v evklidovoæ geometrii kak funkciØ dlin |AB|, |AC|, |AD|, |BC|,

|BD|, |CD| ego reber. Takim obrazom ob¨em tetraffdra ØvlØet-

sØ metriqeskim ponØtiem. My sformuliruem ewe odnu aksiomu, vhodØwu¸ v fftu gruppu.

Aksioma E9. DlØ l¸byh qetyreh toqek A, B, C, D, ne leßawih v

odnoæ ploskosti, i l¸byh neotricatel~nyh qisel V_1, V_2, V_3, V_4, udovletvorØ¸wih uslovi¸ ±V_1 ± V_2 ± V_3 ± V_4 = |ABCD|, suwestvuet edinstvennaØ toqka M , dlØ kotoroæ V_1 = |M BCD|, V_2 = |AM CD|, V_3 = |ABM D|, V_4 = |ABCM | i takie toqki sostavlØ¸t vse prostranstvo (aksioma zapolneniØ prostranstva).

Dokazatel~stvo spravedlivosti fftoæ aksiomy dlØ evklidova prostranstva analogiqno dokazatel~stvu spravedlivosti aksiomy E6.

§5. Aksiomy kongruffntnosti

Opredelenie. Pust~ (X, d) – metriqeskoe prostranstvo. Oto-

braßenie f nazyvaetsØ izometrieæ (X, d) na (X, d), esli |AB| = |f(A)f(B)| dlØ l¸byh toqek A, B iz X. Dva mnoßestva v (X, d) nazyva¸tsØ kongruffntnymi ili ravnymi, esli suwestvuet izometriØ (X, d) na (X, d), perevodØwaØ odno iz fftih mnoßestv v drugoe.

Aksioma E10. Pust~ otrezki [AB] i [A^′B^′] ime¸t odinakovu¸

dlinu. Togda suwestvuet izometriØ (X, d) na sebØ, perevodØwaØ koncy otrezka [AB] v sootvetstvu¸wie im koncy otrezka [A^′, B^′] (f(A) = A^′, f(B) = B^′).

Zameqanie. Esli izometriØ (X, d) na sebØ perevodit koncy ot-

rezka [AB] v sootvetstvu¸wie im koncy otrezka [A^′, B^′], to ona perevodit otrezok [AB] v otrezok [A^′B^′]. Deæstvitel~no, esli f(A) = A^′, f(B) = B^′ i C ∈ [AB], to est~ |AC| + |CB| = |AB|, to |f(A)f(C)| + |f(C)f(B)| = |f(A)f(B)| i pofftomu f(C) ∈ [f(A)f(B)]. Aksioma E11. Pust~ ploskosti α i β pereseka¸tsØ po prØmoæ l

i A ∈ α, togda suwestvuet izometriØ (X, d) na sebØ toßdestvennaØ na l, perevodØwaØ toqku A v nekotoru¸ toqku B ∈ β. Pri fftom

102 A. A. IVANOV

toqka B moßet nahodit~sØ v l¸boæ polovine ploskosti β otnositel~no prØmoæ l.

Aksiomy E10 i E11 ime¸t, oqevidno, mesto dlØ evklidova prostranstva.

Zameqanie. Po analogii s sistemoæ metriqeskih aksiom 3-h

mernogo evklidova prostranstva moßet byt~ sformulirovana sistema aksiom n-mernogo evklidova prostranstva.

§6. PervaØ gruppa aksiom Gil~berta

My pereædem teper~ k dokazatel~stvu togo, qto iz metriqeskih aksiom 3-h mernogo evklidova prostranstva sledu¸t vse aksiomy Gil~berta. My naqnem, estestvenno, s pervoæ gruppy, s aksiom soedineniØ (prinadleßnosti). �ta gruppa sostoit iz vos~mi aksiom.

Aksioma I1. DlØ l¸byh dvuh toqek A, B suwestvuet prØmaØ, pro-

hodØwaØ qerez ffti toqki.

Dokazatel~stvo. Utverßdenie sleduet iz togo, qto suwestvuet

metriqeski opredelennaØ prØmaØ, soderßawaØ otrezok [AB] i, sledovatel~no, prohodØwaØ qerez toqki A, B. □

Aksioma I2. DlØ l¸byh dvuh toqek A, B suwestvuet ne bolee od-

noæ prØmoæ, prohodØweæ qerez ffti toqki.

Dokazatel~stvo. Po opredeleni¸ ponØtiØ prØmoæ, l¸baØ prØ-

maØ, prohodØwaØ qerez toqki A i B, naprimer prØmaØ AB, soderßit otrezok [AB]. Esli prØmaØ CD takße soderßit otrezok

[AB], to suwestvuet otrezok fftoæ prØmoæ, soderßawiæ i [AB]

i [CD]. Pofftomu moßno ograniqit~sØ sluqaem [CD] ⊂ [AB]. V fftom sluqae my budem imet~ vkl¸qenie AB ⊂ CD. Dokaßem obratnoe vkl¸qenie. Pust~ M ∈ CD, togda toqki C, D, M obrazu¸t lineænoe mnoßestvo. S drugoæ storony i toqki A, B, C, D obrazu¸t lineænoe mnoßestvo, lineæno sceplennoe s mnoßestvom {C, D, M }, i pofftomu, v silu aksiomy E2, mnoßestvo

{A, B, C, D, M } takße lineæno. No togda i mnoßestvo {A, B, M }

budet lineænym, to est~ odna iz fftih toqek leßit meßdu dvumØ drugimi. Esli M leßit meßdu A i B, to M ∈ [AB] ⊂ AB, esli ße A leßit meßdu M i B, to [AB] ⊂ [BM ] i pofftomu M ∈ AB. Analogiqno rassmatrivaetsØ sluqaæ, v kotorom B leßit meßdu M i A. □

METRIQESKA˚ AKSIOMATIKA PROSTRANSTVA 103

Aksioma I3. Na prØmoæ suwestvu¸t po kraæneæ mere dve toqki.

Suwestvu¸t po kraæneæ mere tri toqki, ne leßawie na odnoæ prØmoæ.

Dokazatel~stvo. Sleduet iz opredeleniØ prØmoæ i aksiomy E8. □ Aksioma I4. DlØ l¸byh treh toqek A, B, C, ne leßawih na odnoæ

i toæ ße prØmoæ suwestvuet ploskost~, soderßawaØ kaßdu¸ iz fftih toqek. DlØ l¸boæ ploskosti vsegda suwestvuet prinadleßawaØ eæ toqka.

Dokazatel~stvo. Sleduet iz opredeleniØ ponØtiØ ploskosti. □

Aksioma I5. DlØ l¸byh treh toqek A, B, C, ne leßawih na odnoæ

i toæ ße prØmoæ, suwestvuet ne bolee odnoæ ploskosti, prohodØweæ qerez ffti toqki.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim ploskost~ ABC i kaku¸-nibud~

ploskost~ DEF , soderßawu¸ toqki A, B, C. Kak i v lineænoæ situacii, moßno sqitat~, qto [DEF ] ⊂ [ABC] i pofftomu

ABC ⊂ DEF . Dokaßem obratnoe vkl¸qenie. Pust~ M ∈ DEF ,

togda mnoßestvo {M, D, E, F } – ploskoe mnoßestvo. No ploskim ØvlØetsØ i mnoßestvo {A, B, C, D, E, F }, soderßaweesØ v ploskosti ABC. Pereseqenie {D, E, F } fftih ploskih mnoßestv ØvlØetsØ po uslovi¸ ploskim mnoßestvom, a potomu, v silu aksiomy E5, i ih ob¨edinenie {A, B, C, D, E, F, M, } ØvlØetsØ ploskim mnoßestvom. Ots¸da sleduet, qto M ∈ ABC. Tem samym dokazano, qto DEF ⊂ ABC. □ Aksioma I6. Esli dve toqki prØmoæ leßat v nekotoroæ plosko-

sti, to i prohodØwaØ qerez nih prØmaØ leßit v fftoæ ploskosti.

Dokazatel~stvo. Pust~ toqki A, B i C leßat v ploskosti α,

priqem toqka C ne prinadleßit prØmoæ AB. Rassmotrim proizvol~nu¸ toqku M prØmoæ AB. Togda toqki A, B, M obrazu¸t lneænoe mnoßestvo, to est~ ±|AM | ± |M B|) = |AB|. V silu aksiomy E4 imeet togda mesto sootnoxenie ±|AM C|±|M BC| = |ABC|. Tak kak |ABM | = 0, my poluqaem sootnoxenie ±|ABM |±|AM C|±

|M BC| = |ABC| otkuda, v silu aksiomy E6, sleduet, qto M ∈ α. □

104 A. A. IVANOV

Aksioma I7. Esli dve ploskosti α i β ime¸t obwu¸ toqku M ,

to oni ime¸t ewe odnu obwu¸ toqku N .

Dokazatel~stvo. Pust~ toqka M , prinadleßit ploskostØm α i

β. Rassmotrim v ploskosti α kakoæ-nibud~ treugol~nik [ABC], soderßawiæ vnutri sebØ toqku M , i toqku D v ploskosti β, ne prinadleßawu¸ ploskosti α. Togda luqi s naqal~noæ toqkoæ D, dostatoqno blizkie k luqu [DM , pereseka¸t treugol~nik [ABC] v toqkah M^′. No sredi takih luqeæ budut i luqi, soderßawiesØ v ploskosti β, sledovatel~no naædetsØ toqka N , prinadleßawaØ obeim ploskostØm i ne sovpada¸waØ s toqkoæ M . □

Aksioma I8. Suwestvu¸t po kraæneæ mere qetyre toqki, ne le-

ßawie v odnoæ ploskosti.

Dokazatel~stvo. Neposredstvenno sleduet iz aksiomy E8. □

§7. VtoraØ gruppa aksiom Gil~berta

Aksiomy fftoæ gruppy opredelØ¸t ponØtie “meßdu”.

Aksioma II1. Esli toqka B leßit meßdu toqkoæ A i toqkoæ

C, to A, B, C sut~ razliqnye toqki prØmoæ, a B leßit takße meßdu C i A.

Dokazatel~stvo. Neposredstvenno sleduet iz metriqeskogo op-

redeleniØ ponØtiØ “meßdu”. □

Aksioma II2. DlØ l¸byh dvuh toqek A i C na prØmoæ AC suwe-

stvuet po kraæneæ mere odna toqka B takaØ qto toqka B leßit meßdu A i C.

Dokazatel~stvo. Voz~mem l¸boe qislo d, 0 < d < |AC| ≠ 0,

togda po aksiome E_3 naædetsØ toqka B, dlØ kotoroæ |AB| = d i

|AB| + |BC| = |AC|, to est~ toqka B leßit meßdu A i C. □

Aksioma II3. Sredi l¸byh treh toqek prØmoæ suwestvuet ne bo-

lee odnoæ toqki, leßaweæ meßdu dvumØ drugimi.

Dokazatel~stvo. Pust~ A, B, C – kakie-to toqki prØmoæ. Bez na-

ruxeniØ obwnosti moßno predpoloßit~, qto toqka B leßit meßdu toqkami A i C, to est~ |AB| + |BC| = |AC|. Tak kak oba slagaemyh zdes~ ne ravny nul¸, to |AB| < |AC| i |BC| < |AC|. Ots¸da sleduet nevozmoßnost~ ravenstv |AC| + |CB| = |AB| i

METRIQESKA˚ AKSIOMATIKA PROSTRANSTVA 105

|BA| + |AC| = |BC|, to est~ toqka C ne leßit meßdu toqkami A

i B, a toqka A ne leßit meßdu toqkami B i C. □

DlØ dokazatel~stva posledneæ aksiomy fftoæ gruppy, kotoru¸ nazyva¸t aksiomoæ Paxa, nam ponadobØtsØ sledu¸wie utverßdeniØ.

Teorema. Pust~ a – nekotoraØ prØmaØ v ploskosti α, B – toqka

v ploskosti α, ne leßawaØ na fftoæ prØmoæ. Togda qerez toqku B prohodit prØmaØ b v fftoæ ploskosti, ne ime¸waØ obweæ toqki s prØmoæ a.

Dokazatel~stvo. Pust~ a – nekotoraØ prØmaØ, A – toqka na fftoæ

prØmoæ, B – toqka ne leßawaØ na prØmoæ a, O – kakaØ-nibud~ toqka na luqe [AB, ne prinadleßawaØ otrezku [AB], k =^{|OB|}_{|OA|} . DlØ proizvol~noæ toqki M na prØmoæ a odnoznaqno opredelena toqka D = D(M ) na prØmoæ M O, dlØ kotoroæ^{|OD|}_{|OM|} = k. Netrudno dokazat~, qto mnoßestvo b = {D(M )|M ∈ a} ØvlØetsØ prØmoæ, prohodØweæ qerez toqku B. Deæstvitel~no, pust~ D_1, D_2, D_3 – proizvol~nye toqki fftogo mnoßestva, sootvetstvu¸wie toqkam

M_1, M_2, M_3 na prØmoæ a. Bez naruxeniØ obwnosti moßno sqitat~,

qto |M_1M_2| + |M_2M_3| = |M_1M_3|. Togda, v silu aksiomy podobiØ,

|D_1D_2| + |D_2D_3| = k|M_1M_2| + k|M_2M_3| = k|M_1M_3| = |D_1D_3|, to est~

toqki D_1, D_2, D_3 obrazu¸t lineænoe mnoßestvo. Ots¸da, v silu proizvol~nosti fftih toqek, sleduet, qto b ØvlØetsØ prØmoæ, a esli M_2 = A, to D_2 = B, to est~ B ∈ b. PrØmaØ b ne peresekaetsØ s prØmoæ a. Deæstvitel~no, pust~ N – toqka pereseqeniØ prØmyh a i b. Togda toqka D(N ) prØmoæ b leßit na prØmoæ ON , sledovatel~no ffta prØmaØ, imeØ dve obwie toqki s prØmoæ b, sovpadaet s neæ. No ffto nevozmoßno, tak kak v fftom sluqae toqka O budet takße prinadleßat~ prØmoæ b, qto protivoreqit vyboru O. □

Opredelenie. Ne ime¸wie obwih toqek prØmye a i b nazyva¸tsØ

parallel~nymi drug drugu.

Zameqanie. Vyxe bylo dokazano, qto qerez kaßdu¸ toqku B,

ne prinadleßawu¸ nekotoroæ prØmoæ a, moßno provesti prØmu¸ parallel~nu¸ fftoæ prØmoæ. My ne moßem poka utverßdat~, qto takaØ prØmaØ edinstvenna, pofftomu, govorØ o parallel~nyh prØmyh, my budem imet~ v vidu te, kotorye opredelØ¸tsØ pri dokazatel~stve predyduweæ teoremy. Toqku O, ispol~zuemu¸ pri fftom, budem nazyvat~ centrom podobiØ.

106 A. A. IVANOV

Teorema. Pust~ a – nekotoraØ prØmaØ v ploskosti α, B – toqka

v ploskosti α, ne leßawaØ na fftoæ prØmoæ, b – prØmaØ prohodØwaØ qerez toqku B parallel~no prØmoæ a. Togda polosa meßdu prØmymi a i b v ploskosti α zapolnena prØmymi parallel~nymi prØmoæ a.

Dokazatel~stvo. Pust~ M – proizvol~naØ toqka fftoæ polosy,

ne leßawaØ na prØmyh a i b. Otrezok [M O], gde O – centr podobiØ, peresekaet prØmu¸ b v nekotoroæ toqke M^′ i, sledovatel~- no, prØmaØ M O peresekaet, po postroeni¸ prØmoæ b, i prØmu¸ a. Pol~zuØs~ podobiem s centrom O, my moßem provesti qerez toqku M prØmu¸ parallel~nu¸ prØmoæ a. □

Teorema. Pust~ dve prØmye ploskosti α pereseka¸tsØ v toqke A.

Togda dlØ kaßdoæ iz fftih prØmyh protivopoloßno napravlennye luqi s naqal~noæ toqkoæ A soderßatsØ v razliqnyh poluploskostØh, na kotorye drugaØ prØmaØ razbivaet fftu ploskost~.

Dokazatel~stvo. Dopustim, qto protivopoloßno napravlennye

luqi prØmoæ b, o kotoryh idet req~, nahodØtsØ v odnoæ iz poluploskosteæ prØmoæ a. Togda v fftoæ poluploskosti naædetsØ prØmaØ c parallel~naØ prØmoæ a, pereseka¸waØ oba luqa v toqkah C i C^′. No prØmye b i c, soderßawie nesovpada¸wie toqki C i C^′, sovpada¸t, qto nevozmoßno, tak kak c parallel~na a, a b s a peresekaetsØ. □

Aksioma II4 (Aksioma Paxa). Pust~ A, B, C – tri toqki, ne

leßawie na odnoæ prØmoæ, i l – prØmaØ v ploskosti ABC, ne prohodØwaØ ni qerez odnu iz toqek A, B, C. Esli pri fftom prØmaØ l prohodit qerez odnu iz toqek otrezka AB, to ona dolßna proæti qez odnu iz toqek otrezka AC ili qerez odnu iz toqek otrezka BC.

Dokazatel~stvo. Oboznaqim qerez a prØmu¸ AB. Qerez toqku

C provedem prØmu¸ c parallel~nu¸ prØmoæ a. Togda polosa meßdu prØmymi c i a budet zapolnena prØmymi parallel~nymi prØmoæ a. Rassmotrim teper~ proizvol~nu¸ prØmu¸ l, ne soderßawu¸ ni odnu iz verxin treugol~nika ABC, no prohodØwu¸ qerez kaku¸-nibud~ toqku M otrezka [AB]. Togda luqi, na kotorye toqka M razbivaet prØmu¸ l, leßat na ploskosti ABC po raznye storony ot prØmoæ a. Takim obrazom, odin iz fftih luqeæ prØmoæ l prohodit po tu ße storonu prØmoæ a, qto i treugol~- nik [ABC]. Qerez kaßdu¸ toqku fftogo luqa prohodit prØmaØ

METRIQESKA˚ AKSIOMATIKA PROSTRANSTVA 107

parallel~naØ prØmoæ a. Sredi fftih toqek vydelim te, kotorye prinadleßat otrezkam fftih parallel~nyh prØmyh s koncami na storonah [AC] i [BC]. Netrudno dokazat~, qto ffti toqki obrazu- ¸t nekotoryæ otrezok [M N ], konec kotorogo prinadleßit libo otrezku [AC] libo otrezku [BC], no ne oboim fftim otrezkam odnovremenno. Toqka N i budet toqkoæ pereseqeniØ prØmoæ l s odnoæ iz storon [AC] ili [BC] treugol~nika [ABC]. □

§8. Tret~Ø gruppa aksiom Gil~berta

Aksiomy fftoæ gruppy opredelØ¸t ponØtie kongruffntnosti i tem samym ponØtie dvißeniØ.

Aksioma III1 . Esli otrezok [AB] leßit na prØmoæ a i A^′ –

toqka na toæ ße prØmoæ ili drugoæ prØmoæ a^′, to vsegda moßno naæti na neæ taku¸ toqku B^′, leßawu¸ po ukazannu¸ storonu ot toqki A^′, qto otrezok [A^′B^′] kongruffnten otrezku [AB] ([A^′B^′] = [AB]).

Dokazatel~stvo. My moßem naæti na prØmoæ a^′ taku¸ toqku B^′,

leßawu¸ po ukazannu¸ storonu ot toqki A^′, qto |AB| = |A^′B^′|. Dal~neæxee ØvlØetsØ sledstviem aksiomy E10. □

Aksioma III2 . Esli dva otrezka kongruffntny tret~emu, to oni

kongruffntny drug drugu.

Dokazatel~stvo. Pust~ izometrii f, g perevodØt otrezki [AB],

[CD] v otrezok [EF ], toda izometriØ g^{−1}f perevodit otrezok [AB]

v otrezok [CD]. □

Aksioma III3. Esli otrezki [AB] i [BC] leßat na prØmoæ a

po raznye storony ot toqki B i otrezki [A^′B^′] i [B^′C^′] leßat na prØmoæ a^′ po raznye storony ot toqki B^′, to iz kongruffntnosteæ [AB] = [A^′B^′] i [BC] = [B^′C^′] sleduet kongruffntnost~ [AC] = [A^′C^′].

Dokazatel~stvo. Iz ukazannyh kongruffntnosteæ sleduet raven-

stvo dlin |AB| = |A^′B^′| i |BC| = |B^′C^′|. Ots¸da sleduet ravenstvo dlin |AC| = |A^′C^′| i, sledovatel~no, kongruffntnost~ otrezkov [AC] i [A^′C^′]. □

Aksioma III4 . Pust~ dany ugol ∠lm v ploskosti α, prØmaØ a^′ v

ploskosti α^′ i ukazana nekotoraØ storona ploskosti α^′ otnositel~no prØmoæ a^′. Pust~ l^′ oboznaqaet luq prØmoæ a^′, ishodØwiæ

108 A. A. IVANOV

iz toqki O^′. Togda v ploskosti α^′ suwestvuet odin i tol~ko odin luq m^′, oblada¸wiæ sledu¸wim svoæstvom: ugol ∠l^′m^′ kongruffnten uglu ∠lm, i vmeste s tem vse vnutrennie toqki ugla ∠l^′m^′ nahodØtsØ v ploskosti α^′ po dannu¸ storonu ot prØmoæ a^′.

Dokazatel~stvo. Aksioma E10 pozvolØet perevesti luq l po-

sredstvom sootvetstvu¸weæ izometrii v luq l^′, ishodØwiæ iz toqki O^′. Pri fftom luq m moßet pereæti v luq, leßawiæ ne v ploskosti α^′ a v kakoæ-to drugoæ ploskosti β. Primeniv aksiomu E11, my perevedem fftot luq v luq m^′. □

Aksioma III5 . Esli dlØ dvuh treugol~nikov [ABC] i [A^′B^′C^′] ime-

¸t mesto kongruffntnosti AB = A^′B^′, AC = A^′C^′, ∠BAC = ∠B^′A^′C^′, togda imeet mesto i kongruffntnost~ [ABC] = [A^′B^′C^′].

Dokazatel~stvo. Primeniv aksiomu E10 my perevedem sootvet-

stvu¸weæ izometrieæ otrezok [AB] v otrezok [A^′B^′]. Pri fftom treugol~nik [ABC] pereædet v treugol~nik [A^′B^′C^{′′}]. Zatem primenim aksiomu E10 i perevedem toqku C^{′′} v toqku C^′, ostaviv otrezok [A^′B^′] nepodvißnym. Tak kak v oboih sluqaØh my ispol~- zovali izometrii, to treugol~nik [ABC] pereædet v treugol~nik

[A^′B^′C^′]. □

§9. QetvertaØ gruppa aksiom Gil~berta

�ta gruppa sostoit vsego iz odnoæ aksiomy, figuriru¸weæ u Evklida (v drugoæ formulirovke), kak pØtyæ postulat – znamenityæ pØtyæ postulat Evklida, bolee 2000 let privlekavxiæ k sebe osoboe vnimanie mnogih matematikov i prosto l¸biteleæ .

Aksioma IV . Pust~ a – proizvol~naØ prØmaØ, O – toqka vne ee,

togda v ploskosti, opredelennoæ prØmoæ a i toqkoæ O, suwestvuet ne bolee odnoæ prØmoæ, prohodØweæ qerez toqku O i ne pereseka¸weæ prØmu¸ a.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim proizvol~nu¸ toqku A ∈ a i toq-

ku O, kak centr podobiØ pri postroenii prØmyh parallel~nyh prØmoæ a. �ti parallel~nye l_B stroilis~ ranee dlØ vseh toqek B otrezka [AO] krome samoæ toqki O. Odnako moßno provesti prØmu¸ l_O, ne pereseka¸wu¸ a, i qerez toqku O, kak predel~- nu¸ prØmu¸ dlØ prØmyh l_B . Polosa meßdu prØmymi a i l_O, budet teper~ celikom zapolnena prØmymi l_B , opredelennymi dlØ vseh

METRIQESKA˚ AKSIOMATIKA PROSTRANSTVA 109

B ∈ [AO]. Rassmotrim l¸bu¸ prØmu¸ c, prohodØwu¸ qerez toq-

ku O. Esli ffta prØmaØ ne est~ prØmaØ l_O , to ona prohodit qerez nekotoru¸ toqku C ∈ l_B dlØ kakoæ-nibud~ toqki B ∈ [AO]. No kaßdaØ toqka na prØmoæ l_B leßit na nekotorom otrezke [OA^′], gde A^′ ∈ a i pofftomu prØmaØ c peresekaetsØ s prØmoæ a. Tem samym dokazano, qto l_O – edinstvennaØ prØmaØ, prohodØwaØ qerez toqku O i ne pereseka¸waØsØ s prØmoæ l. □

§10. PØtaØ gruppa aksiom Gil~berta

�ta gruppa sostoit iz dvuh aksiom.

Aksioma V1 (aksioma Arhimeda). Pust~ AB i CD – dva kakie-

nibud~ otrezka prØmoæ a. Togda na prØmoæ a suwestvuet koneqnoe qislo toqek A_1, A_2, ..., A_n takih, qto otrezki AA_1, A_1A_2, ..., A_{n−1} A_n kongruffntny otrezku CD i toqka B leßit meßdu toqkami A i A_n.

Dokazatel~stvo. Neposredstvenno sleduet iz togo fakta, qto

dva otrezka kongruffntny, togda i tol~ko togda kogda ih dliny ravny. □

Aksioma V2 (aksioma lineænoæ polnoty). Toqki l¸boæ prØmoæ

obrazu¸t sistemu, ne dopuska¸wu¸ rasxireniØ s sohraneniem lineænogo porØdka, pervoæ aksiomy o kongruffntnosti i aksiomy Arhimeda.

Dokazatel~stvo. Neposredstvenno sleduet iz togo, qto l¸baØ

prØmaØ izometriqna qislovoæ prØmoæ s obyqnoæ metrikoæ. □

§11. Zakl¸qenie

Zdes~ byla opisana sistema metriqeskih aksiom, opredelØ- ¸waØ evklidovo prostranstvo. Vozmoßno, qto moßno naæti i bolee prostu¸ sistemu i bolee prostoæ perehod ot metriqeskih aksiom k klassiqeskim, odnako opisannaØ zdes~ sistema aksiom prowe aksiomatiki Gil~berta. Izloßenie evklidovoæ geometrii na osnove metriqeskoæ aksiomatiki neprivyqno, no stoit poprobovat~. Interesno takße posmotret~, qto poluqitsØ, esli my otbrosim ili oslabim kaku¸-nibud~ iz metriqeskih aksiom.

Literatura

1. D. Gil~bert, OsnovaniØ geometrii. Perevod s sed~mogo nemeckogo izdaniØ, OGIZ, M.-L. 1948.

110 A. A. IVANOV

2. V. F. Kagan, Oqerki po geometrii. Izdatel~stvo MGU, 1963. 3. A. D. Aleksandrov, N. ı. Necvetaev, GeometriØ. M., Nauka, 1990.

Ivanov A. A. Metric axioms of Euclidean space.

A version of axioms of Euclidean space based on the sole intial notion, namely on the notion of distance, is considered. The notions of straight line and plane are introduced in the terms of distance. Thus, Euclidean space is considered here as a metric space with metric satisfying the corresponding axioms.

Postupilo 9 ØnvarØ 2001 g. Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN