Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 279, 2001 g.

D. V. Ivanov

VPOLNE GEODEZIQESKIE PODMNOȷESTVA MNOGOOBRAZI˚ NAPRAVLENI` FIZIQESKOGO PROSTRANSTVA

Vvedenie

V psevdoevklidovom prostranstve Minkovskogo M_0(+, −, −, −) s l¸boæ inercial~noæ qasticeæ x(t) (x^′(t) = a = const, a^2 > 0) moßno sopostavit~ ee fiziqeskoe prostranstvo M (x) := M_0/Lin (x^′). KaßdaØ dvumernaØ ploskost~ V , soderßawaØ inercial~nu¸ qasticu x, zadaet prØmu¸ ℓ = pr_x(V ) v fiziqeskom prostranstve fftoæ qasticy. Zdes~ otobraßenie

pr_x : M_0 → M (x)

est~ proekciØ prostranstva M na svoe faktor-prostranstvo. Pofftomu govorØt, qto dvumernaØ ploskost~, soderßawaØ qasticu x(t), zadaet odnomernoe napravlenie v fiziqeskom prostranstve fftoæ qasticy (sm. [1]). L¸baØ inercial~naØ qastica x_0, leßawaØ v ploskosti V i otliqnaØ ot x, odnoznaqno proektiruetsØ na prØmu¸ ℓ. Esli v vektornom prostranstve Minkovskogo M_0 fiksirovat~ funkci¸ vremenn&oæ orientacii Ψ_T (sm. [2]), to x_0 priobretaet estestvennu¸ vremennu¸ orientaci¸. �ta orientaciØ perenositsØ na ℓ otobraßeniem proekcii. Ots¸da vidno, qto zadanie orientacii ploskosti V ffkvivalentno vyboru napravleniØ na ℓ. Klass ploskosteæ, parallel~nyh V i odinakovo s V orientirovannyh, estestvenno predstavlØt~ dvumernym podprostranstvom V_0 ⊂ M_0 s sootvetstvu¸weæ orientacieæ. Priqem V_0 zadevaet vnutrennost~ svetovogo konusa K_0(M_0), a znaqit, ØvlØetsØ dvumernym prostranstvom Minkovskogo. Mnoßestvo vseh takih ploskosteæ oboznaqim qerez G^1.

Rassmotrim orientirovannu¸ ploskost~ α ∈ G^1. V α moßno vybrat~ poloßitel~no orientirovannyæ ortogonal~nyæ bazis e = {e_0, e_1} s

e^2_0 = −e^2_1 = Ψ_T (e_0) = 1. (1) 141

142 D. V. IVANOV L¸boæ drugoæ bazis ~e = {~e_0, ~e_1}, udovletvorØ¸wiæ sootnoxeni- Øm (1), poluqaetsØ iz e giperboliqeskim povorotom

~e_0 = ch t · e_0 + sh t · e_1, ~e_1 = sh t · e_0 + ch t · e_1. Togda e_{01} = e_0 ∧ e_1 = ~e_0 ∧ ~e_1 = ~e_{01} = w ∈ Λ_2(M_0). (2) SkalØrnoe proizvedenie v prostranstve Minkovskogo M_0 kanoniqeski rasprostranØetsØ na vs¸ vnexn¸¸ algebru Λ_2(M_0). Iz (1) i (2) sleduet, qto

w^2 = e^2_0 · e^2_1 − ⟨e_0, e_1⟩^2 = −1.

Znaqit kaßdomu fflementu α ∈ G^1 odnoznaqno sopostavlen prostoæ mnimo-ediniqnyæ bivektor P (α) := w. Tem samym postroeno otobraßenie P : G^1 → K_2 ∩ S^− =: G^1, gde S^− = { w ∈ Λ_2(M_0) | w^2 = −1 } , K_2 – konus prostyh bivektorov.

Otobraßenie P osuwestvlØet kanoniqeskiæ diffeomorfizm meßdu mnogoobraziem G^1 i podmnogoobraziem G^1 ⊂ Λ_2(M_0) (sm. [3]), qto pozvolØet otoßdestvit~ G^1 s G^1. Mnogoobrazie G^1 (otoßdestvlennoe s G^1) leßit v psevdoevklidovom prostranstve Λ_2(M_0), pofftomu ono neset na sebe inducirovannu¸ psevdorimanovu metriku. V dal~neæxem, v zavisimosti ot konteksta, pod fflementom w ∈ G^1 my budem ponimat~ libo dvumernoe podprostranstvo prostranstva Minkovskogo M_0, libo bivektor iz vnexneæ algebry Λ(M_0).

V nastoØweæ rabote (sm. §2) my opixem qetyre tipa dvumernyh vpolne geodeziqeskih podmnogoobraziæ v G^1. L¸bye dva takih podmnogoobraziØ Φ_1, Φ_2 odnogo tipa kongruffntny kak podmnoßestva psevdoevklidova prostranstva Λ_2(M_0). �to oznaqaet, qto suwestvuet preobrazovanie Lorenca L ∈ L(M_0), osuwestvlØ¸wee izometri¸ vsego prostranstva Λ_2(M_0), pri kotoroæ L(Φ_1) = Φ_2. PodmnogoobraziØ razliqnyh tipov ne kongruffntny, bolee togo ne izometriqny. My predpolagaem, qto ukazannye podmnogoobraziØ polnost~¸ isqerpyva¸t nabor polnyh dvumernyh vpolne geodeziqeskih podmnogoobraziæ G^1, odnako dokazatel~stvom fftoæ gipotezy poka ne raspolagaem. V modeli Keli– KlØæna prostranstva Lobaqevskogo H^3, postroennoæ v trehmernom diske D^3 ⊂ M_0 (sm. [2]), kaßdyæ fflement mnogoobraziØ G^1

VPOLNE GEODEZIQESKIE PODMNOȷESTVA 143 interpretiruetsØ kak napravlennaØ horda fftogo xara (sm. [3]). V §3 postroeny modeli vyxeupomØnutyh qetyreh tipov podmnogoobraziæ v trehmernom diske D^3. V §4 vyvoditsØ ØvnaØ formula dlØ tenzora krivizny mnogoobraziØ G^1.

§1. Nekotorye svedeniØ iz geometrii vloßeniØ G^1 ⊂ Λ_2(M_0)

DlØ udobstva qitatelØ napomnim nekotorye svoæstva psevdoevklidova prostranstva Λ_2(M_0) i ego podmnoßestva G^1, opisannye v [3].

Kaßdoæ tetrade Minkovskogo (v dal~neæxem prosto tetrade)

{e_0, e_1, e_2, e_3} (e^2_0 = −e^2_1 = −e^2 = −e^3 = 1, ⟨e_i, e_j⟩_{i≠j} = 0)

sootvetstvuet ortonormirovannyæ bazis {e_{01}, e_{02}, e_{03}, e_{12}, e_{13}, e_{23}} prostranstva bivektorov Λ_2(M_0). Takim obrazom, Λ_2(M_0) ØvlØetsØ psevdoevklidovym prostranstvom s signaturoæ (+, +, +, −, −, −). Bilineænoe otobraßenie

⌞: Λ_p(M_0) × Λ_q(M_0) → Λ_{p−q}(M_0), p ⩾ q ⩾ 0,

nazyvaetsØ operacieæ vnutrennego umnoßeniØ, esli dlØ l¸byh w ∈ Λ_p(M_0), τ ∈ Λ_q(M_0), φ ∈ Λ_{p−q} (M_0) spravedlivo ⟨w⌞τ, φ⟩ = ⟨w, τ ∧ φ⟩. Zafiksiruem vremenn&u¸ orientaci¸ qetyrehmernogo prostranstva Minkovskogo. V odnomernom prostranstve Λ_4(M_0) vyberem odin iz dvuh vozmoßnyh ediniqnyh 4-vektorov E, E^2 = −1. Pri fiksirovannoæ vremenn&oæ orientacii Ψ_T fftot vybor ffkvivalenten vyboru prostranstvennoæ orientacii Ψ. Rassmotrim kaku¸-nibud~ tetradu e = {e_0, e_1, e_1, e_3} s Ψ_T (e) = Ψ_T (e_0) = Ψ(e) = 1. Togda E = e_0 ∧ e_1 ∧ e_2 ∧ e_3.

Rangovym prostranstvom bivektora w ∈ Λ_2(V ) nazyvaetsØ podprostranstvo V_w = w⌞V = {e ∈ V | e = w⌞v, v ∈ V } ⊂ V. Rangovoe prostranstvo prostogo bivektora w = e ∧ f sovpadaet s mnoßestvom Lin (e, f). Lineænyæ operator

⊛ : Λ_2(M_0) → Λ_2(M_0), ⊛w := E⌞w

144 D. V. IVANOV nazyvaetsØ operatorom Hodßa. DlØ l¸byh w, ~w ∈ Λ_2(M_0) spravedlivy sootnoxeniØ ⟨⊛w, ⊛ ~w⟩ = −⟨w, ~w⟩, ⟨⊛w, ~w⟩ = ⟨w, ⊛ ~w⟩, ⊛⊛ = −id. w ∈ K_2 ⇐⇒ ⟨⊛w, w⟩ = ⟨w, ⊛w⟩ = 0. (3) Mnogoobrazie G^1 ØvlØetsØ invariantnym podmnoßestvom deæstviØ gruppy Lorenca L(M_0). �ta gruppa tranzitivno deæstvuet v G^1 izometriØmi, pofftomu G^1 ØvlØetsØ psevdorimanovym odnorodnym mnogoobraziem gruppy Lorenca L(M_0).

Rassmotrim bivektor w ∈ G^1. Tetrady e s Ψ_T (e_0) = Ψ(e) = 1, budem nazyvat~ dopustimymi. Pust~ dlØ nekotoroæ dopustimoæ tetrady e verno w = e_{01} := e_0 ∧ e_1. Togda bivektory {e_{02}, e_{03}, e_{12}, e_{13}} sostavlØ¸t ortonormirovannyæ bazis kasatel~- nogo prostranstva T_wG^1. Sledovatel~no, psevdoevklidova metrika mnogoobraziØ G^1 imeet signaturu (+, +, −, −). Iz ravenstv

⊛ e_{01} = −e_{23}, ⊛e_{02} = e_{13}, ⊛e_{03} = −e_{12}, ⊛ e_{12} = e_{03}, ⊛e_{13} = −e_{02}, ⊛e_{23} = e_{01} (4)

sleduet, qto ⊛T_w G^1 = T_wG^1.

Mnoßestvo K_0 = {x ∈ Λ_2(M_0) : x^2 = 0} nazyvaetsØ izotropnym konusom. Esli dlØ pary (w, X) ∈ T G^1 vypolneno uslovie X /∈ K_0 ∩ K_2, to naædutsØ dopustimaØ tetrada e i qisla α_0, α_1 ∈ R takie, qto w = e_{01}, X = α_0e_{02}+α_1e_{31}. Vektor X = α_0e_{02}(t)+α_1e_{31}(t) ØvlØetsØ kasatel~nym vektorom geodeziqeskoæ

w(t) = exp_w(tX) = e_0(t) ∧ e_1(t), (5)

gde fflementy tetrady e(t) opredeleny ravenstvami

e_0(t) = e_0ch (α_1t) + e_3sh (α, t), e_1(t) = e_1 cos(α_ot) + e_2 sin(α_0t), e_2(t) = e_1 sin(α_0t) + e_2 cos(α_0t), e_3(t) = e_0sh (α_1t) + e_3ch (α, t). (6) Esli dlØ pary (w, X) ∈ T G^1 vypolneno uslovie X ∈ K_0 ∩ K_2, to naædutsØ dopustimaØ tetrada e i qislo λ ∈ R takie, qto w = e_{01},

X = λ(e_0 ± e_1) ∧ e_3, λ ≠ 0, w(t) = exp_w(tX) = w + tX = (e_0 ± e_1) ∧ (e_1 + te_3). (7)

VPOLNE GEODEZIQESKIE PODMNOȷESTVA 145

§2. Qetyre tipa vpolne geodeziqeskih podmnogoobraziæ v G^1

Ravenstva (5) i (7) pozvolØ¸t iz vsego semeæstva geodeziqeskih na G^1 vydelit~ tri special~nyh vida i sopostavit~ s geodeziqeskoæ kaßdogo vida nekotoroe trehmernoe podprostranstvo W (e) ∈ Λ_2(M_0), e ∈ M_0, v kotorom ona pomewaetsØ:

a) Esli v (5) α_1 = 0, to e_0(t) = e_0 i vse ploskosti V_{w(t)} soderßat Lin (e_0).

b) Esli v (5) α_0 = 0, to e_1(t) = e_1 i vse ploskosti V_{w(t)} soderßat Lin (e_1).

c) Esli X ∈ K_0 ∩ K_2, to iz (7) sleduet, qto vse ploskosti V_{w(t)} soderßat Lin (e_0 ± e_1).

Takim obrazom, v kaßdom iz sluqaev a)–c) rangovoe prostranstvo l¸boæ toqki na geodeziqeskoæ w(t) soderßit postoØnnoe napravlenie e = e_0, e_1, e_0 ± e_1 i sama geodeziqeskaØ leßit v podmnoßestve Φ(e) = W (e) ∩ G^1, (8) gde W (e) = { w ∈ Λ_2(M_0) | w ∧ e = 0, e ≠ 0 } ⊂ Λ_2(M_0) (9)

– lineænoe podprostranstvo v Λ_2(M_0).

Utverßdenie 2.1. Pust~ {e0, e1, e2, e3} – dopustimaØ tetrada.

Togda ime¸t mesto ravenstva

a) W (e_0) = { e_0 ∧ (xe_1 + ye_2 + ze_3) | x, y, z ∈ R } , Φ(e_0) = { e_0 ∧ (xe_1 + ye_2 + ze_3) | x^2 + y^2 + z^2 = 1 } . (10)

b) W (e_1) = { e_1 ∧ (xe_0 + ye_2 + ze_3) | x, y, z ∈ R } , Φ(e_1) = { e_1 ∧ (xe_0 + ye_2 + ze_3) | x^2 − y^2 − z^2 = 1 } . (11)

c) W (e_0 ± e_1) = { (e_0 ± e_1) ∧ (xe_1 + ye_2 + ze_3) | x, y, z ∈ R } , Φ(e_0 ± e_1) = { (e_0 ± e_1) ∧ (xe_1 + ye_2 + ze_3) | x = ±1 } . (12)

Dokazatel~stvo. a) Razloßim fflement w ∈ W (e) po bazisu {eij}:

w = xe_{01} + ye_{02} + ze_{03} + ~xe_{12} + ~y_{13} + ~ze_{23}.

Togda 0 = w ∧ e_0 = ~xe_{120} + ~ye_{130} + ~ze_{230}. Tak kak trivektory e_{120}, e_{130}, e_{230} lineæno nezavisimy, to ~x = ~y = ~z = 0. Znaqit levaØ

146 D. V. IVANOV qast~ pervogo ravenstva (10) leßit v pravoæ. Obratnoe vkl¸- qenie oqevidno. Teper~ naxe utverßdenie sleduet iz ffkvivalentnosti

w^2 = ⟨xe_{01}+ye_{02} +ze_{03}, xe_{01}+ye_{02} +ze_{03}⟩ = −1 ⇐⇒ −x^2 −y^2−z^2 = −1.

UtverßdeniØ b) i c) dokazyva¸tsØ analogiqno. □

Teorema 2.2. PodmnogoobraziØ Φ(e) ⊂ G^1 vpolne geodeziqeskie. Dokazatel~stvo. 1) Mnoßestvo Φ(e0 ± e1) sostoit iz pary pa-

rallel~nyh ploskosteæ. Tak kak prØmye – ffto geodeziqeskie v Λ_2(M_0), to ffti ploskosti vpolne geodeziqeskie.

2) Φ(e_0) – sfera v psevdoevklidovom prostranstve W (e_0) (signatury (−, −, −)) s postoØnnoæ sekcionnoæ kriviznoæ K_σ = −1 (pri smene znaka metriki na obratnyæ sekcionnye krivizny menØ¸t znak). Podgruppa preobrazovaniæ Lorenca L_{e0} (∼= O(3)), ostavlØ¸waØ e_0 nepodvißnym, tranzitivno deæstvuet na Φ(e_0). Krome togo, ona sovmewaet l¸bye dva napravleniØ. Tak kak ishodnaØ geodeziqeskaØ w(t) = exp_w(te_{03}) mnogoobraziØ G^1 leßit na sfere Φ(e_0), to iz skazannogo sleduet vpolne geodeziqnost~ Φ(e_0).

3) Φ(e_0) – sfera v psevdoevklidovom prostranstve W (e_1) (signatury (−, +, +)). �to rimanovo mnogoobrazie postoØnnoæ krivizny K_σ = −1 (sm. [2]). Φ(e_1) sostoit iz dvuh komponent svØznosti (dve polosti giperboloida). Podgruppa ograniqennyh preobrazovaniæ Lorenca L^↑_+(e_1) (komponenta edinicy gruppy Lorenca L(M_0), ostavlØ¸waØ nepodvißnym vektor e_1, deæstvuet tranzitivno na kaßdoæ iz fftih polosteæ, sovmewaØ l¸bye dva napravleniØ (sm. [2]). Tak kak geodeziqeskaØ w(t) = exp_w(te_{21}) prinadleßit mnoßestvu Φ(e_1), to mnogoobrazie Φ(e_1) vpolne geodeziqno. □

DlØ vsØkogo fflementa (w, X) kasatel~nogo rassloeniØ T G^+_2 (R^4) suwestvuet takoæ ortonormirovannyæ bazis {e_1, e_2, n_1, n_2} prostranstva R^4, qto

w = e_1 ∧ e_2, X = λ_1n_1 ∧ e_2 + λ_2e_1 ∧ n_2, λ_1, λ_2 ∈ R.

Pri fftom dlØ plowadki Lin (n_1 ∧e_2, e_1 ∧n_2) ⊂ T_wG^+_2 (R^4) mnoßestvo exp_w σ ØvlØetsØ ploskim vpolne geodeziqeskim torom v G^+(R^4) (sm. [4]).

Po analogii s fftim moßno sformulirovat~ sledu¸wu¸ teoremu.

VPOLNE GEODEZIQESKIE PODMNOȷESTVA 147

Teorema 2.3. DlØ nekotoroæ tetrady e = {e0, e1, e2, e3} rassmo-

trim toqku w = e_{01} ∈ G^1 i plowadku σ = Lin (e_{02}, e_{31}) ∈ T_wG^1. Togda mnoßestvo Φ_σ = exp_w σ ØvlØetsØ ploskim vpolne geodeziqeskim cilindrom v mnogoobrazii G^1.

DlØ dokazatel~stva nam potrebuetsØ sledu¸waØ

Lemma. V usloviØh teoremy 2.3 spravedliva formula

Φ_σ = G^1 ∩ ( Lin (e_{03}, e_{21}) )_⊥ . (13)

Dokazatel~stvo lemmy. Iz predstavleniØ geodeziqeskoæ (5)

sleduet, qto

exp_w(tX) ⊂ G^1 ∩ Lin (e_{01}, e_{02}, e_{31}, e_{32}) = G^1 ∩ ( Lin (e_{03}, e_{21}) )_⊥ =⇒ =⇒ Φ_σ ⊂ G^1 ∩ ( Lin (e_{03}, e_{21}) )_⊥ . DlØ bivektora ~w = xe_{01} + ye_{02} + ze_{31} + ue_{32} iz pravoæ qasti (13) ⊛ ~w = −ue_{01} + ze_{02} − ye_{31} + xe_{32} i vypolnØetsØ sistema { ~w^2 = −1 ⟨ ~w, ⊛ ~w⟩ = 0 ⇐⇒ { x^2 + y^2 − z^2 − u^2 = 1 xu − yz = 0. Pofftomu naædetsØ takoe α_1 ∈ R, qto

x^2 + y^2 = ch^2α_1, z^2 + u^2 = sh^2α_1

i takie α_0, ~α_0 ∈ [0, 2π), qto (x, y, z, u) = ( ch (α_1) cos(α_0), ch (α_1) sin(α_0),

sh (α_1) cos(~α_0), sh (α_1) sin(~α_0) ) . (14)

Iz usloviØ xu − yz = 0 sleduet, qto

ch (α_1) cos(α_0)sh (α_1) sin(~α_0) − ch (α_1) sin(α_0)sh (α_1) cos(~α_0) = 0 =⇒

libo α_1 = 0, libo

cos(α_0) sin(~α_0)−sin(α_0) cos(~α_0) = sin(α_0 − ~α_0) = 0 =⇒ α_0 − ~α_0 ∈ {0, π}.

Znaqit vsegda naædutsØ takie α_1 i α_0 = ~α_0 pri kotoryh spravedlivo ravenstvo (14). SravnivaØ (14) s (5), ubeßdaemsØ, qto ~w = exp_w(α_0e_{02} + α_1e_{31}) ∈ Φ_σ. Pofftomu pravaØ qast~ (13) soderßitsØ v levoæ. □

148 D. V. IVANOV

Dokazatel~stvo teoremy 2.3. Fiksiruem proizvol~nu¸ toqku

~w = exp_w(α_0e_{02} + α_1e_{31}) ∈ Φ_σ. Preobrazovanie Lorenca L : M_0 → M_0, deæstvu¸wee po pravilu: ~e_0 ~e_3 ~e_1 ~e_2 = ch (α_1) sh (α_1) 0 0 sh (α_1) ch (α_1) 0 0 0 0 cos(α_0) sin(α_0) 0 0 − sin(α_0) cos(α_0) e_0 e_3 e_1 e_2

(15)

(4-vint, sm. [2]), perevodit ploskosti V (e_{03}) i V (e_{21}) sami v sebØ. �to preobrazovanie induciruet izometri¸ prostranstva Λ_2(M_0), perevodØwu¸ Φ_σ = exp_w σ = G^1 ∩ ( Lin (e_{03}, e_{21}) )_⊥ v sebØ, a toqku w – v toqku ~w = exp_w(α_0e_{02} + α_1e_{31}) (sm. (5)). V silu proizvol~nosti vybora ~w i vpolne geodeziqnosti mnogoobraziØ Φ_σ v toqke w = e_{01} sleduet vpolne geodeziqnost~ fftoæ poverhnosti v celom.

Otobraßenie (14), sopostavlØ¸wee s kaßdoæ toqkoæ (α_1, α_0) ∈

R×(R(mod2π)) (α0 = ~a0) toqku (xe01+ye02+ze31+ue32) ∈ Φσ ustana-

vlivaet gomeomorfnost~ poverhnosti Φ_σ cilindru. Krome togo fftot fakt sleduet iz teoremy 3.1, nezavisimo dokazanno niße. Ravenstvo gaussovoæ krivizny fftoæ poverhnosti nul¸ sleduet iz teoremy 4.2. □

Sledstvie 2.4. Pust~ w ∈ G^1. Togda pereseqenie mnogoobraziØ

G^1 s kasatel~nym prostranstvom T_wG^1, rassmatrivaemym kak lineænoe podprostranstvo v Λ_2(M_0), est~ ploskiæ vpolne geodeziqeskiæ cilindr.

Dokazatel~stvo. Zametim, qto qetyrehmernoe podprostranstvo

(Lin (e_{03}, e_{21}))^⊥ v formule (13) sovpadaet s kasatel~nym prostranstvom T_{e03} G^1. Pofftomu dlØ dokazatel~stva sledstviØ dostatoqno primenit~ preobrazovanie Lorenca, sovmewa¸wee bivektory e_{03} i w. □

DlØ grassmaniana G^+_{2,4} pereseqenie G^+_{2,4} ∩ T_wG^+_{2,4} ØvlØetsØ ploskim vpolne geodeziqeskim torom (sm. [5]).

Iz dokazatel~stva teoremy 2.3 sleduet, qto poverhnost~ Φ_σ ØvlØetsØ psevdorimanovovym odnorodnym mnogoobraziem.

VPOLNE GEODEZIQESKIE PODMNOȷESTVA 149

§3. Modeli vpolne geodeziqeskih podmnogoobraziæ mnogoobraziØ G^1 v modeli Keli–KlØæna

Rassmotrim ediniqnu¸ sferu prostranstva Minkovskogo M_0: ~S = {r ∈ M_0 | ⟨r, r⟩ = 1}. Zafiksirovav tetradu e = {e_0, e_1, e_2, e_3}, poluqim uravnenie mnogoobraziØ ~S v koordinatah: x^2_0 − x^2_1 − x^2 − x^2_3 = 1, gde x_i – koordinaty vektora r v bazise e. �to uravnenie zadaet dvupolostnyæ giperboloid. Za S oboznaqim ego verhn¸¸ polost~ (x_0 > 0). Metrika, inducirovannaØ na S otobraßeniem vkl¸qeniØ v M_0, tol~ko znakom otliqaetsØ ot metriki trehmernogo prostranstva Lobaqevskogo H^3 s kriviznoæ (−1). L¸boæ orientirovannoæ geodeziqeskoæ na S odnoznaqno sootvetstvuet orientirovannaØ dvumernaØ vremenipodobnaØ ploskost~ v M_0, soderßawaØ dannu¸ geodeziqesku¸ i prohodØwaØ qerez naqalo prostranstva M_0. Mnoßestvo, zadannoe sistemoæ { 1 − x^2_1 − x^2 − x^2_3 > 0,

x_0 = 1,

ØvlØetsØ otkrytym trehmernym ediniqnym diskom D^3 (v antievklidovoæ metrike), kotoryæ diffeomorfno otobraßaetsØ na S central~nym proektirovaniem iz naqala koordinat. D^3 s vvedennoæ na nem pri pomowi fftogo diffeomorfizma metrikoæ (s obratnym znakom) ØvlØetsØ model~¸ Keli–KlØæna prostranstva Lobaqevskogo H^3. Kaßdoæ orientirovannoæ ploskosti α ∈ G^1 na S odnoznaqno sootvetstvuet napravlennaØ horda α∩D^3 diska D^3. Analogiqno, kaßdoæ napravlennoæ horde iz D^3 odnoznaqno sootvetstvuet vremenipodobnaØ orientirovannaØ ploskost~ α ∈ G^1, soderßawaØ dannu¸ hordu (sm. [2, 3]).

V §2 poverhnosti Φ(e_0), Φ(e_1), Φ(e_0+e_1) i Φ_σ byli predstavleny v vide pereseqeniØ mnogoobraziØ G^1 ⊂ Λ_2(M_0) s nekotorym lineænym podprostranstvom v Λ_2(M_0) special~nogo vida. IshodØ iz fftih predstavleniæ, dadim opisanie poverhnosteæ Φ v modeli Keli–KlØæna kak nekotoryh podmnoßestv napravlennyh hord diska D^3.

Teorema 3.1. V modeli Keli–KlØæna prostranstva Lobaqevskogo

vpolne geodeziqeskomu podmnogoobrazi¸

150 D. V. IVANOV

1. Φ(e_0) sootvetstvuet mnoßestvo napravlennyh hord diska D^3, prohodØwih qerez centr D^3;

2. Φ(e_1) sootvetstvu¸t napravlennye hordy diska D^3, parallel~nye (v prostranstve Minkovskogo) vektoru e_1;

3. Φ(e_0 ±e_1) sootvetstvu¸t napravlennye hordy diska D^3, prohodØwie qerez toqku e_0 ± e_1 na granice diska D^3;

4. Φ_σ sootvetstvu¸t napravlennye hordy diska D^3, ortogonal~no pereseka¸wie hordu ℓ_σ = D^3 ∩ Lin (e_0, e_3).^1

Dokazatel~stvo. 1. Iz utverßdeniØ 2.1 sleduet, qto l¸baØ

ploskost~ α podmnogoobraziØ Φ(e_0) soderßit vektor e_0 ∈ D^3. Sledovatel~no, horda D^3 ∩ α prohodit qerez centr e_0 diska D^3.

Obratno, rassmotrim kaku¸-nibud~ napravlennu¸ hordu ℓ diska D^3, leßawu¸ na prØmoæ r = e_0 + at, a^2 = −1. Tak kak vektory e_0 i a ortogonal~ny, to a = xe_1 + ye_2 + ze_3, x^2 + y^2 + z^2 = 1. Horde ℓ sootvetstvuet bivektor e_0 ∧ (xe_1 + ye_2 + xe_3) ∈ Φ(e_0).

Punkty 2) i 3) dokazyva¸tsØ analogiqno s uqetom togo, qto vse ploskosti α ∈ Φ(e_1) kollinearny vektoru e_1, a vse ploskosti α ∈ Φ(e_0 ± e_1) prohodØt qerez toqku e_0 ± e_1.

4. DlØ l¸bogo bivektora ~w = exp_w(α_we_{02} + α_1e_{31}) podmnogoobraziØ Φ_σ preobrazovanie Lorenca L (15) perevodit bivektor w v bivektor ~w. Preobrazovanie L induciruet vintovoe peremewenie ~L prostranstva Lobaqevskogo D^3 (sm. [2]), kotoroe imeet invariantnu¸ hordu ℓ = D^3 ∩ V (e_{03}), sootvetstvu¸wu¸ bivektoru e_{03}. Horda, sootvetstvu¸waØ bivektoru w, ortogonal~no pereseka¸waØ ℓ, perehodit v ortogonal~no pereseka¸wu¸ ℓ hordu, sootvetstvu¸wu¸ bivektoru ~w. ˚sno, qto pri variacii α_1, α_0 ∈ R my poluqim vse napravlennye hordy ortogonal~no pereseka¸wie hordu ℓ. □

L¸boe izohronnoe preobrazovanie L induciruet dvißenie ~L prostranstva Lobaqevskogo D^3 (sm. [3]). Tak kak dvißenie ~L perevodit hordy v hordy, to poverhnost~ L(Φ(e_0)) budet modelirovat~sØ v D^3 semeæstvom napravlennyh hord, prohodØwih qerez kaku¸-nibud~ toqku diska D^3. Poverhnosti L(Φ(e_0 ± e_1)) modeliru¸tsØ semeæstvom napravlennyh hord, prohodØwih qerez kaku¸-libo toqku graniqnoæ sfery diska D^3. Poverhnost~

1Tak kak horda prohodit qerez centr diska D^3, to ortogonal~nost~ v metrike Lobaqevskogo i metrike ob¨eml¸wego prostranstva Minkovskogo sovpada¸t [2].

VPOLNE GEODEZIQESKIE PODMNOȷESTVA 151

L(Φ(e_1)) modeliruetsØ semeæstvom napravlennyh hord, ortogonal~nyh (v metrike Lobaqevskogo) k nekotoromu ploskomu seqeni¸ diska D^3. Esli ffto seqenie ne soderßit centra diska D^3, to v silu [2, §6] vse prØmye fftih hord pereseka¸tsØ v odnoæ toqke, ne prinadleßaweæ clos (D^3). DlØ poverhnosteæ Φ(e_0 ± e_1) i Φ(e_1) vybor napravleniØ “vhodØwih” ili “ishodØwih” iz sootvetstvu¸weæ toqki hord daet razbienie fftih poverhnosteæ na dve komponenty svØznosti. DlØ samih mnogoobraziæ Φ ffto polosti giperboloida i ploskosti, sootvetstvenno.

§4. VtoraØ osnovnaØ forma i preobrazovanie krivizny mnogoobraziØ G^1

Teorema 4.1. VtoraØ osnovnaØ forma mnogoobraziØ G^1 v Λ2(M0)

v toqke w vyraßaetsØ qerez skalØrnoe proizvedenie i operator Hodßa B_w(X, Y ) = ⟨X, Y ⟩w + ⟨X, ⊛Y ⟩ ⊛ w, gde X, Y ∈ T_wG^1. (16) Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto X /∈ K0 ∩ K2. Togda suwe-

stvuet takaØ dopustimaØ tetrada, qto w = e_{01} i X = α_1e_{03} +α_0e_{21}. Rassmotrim geodeziqesku¸ s naqalom v toqke w i napravlØ¸wim vektorom X. V naxem bazise ona primet vid (5) i normal~naØ sostavlØ¸waØ kovariantnoæ proizvodnoæ ∇_X X budet ravna

(∇_X X)^N = (α^2_0 − α^2_1)e_{01} − 2α_0α_1e_{23} = ⟨X, X⟩w + ⟨X, ⊛X⟩ ⊛ w. (17)

Esli X ∈ K_0 ∩ K_2 (t.e. ⟨X, X⟩ = 0 i ⟨X, ⊛X⟩ = 0), to exp_w(tX) – prØmaØ, pofftomu ravenstvo (14) vypolneno.

V silu proizvol~nosti vektora X, bilineænosti i simmetriqnosti vtoroæ osnovnoæ formy iz (17) sleduet (16). □

Teorema 4.2. Rimanova krivizna, tenzor i preobrazovanie kri-

vizny mnogoobraziØ G^1 sootvetstvenno ravny k_w(u, v) = ⟨u, v⟩^2 − ⟨u, u⟩⟨v, v⟩ − ⟨u, ⊛v⟩^2 + ⟨u, ⊛u⟩⟨u, ⊛v⟩, (18) ⟨R(u, v)w, z⟩ = ⟨u, w⟩⟨v, z⟩ − ⟨v, w⟩⟨u, z⟩− −⟨u, ⊛w⟩⟨⊛v, z⟩ + ⟨v, ⊛w⟩⟨⊛u, z⟩, (19) R(u, v)w = ⟨u, w⟩v − ⟨v, w⟩u − ⟨u, ⊛w⟩ ⊛ v + ⟨v, ⊛w⟩ ⊛ u. (20)

152 D. V. IVANOV

Dokazatel~stvo. 1. Po obobwennoæ teoreme Gaussa rimanova

krivizna mnogoobraziØ G^1 vyraßaetsØ qerez vtoru¸ osnovnu¸ formu po pravilu: k_w(u, v) = ⟨B(u, u), B(v, v)⟩ − B(u, v)^2 = = ⟨ ⟨u, u⟩w + ⟨u, ⊛u⟩ ⊛ w, ⟨v, v⟩w + ⟨v, ⊛v⟩ ⊛ w ⟩ − − ⟨ ⟨u, v⟩w + ⟨u, ⊛v⟩ ⊛ w, ⟨u, v⟩w + ⟨u, ⊛v⟩ ⊛ w ⟩ = = ⟨u, v⟩^2 − ⟨u, u⟩⟨v, v⟩ − ⟨u, ⊛v⟩^2 + ⟨u, ⊛u⟩⟨v, ⊛v⟩. Sledovatel~no,

K_σ = −1 + ⟨v, ⊛u⟩⟨v, ⊛v⟩ − ⟨u, ⊛v⟩^2 u^2v^2 − ⟨u, v⟩^2 , u^2v^2 − ⟨u, v⟩^2 ≠ 0. (21)

2. DlØ trilineænogo funkcionala, opredelennogo v (20), pri l¸- byh u i v verny toßdestva R(u, v)w = −R(v, u)w, R(u, v)w + R(v, w)u + R(w, u)v = 0, ⟨R(u, v)w, z⟩ = −⟨R(u, v)z, w⟩, a takße ⟨R(u, v)v, u⟩ = ⟨u, v⟩⟨v, u⟩ − ⟨v, v⟩⟨u, u⟩− −⟨u, ⊛v⟩⟨⊛v, u⟩ + ⟨v, ⊛v⟩⟨⊛u, u⟩ = k(u, v). Tak kak tenzor krivizny algebraiqeski vyraßaetsØ qerez kriviznu Rimana (sm. [5]), to iz poslednego ravenstva sledu¸t formuly (19) i (20). □

Teorema 4.3. Psevdorimanovy mnogoobraziØ Φ(e0), Φ(e1) ØvlØ¸t-

sØ prostranstvami postoØnnoæ otricatel~noæ krivizny (−1), a mnogoobrazie Φ_σ – ploskoe.

Dokazatel~stvo. Krivizna mnogoobraziæ Φ(e0), Φ(e1) vyqisle-

na v teoreme 2.2. Tak kak poverhnost~ Φ_σ = exp_w(α_0e_{02} + α_1e_{31}) ØvlØetsØ odnorodnym psevdorimanovym vpolne geodeziqeskim podmnogoobraziem mnogoobraziØ G^1, to ee gaussova krivizna moßet byt~ vyqislena po formule (21) podstanovkoæ u = e_{02}, v = e_{21}. □

VPOLNE GEODEZIQESKIE PODMNOȷESTVA 153

Literatura

1. G. Minkovskiæ, Prostranstvo vremØ. Fizika, SPb (1911). 2. S. E. Kozlov, Matematiqeskie osnovy special~noæ teorii otnositel~- nosti i prostranstvo Lobaqevskogo. SPbGU (1995).

3. S. E. Kozlov, TopologiØ i lorenc-invariantnaØ psevdorimanova metrika mnogoobraziØ napravleniæ v fiziqeskom prostranstve. — Zap. nauqn. semin. POMI 246 (1997), 141–151.

4. S. E. Kozlov, GeometriØ vewestvennyh grassmanovyh mnogoobraziæ. I–III.

— Zap. nauqn. semin. POMI 246 (1997), 84–129.

5. A. N. Gluxakov, Dva voprosa vnexneæ geometrii pl¸kkerovyh vloßeniæ mnogoobraziØ Grassmana. — Zap. nauqn. semin. POMI 246 (1997), 5–12.

6. ı. D. Burago, V. A. Zalgaller, Vvedenie v rimanovu geometri¸. Nauka, SPb (1994).

Ivanov D. V. Totally geodesic subsets in the variety of directions of physical space.

Let M_0 be the Minkowski 4-space, Λ_2(M_0) its second exterior power equipped with a structure of a pseudo-Euclidean space with signature (3,3), K_0(M_0) the light cone, G_1 ⊂ Λ_2(M_0) the set of oriented 2-planes meeting the interior of K_0(M_0). In the paper, 4 types of totally geodesic two-manifolds in G_1 are described, such that manifolds of one type are pairwise congruent as subsets in Λ_2(M_0), while manifolds of different types are not. Models of such manifolds in the disk D^3 are constructed. An explicit formula for the curvature tensor of G_1 is given.

Postupilo 29 fevralØ 2000 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet