Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 279, 2001 g.

G. A. Karpunin

UNIVERSAL^NYE GRANIQNYE MNOȷESTVA V OBOBWENNO` PROBLEME XTE`NERA

§1. Vvedenie

V rabote rassmatrivaetsØ zadaqa ob universal~nom graniqnom mnoßestve, vhodØwaØ v krug voprosov, ob¨edinennyh nazvaniem obobwennaØ problema Xteænera. ObobwennaØ problema Xteænera sostoit v tom, qtoby po zadannomu graniqnomu mnoßestvu A opisat~ vse lokal~no minimal~nye seti, zatØgiva¸wie A. V takom vide ona byla vpervye sformulirovana A. O. Ivanovym i A. A. Tußilinym [1]. V serii ih rabot ffta problema byla dostatoqno izuqena dlØ sluqaØ ploskosti R^2. Odnako v sluqae n > 2 praktiqeski niqego neizvestno, krome neskol~kih primerov [2, 3].

My ograniqimsØ rassmotreniem lokal~no minimal~nyh seteæ bez ciklov. Izvestno, qto l¸baØ takaØ set~ odnoznaqno razbivaetsØ na lokal~no minimal~nye podseti, predstavlØ¸wie soboæ binarnye derev~Ø. Esli graniqnoe mnoßestvo ne fiksirovano, to l¸boe binarnoe derevo realizuetsØ na ploskosti lokal~no minimal~noæ set~¸ [1]. V sluqae fiksirovannogo graniqnogo mnoßestva A ffto, voobwe govorØ, uße ne tak. Voznikaet estestvennyæ vopros [1]: suwestvuet li universal~noe graniqnoe mnoßestvo? T.e. takoe mnoßestvo A, qto l¸boe zatØgiva¸wee ego binarnoe derevo G realizuetsØ lokal~no minimal~noæ set~¸ s graniceæ A.

V sluqae ploskosti (n = 2) otvet po-vidimomu otricatel~- nyæ. Naprimer, dlØ mnoßestva A obwego poloßeniØ, sostoØwego iz 4 toqek, lokal~no minimal~nyh seteæ, zatØgiva¸wih A, moßet byt~ ne bolee 2 [4]. V to ße vremØ imeetsØ 3 dereva, zatØgiva¸wih A. A dlØ mnoßestva A obwego poloßeniØ, sostoØwego iz 5 toqek, lokal~no minimal~nyh seteæ, zatØgiva¸wih A, moßet byt~ ne bolee 8. HotØ binarnyh derev~ev, zatØgiva¸wih A, – 15.

Ivanov i Tußilin vydvinuli gipotezu o tom, qto dlØ graniq- 168

UNIVERSAL^NYE GRANIQNYE MNOȷESTVA 169 nogo mnoßestva A, sostoØwego iz verxin pravil~nogo n-mernogo simpleksa, l¸boe binarnoe derevo, zatØgiva¸wee A, realizuetsØ lokal~no minimal~noæ set~¸. OkazyvaetsØ imeet mesto daße bolee sil~nyæ rezul~tat (sm. §3).

OsnovnaØ teorema. L¸boe prostoe, t.e. bez verxin stepeni 2,

derevo, zatØgiva¸wee verxiny pravil~nogo n-mernogo simpleksa, realizuetsØ nevyroßdennoæ minimal~noæ parametriqeskoæ set~¸.

Zametim, qto v sluqae binarnogo dereva nevyroßdennaØ minimal~naØ parametriqeskaØ set~ ØvlØetsØ lokal~no minimal~noæ set~¸.

Dokazatel~stvu fftoæ teoremy i posvØwena dannaØ rabota. Pol~zuØs~ sluqaem, avtor hotel by vyrazit~ gluboku¸ blagodarnost~ d.f.-m.n. A. O. Ivanovu i d.f.-m.n. A. A. Tußilinu za postanovku zadaq i pomow~ v rabote.

§2. Osnovnye opredeleniØ

Napomnim osnovnye opredeleniØ iz obweæ teorii minimal~- nyh seteæ (bol~xaØ ih qast~ vzØta iz [5] i [6]).

2.1. Topologiqeskie grafy. Topologiqeskim grafom G nazovem

proizvol~nyæ koneqnyæ odnomernyæ kletoqnyæ kompleks s fiksirovannym kletoqnym razbieniem. Kletki razmernosti 0 nazyva¸tsØ verxinami grafa G, a kletki razmernosti 1 – rebrami.

Zameqanie. ˚sno, qto my poluqili topologiqeskoe predstavle-

nie abstraktnyh grafov samogo obwego vida, t.e. grafov s petlØmi i kratnymi rebrami, pofftomu na topologiqeskie grafy neposredstvenno perenositsØ vsØ terminologiØ kak teorii abstraktnyh grafov, tak i teorii topologiqeskih prostranstv. Pofftomu dalee dlØ kratkosti budem nazyvat~ topologiqeskie grafy prosto grafami.

Pust~ e – rebro grafa G. Ob¨Øvim vse toqki rebra e v grafe G ffkvivalentnymi. Pro faktor-graf ~G = G/e budem govorit~, qto on poluqen iz G redukcieæ po rebru e.

Predpoloßim, qto v grafe G vydeleno nekotoroe podmnoßestvo M mnoßestva ego verxin. Paru (G, M ) budem nazyvat~ grafom s graniceæ M . Inogda neformal~no budem govorit~, qto G imeet granicu M i oboznaqat~ ee ∂G.

170 G. A. KARPUNIN

Verxiny iz ∂G budem nazyvat~ graniqnymi ili nepodvißnymi, a vse ostal~nye verxiny grafa G – vnutrennimi ili podvißnymi. Rebra, incidentnye graniqnym verxinam, nazyva¸tsØ graniqnymi, a vse ostal~nye rebra grafa G – vnutrennimi.

Pust~ G – proizvol~nyæ graf s graniceæ ∂G (vozmoßno, pustoæ) i P ∈ G (P ne obØzatel~no ØvlØetsØ verxinoæ grafa G, sm. zameqanie vyxe). Dopustimoæ okrestnost~¸ U ⊂ G toqki P nazyvaetsØ zamykanie svØznoæ okrestnosti fftoæ toqki, ne soderßawee verxin grafa G, otliqnyh ot P , esli P – verxina, i ne soderßawee petel~ iz G.

Nadelim dopustimu¸ okrestnost~ U strukturoæ grafa, ob¨- Øviv verxinami vse toqki iz ∂U ∪ {P }, a rebrami – otrezki v U , ih soedinØ¸wie. Poluqennoe derevo G_U budem nazyvat~ lokal~nym grafom s centrom v toqke P . Opredelim kanoniqesku¸ granicu ∂G_U lokal~nogo grafa G_U , vkl¸qiv v nee vse verxiny iz ∂U , a takße verxinu P , esli P – graniqnaØ verxina grafa G.

2.2. Parametriqeskie seti. Pust~ G – svØznyæ graf. Kusoqno-

gladkoe otobraßenie Γ : G → R^n – parametriqeskoæ set~¸ (ili prosto set~¸), a podmnoßestvo Im Γ ⊂ R^2, nazyvaetsØ sledom parametriqeskoæ seti Γ. Pri fftom graf G nazyvaetsØ parametrizu¸wim grafom seti Γ a klass grafov, izomorfnyh G, nazyvaetsØ topologieæ seti Γ.

Ograniqenie otobraßeniØ Γ na verxinu grafa G nazovem verxinoæ, a ograniqenie na rebro – rebrom fftoæ parametriqeskoæ seti. Pod dlinoæ seti budem ponimat~ summu dlin ee reber.

Dalee budem ispol~zovat~ sledu¸wie oboznaqeniØ: Γ[G] – set~ s parametrizu¸wim grafom G; Γ[e] – ee rebro, sootvetstvu¸wee rebru e grafa G.

Pust~ Γ[G] – parametriqeskaØ set~, a ∂G – granica grafa G. Sußenie Γ | ∂G ØvlØetsØ podmnoßestvom mnoßestva verxin seti Γ, kotoroe my nazyvaem graniceæ seti Γ i oboznaqaem ∂Γ. Pri fftom esli A – proizvol~noe koneqnoe podmnoßestvo v R^n, i Γ – set~ s graniceæ ∂Γ, obraz kotoroæ sovpadaet s A, to budem govorit~, qto Γ zatØgivaet A po graniqnomu otobraßeni¸ ∂Γ. A nazyvaetsØ graniqnym mnoßestvom dlØ Γ.

Verxiny seti Γ, prinadleßawie granice ∂Γ, nazyva¸tsØ graniqnymi ili nepodvißnymi, a vse ostal~nye verxiny iz Γ – vnutrennimi ili podvißnymi. Rebra seti, incidentnye gra-

UNIVERSAL^NYE GRANIQNYE MNOȷESTVA 171 niqnym verxinam, budem nazyvat~ graniqnymi, a rebra, ne incidentnye nikakim graniqnym verxinam, – vnutrennimi.

Pust~ Γ[G] – proizvol~naØ set~, P – l¸baØ toqka grafa G, i G_U – lokal~nyæ graf s centrom v P . Set~ s graniceæ Γ | GU nazyvaetsØ lokal~noæ set~¸ s centrom v toqke P i oboznaqaetsØ qerez Γ_U . Pri fftom Γ | ∂GU nazyvaetsØ kanoniqeskoæ graniceæ lokal~noæ seti Γ_U i oboznaqaetsØ qerez ∂Γ_U .

2.3. Lokal~no minimal~nye seti. Set~ Γ, zatØgiva¸waØ ko-

neqnoe mnoßestvo A ⊂ R^n, nazyvaetsØ absol¸tno minimal~noæ, esli ee dlina – naimen~xaØ sredi dlin vseh seteæ, zatØgiva¸- wih A.

Set~ Γ, zatØgiva¸waØ mnoßestvo A ⊂ R^n, nazyvaetsØ lokal~no minimal~noæ, esli dlØ l¸boæ ee toqki P nekotoraØ lokal~naØ set~ s centrom v P ØvlØetsØ absol¸tno minimal~noæ set~¸.

Rebro Γ[e] seti Γ[G] nazyvaetsØ vyroßdennym, esli ego dlina ravna 0. Sootvetstvu¸wee rebro e grafa G takße nazyvaetsØ vyroßdennym. Oqevidno, qto vyroßdennoe rebro e celikom perevoditsØ otobraßeniem Γ v toqku. Seti, ne ime¸wie vyroßdennyh reber, nazovem nevyroßdennymi.

Sledu¸waØ teorema (dokazatel~stvo sm., naprimer, v [7]) polnost~¸ opisyvaet lokal~noe ustroæstvo nevyroßdennyh lokal~- no minimal~nyh seteæ.

Teorema 2.1. NevyroßdennaØ set~ Γ s graniceæ A lokal~no mi-

nimal~na v tom i tol~ko v tom sluqae, esli:

1) rebra seti Γ – prØmolineænye otrezki;

2) ugol meßdu l¸bymi dvumØ smeßnymi rebrami ne men~xe

120^∘;

3) vse verxiny stepeni 1 ØvlØ¸tsØ graniqnymi; 4) esli verxina stepeni 2 ne graniqnaØ, to ugol meßdu vyhodØwimi iz nee rebrami raven 180^∘.

Punkty 1), 3) i 4) tipiqny dlØ kriteriev razliqnyh ponØtiæ minimal~nosti seteæ. Imi motiviru¸tsØ iznaqal~nye ograniqeniØ, nakladyvaemye na klassy rassmatrivaemyh seteæ, i nißesledu¸wie opredeleniØ.

Opredelenie. Set~ Γ nazyvaetsØ lineænoæ, esli vse ee rebra –

prØmolineænye otrezki. Mnoßestvo vseh lineænyh seteæ Γ s fiksirovannoæ topologieæ G, graniqnym mnoßestvom A i graniqnym otobraßeniem b : ∂G → A oboznaqim qerez L[G, A, b].

172 G. A. KARPUNIN

Opredelenie. SvØznyæ topologiqeskiæ graf, ØvlØ¸wiæsØ dere-

vom i ne ime¸wiæ verxin stepeni 2, nazyvaetsØ prostym derevom. V dannoæ rabote, esli ne ogovoreno protivnoe, vse rassmatrivaemye parametrizu¸wie grafy seteæ budut predpolagat~sØ prostymi derev~Ømi.

Kak sleduet iz usloviØ 2) teoremy 2.1, stepen~ l¸boæ verxiny nevyroßdennoæ lokal~no minimal~noæ seti ne prevoshodit 3. Vydelim sredi prostyh derev~ev odin vaßnyæ klass grafov, nazyvaemyh binarnymi derev~Ømi (ili 2-derev~Ømi), u kotoryh l¸baØ verxina imeet stepen~ 1 ili 3.

Budem sqitat~, qto u vseh prostyh derev~ev vse verxiny stepeni 1 ØvlØ¸tsØ graniqnymi, a ostal~nye – podvißnymi.

2.4. Kriteriæ minimal~nosti parametriqeskoæ seti. Pust~

Γ[G] – parametriqeskaØ set~, i Γ[e] – ee vyroßdennoe rebro.

Pust~ graf ~G poluqen iz grafa G redukcieæ po rebru e. Togda korrektno opredeleno otobraßenie ~Γ[ ~G], takoe, qto ~Γ ∘ π = Γ, gde π : G → ~G – standartnaØ proekciØ na faktor-prostranstvo. ˚sno, qto ~Γ – kusoqno-gladkoe i pofftomu opredelØet parametriqesku¸ set~ ~Γ[ ~G]. Budem govorit~, qto set~ ~Γ poluqena iz

Γ redukcieæ po vyroßdennomu rebru Γ[e]. Sled seti ~Γ oqevidno

sovpadaet so sledom seti Γ.

SvØznye komponenty mnoßestva vseh vyroßdennyh reber grafa G nazovem komponentami vyroßdeniØ parametrizu¸wego grafa seti Γ. KaßdaØ komponenta vyroßdeniØ, oqevidno, ØvlØetsØ podgrafom v G, celikom otobraßa¸wimsØ v toqku. ˚sno, qto komponenty vyroßdeniØ grafa G poparno diz¨¸nktny.

Reduciruem set~ Γ po vsem vyroßdennym rebram. Poluqennu¸ set~ ~Γ budem nazyvat~ privedennoæ parametriqeskoæ set~¸ dlØ Γ. Ona uße ne soderßit vyroßdennyh reber. Sled privedennoæ seti ~Γ sovpadaet, oqevidno, so sledom seti Γ.

Pust~ Γ – parametriqeskaØ set~ s graniceæ ∂Γ : ∂G → R^2, i ~Γ – sootvetstvu¸waØ privedennaØ set~. Verxinu privedennoæ seti nazovem podvißnoæ, esli ee proobraz pri redukcii soderßit hotØ by odnu podvißnu¸ verxinu seti Γ; verxinu privedennoæ seti nazovem qisto podvißnoæ, esli ee proobraz pri redukcii ne soderßit graniqnyh verxin seti Γ. Ostal~nye verxiny seti ~Γ budut sqitat~sØ graniqnymi.

UNIVERSAL^NYE GRANIQNYE MNOȷESTVA 173 Vvedem ewe odno ponØtie – vetki dereva. Vykinem iz mnoßestva reber dereva G proizvol~noe rebro e. Togda G raspadetsØ na dva poddereva G_1 i G_2, kotorye i budem nazyvat~ vetkami dereva G, incidentnymi rebru e.

Opredelenie. LineænaØ set~ Γ ∈ L[G, A, b] nazyvaetsØ mini-

mal~noæ parametriqeskoæ set~¸, esli ona ØvlØetsØ toqkoæ absol¸tnogo minimuma funkcii dliny sredi vseh seteæ iz L[G, A, b].

Sformuliruem kriteriæ togo, qto dannaØ lineænaØ set~ Γ ØvlØetsØ minimal~noæ parametriqeskoæ. Oboznaqim qerez G^{ev}_d komponentu vyroßdeniØ verxiny ~v ∈ ~Γ, a qerez N_v – summu ediniqnyh napravlØ¸wih vektorov nevyroßdennyh reber, vyhodØwih iz verxiny v ∈ Γ.

Utverßdenie 2.1 [4]. DlØ togo, qtoby Γ byla minimal~noæ para-

metriqeskoæ set~¸, neobhodimo i dostatoqno, qtoby dlØ kaßdoæ podvißnoæ verxiny ~v privedennoæ seti ~Γ vypolnØlis~ sledu¸wie usloviØ:

• dlØ kaßdoæ ne soderßaweæ graniqnyh verxin grafa G vetki G_b dereva Ge^v_d vypolnØetsØ neravenstvo | ∑ v∈Gb N_v | 6 1;

• esli, k tomu ße, ~v – qisto podvißnaØ verxina, to ∑ v∈Gev_d N_v = 0. §3. OsnovnaØ teorema Budem govorit~, qto graf G zatØgivaet mnoßestvo A ⊂ R^2, esli zadano graniqnoe otobraßenie b : ∂G → A. Graf G, zatØgiva¸wiæ A, realizuetsØ set~¸, so svoæstvom P, esli suwestvuet set~ Γ topologii G s ∂Γ = b : ∂G → A, oblada¸waØ svoæstvom P.

Dalee my budem imet~ delo so svoæstvom seti byt~ nevyroßdennoæ minimal~noæ parametriqeskoæ set~¸.

OsnovnaØ teorema. L¸boe prostoe derevo, zatØgiva¸wee verxi-

ny pravil~nogo n-mernogo simpleksa, realizuetsØ nevyroßdennoæ minimal~noæ parametriqeskoæ set~¸.

Poskol~ku, kak sleduet iz teoremy 2.1 i utverßdeniØ 2.1, v sluqae binarnyh derev~ev nevyroßdennaØ minimal~naØ parametriqeskaØ set~ ØvlØetsØ lokal~no minimal~noæ, to iz osnovnoæ teoremy poluqaem sledstvie.

174 G. A. KARPUNIN

Sledstvie 3.1. L¸boe binarnoe derevo, zatØgiva¸wee verxiny

pravil~nogo n-mernogo simpleksa, realizuetsØ nevyroßdennoæ lokal~no minimal~noæ set~¸.

Dokazatel~stvo osnovnoæ teoremy.

3.1. Privedem zdes~ ide¸ dokazatel~stva, detali kotorogo iz-

laga¸tsØ naqinaØ s p. 3.2. Oqevidno, qto l¸boe prostoe derevo G moßet byt~ realizovano kak minimal~naØ parametriqeskaØ set~ v sootvetstvu¸wem klasse lineænyh seteæ L[G, A, b]. Odnako u takoæ seti, voobwe govorØ, mogli by byt~ vyroßdennye rebra. Pokaßem, qto v sluqae, kogda graniqnoe mnoßestvo sostoit iz verxin pravil~nogo n-mernogo simpleksa, vse rebra – nevyroßdennye.

Dokazatel~stvo budet vestis~ ot protivnogo. Pust~ Γ – nekotoraØ minimal~naØ parametriqeskaØ set~, zatØgiva¸waØ verxiny pravil~nogo n-mernogo simpleksa Δ. Predpoloßim, qto u Γ ime¸tsØ vyroßdennye rebra i e = (uv) – odno iz nih. Rassmotrim dve vetki Γ_u ∋ u i Γ_v ∋ v, incidentnye e. Qerez Δ_u oboznaqim gran~ simpleksa Δ, obrazovannu¸ graniqnymi verxinami, prinadleßawimi vetke Γ_u, a qerez Δ_v – gran~, obrazovannu¸ graniqnymi verxinami, prinadleßawimi vetke Γ_v. Ediniqnye napravlØ¸wie vektory nevyroßdennyh reber, prinadleßawih vetke Γ_u (sootvetstvenno, Γ_v) i incidentnyh komponente vyroßdeniØ rebra e, “smotrØt” v gran~ Δ_u (sootvetstvenno, v Δ_v), (lemma 3.1). Odna iz summ fftih ediniqnyh vektorov, sootvetstvu¸wih verxine u ili verxine v, po modul¸ budet strogo bol~xe 1 (sledstvie utverßdeniØ 3.1), qto protivoreqit kriteri¸ minimal~nosti parametriqeskih seteæ, dannomu v p. 2.4.

3.2. Pust~ e – ediniqnyæ napravlØ¸wiæ vektor nekotorogo ne-

vyroßdennogo rebra, incidentnogo komponente vyroßdeniØ, soderßaweæ verxinu u.

Lemma 3.1. Luq, provedennyæ qerez u v napravlenii vektora e,

peresekaet gran~ Δ_u.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim privedennu¸ vetku^~Γu. My ras-

smatrivaem ee kak derevo s kornem ~u, gde ~u – estestvennaØ proekciØ verxiny u.

Dalee provedem indukci¸ snizu vverh po glubine verxiny ~u^′ v vetke ~Γ_u. Pust~ ~u^{′′} – nekotoraØ verxina glubiny k, a e^{′′}

UNIVERSAL^NYE GRANIQNYE MNOȷESTVA 175 – napravlØ¸wiæ vektor nekotorogo rebra, soedinØ¸wego ~u^{′′} s verxinoæ glubiny k + 1. Predpoloßim, qto dlØ vseh takih verxin ~u^{′′} i vektorov e^{′′} dokazano, qto luq, provedennyæ qerez ~u^{′′} v napravlenii e^{′′}, peresekaet gran~ Δ_u.

Zametim, qto esli e^′ – summa vseh ediniqnyh napravlØ¸wih vektorov reber, soedinØ¸wih ~u^{′′} s verxinami glubiny k + 1, to luq, provedennyæ qerez ~u^{′′} v napravlenii e^′, takße peresekaet gran~ Δ_u.

Voz~mem verxinu ~u^′ glubiny k − 1. Pust~ e^′ – ediniqnyæ napravlØ¸wiæ vektor rebra, soedinØ¸wego ~u^′ s ~u^{′′}. Soglasno kriteri¸ 2.1 minimal~nosti parametriqeskih seteæ vektor e^′ raven summe vseh ediniqnyh napravlØ¸wih vektorov reber, soedinØ- ¸wih ~u^{′′} s verxinami glubiny k + 1. Sledovatel~no luq, provedennyæ qerez ~u^′ v napravlenii e^′, prohodit qerez verxinu ~u^{′′} v napravlenii e^′ i po uße dokazannomu peresekaet gran~ Δ_u.

DvigaØs~ tak snizu (s samyh glubokih verxin) vverh, my za koneqnoe qislo xagov doberemsØ i do verxiny ~u. Lemma dokazana. �

3.3. Oboznaqim qerez su i sv summy ediniqnyh napravlØ¸wih

vektorov nevyroßdennyh reber, incidentnyh komponentam vyroßdeniØ verxin u i v v vetkah Γ_u i Γ_v, sootvetstvenno. Togda soglasno teoreme 2.1 imeem |s_u| 6 1 i |s_v| 6 1.

OtvleqemsØ ot minimal~noæ parametriqeskoæ seti i nemnogo uprostim kartinu. Poskol~ku my predpoloßili, qto rebro

(uv) – vyroßdennoe, to toqki, sootvetstvu¸wie verxinam u i

v, sovpada¸t v prostranstve R^n. Oboznaqim qerez O toqku ih sovpadeniØ. Provedem iz O luqi v napravleniØh nevyroßdennyh reber, incidentnyh komponentam vyroßdeniØ verxin u i v. Soglasno lemme 3.1 luqi, kotorye otveqa¸t rebram, svØzannym s u, peresekut gran~ Δ_u, a luqi, kotorye otveqa¸t rebram, svØzannym s v, peresekut gran~ Δ_v. OgraniqimsØ rassmotreniem otrezkov fftih luqeæ ot toqki O do pereseqeniæ s granØmi.

Zabudem teper~ pro set~ Γ, i u nas ostanetsØ sledu¸waØ kartina. Iz O vyhodØt dve sovokupnosti otrezkov: OU_1, . . . , OU_r, vtorye koncy kotoryh leßat v grani Δ_u, i OV_1, . . . , OV_m, vtorye koncy kotoryh leßat v grani Δ_v. Otmetim, qto summa ediniqnyh napravlØ¸wih vektorov otrezkov OU_i ravna s_u, a summa ediniqnyh napravlØ¸wih vektorov otrezkov OV_j ravna s_v. Napomnim, qto |s_u| 6 1 i |s_v| 6 1. Qtoby priæti k protivoreqi¸, pokaßem,

176 G. A. KARPUNIN qto ffti neravenstva ne mogut vypolnØtsØ odnovremenno.

3.4. Dalee, esli ne ogovoreno protivnoe, rebro pravil~nogo

simpleksa budet sqitat~sØ ravnym √ 2 (udobno sqitat~ verxinami pravil~nogo simpleksa koncy ediniqnyh vektorov standartnogo ortonormirovannogo bazisa). Centrom pravil~nogo simpleksa budem nazyvat~ ego centr mass.

Privedem zdes~ formulirovku kl¸qevoæ lemmy, dokazatel~- stvo kotoroæ budet dano v §4.

Pust~ dan pravil~nyæ (q−1)-mernyæ simpleks Δ ⊂ R^n. Provedem giperploskost~ π, parallel~nu¸ simpleksu Δ, qerez d oboznaqim rasstoØnie meßdu π i Δ. Rassmotrim proizvol~nu¸ toqku O ∈ π i provedem iz nee k otrezkov, okanqiva¸wihsØ v Δ,

k 6 q. Pust~ s – summa ih ediniqnyh napravlØ¸wih vektorov.

Oboznaqim qerez O^′ toqku na ploskosti π, blißaæxu¸ k centru C kakoæ-nibud~ (k − 1)-mernoæ grani Δ^′ simpleksa Δ. Zametim, qto dlina otrezka CO^′ ravna d i on perpendikulØren kak ploskosti π, tak i simpleksu Δ^′.

Lemma 3.2. Minimum modulØ vektora s, vzØtyæ po vsem O ∈ π i

po vsem raspoloßeniØm vtoryh koncov otrezkov v simplekse Δ, raven

min |s| = √ k^3d^2 k − 1 + kd^2 . On dostigaetsØ, naprimer, v situacii, kogda O = O^′, a vtorye koncy k otrezkov sovpada¸t s razliqnymi verxinami grani Δ^′.

3.5. Vyberem proizvol~no (r − 1)-mernu¸ podgran~ Δ^′_u v grani

Δ_u i (m−1)-mernu¸ podgran~ Δ^′_v v grani Δ_v. Pust~ U i V – cen-

try graneæ Δ^′_u i Δ^′_v. Nesloßno proverit~, qto prØmaØ (U V ) perpendikulØrna obeim fftim granØm. Provedem qerez O giperploskost~ π perpendikulØrno prØmoæ (U V ). Ona budet parallel~na kak grani Δ^′_u, tak i grani Δ^′_v. Pust~ O^′ – toqka pereseqeniØ giperploskosti π i prØmoæ (U V ).

Primenim lemmu 3.2 k grani Δ_u (kotoraØ vystupaet zdes~ v kaqestve samostoØtel~nogo pravil~nogo simpleksa) i sovokupnosti otrezkov OU_1, . . . , OU_r, qtoby minimizirovat~ modul~ vektora s_u. DlØ fftogo zamenim otrezki OU_1, . . . , OU_r sovokupnost~¸ otrezkov O^′U^′_1, . . . , O^′U^′_r , gde U^′_1, . . . , U^′_r – razliqnye verxiny grani Δ^′_u. Togda modul~ summy s^′_u ediniqnyh napravlØ¸wih vekto-

UNIVERSAL^NYE GRANIQNYE MNOȷESTVA 177 rov otrezkov O^′U^′_1, . . . , O^′U^′_r budet ne bol~xe modulØ vektora s_u :

|s^′_u| 6 |s_u| 6 1.

Analogiqno, zamenim otrezki OV_1, . . . , OV_m sovokupnost~¸ otrezkov O^′V^′_1 , . . . , O^′V^′_m, gde V^′_1 , . . . , V^′_m – razliqnye verxiny grani

Δ^′_v, i oboznaqim qerez s^′_v summu ediniqnyh napravlØ¸wih vek-

torov otrezkov OV^′_1 , . . . , OV^′_m. Togda, kak sleduet iz lemmy 3.2,

|s^′_v| 6 |s_v| 6 1.

OgraniqimsØ teper~ rassmotreniem otrezkov O^′U^′_1, . . . , O^′U^′_r ,

O^′V^′_1 , . . ., O^′V^′_m i simpleksa Δ^′ s verxinami U^′_1, . . . , U^′_r , V^′_1 , . . . , V^′_m.

Dal~neæxaØ naxa cel~ – pokazat~, qto odnovremennoe vypolnenie dvuh neravenstv |s^′_u| 6 1 i |s^′_v| 6 1 nevozmoßno.

3.6. Rassmotrim (q^′ −1)-mernyæ pravil~nyæ simpleks Δ^′ i toqku

O^′ na seredinnom perpendikulØre k Δ^′. Oboznaqim qerez d ras-

stoØnie ot O^′ do Δ. Soedinim toqku O^′ otrezkom s kaßdoæ verxinoæ simpleksa Δ^′. Pust~ s – summa ediniqnyh napravlØ¸wih vektorov fftih q^′ otrezkov, napravlennyh k verxinam simpleksa. Soglasno vtoromu utverßdeni¸ lemmy 3.2 |s| = √ q^{′3}d^2 q^′ − 1 + q^′d^2 . Iz fftoæ formuly vidno, qto |s| monotonno vozrastaet s rostom d. Naædem takoe d(q^′), pri kotorom |s| = 1. Imeem

d(q^′) = 1 √ q^′(q^′ + 1) . �to rasstoØnie my nazovem kritiqeskim.

Lemma 3.3. Summa kritiqeskogo rasstoØniØ do grani Δ^′_u i kri-

tiqeskogo rasstoØniØ do grani Δ^′_v strogo men~xe dliny otrezka U V .

Dokazatel~stvo. Pust~ gran~ Δ^′_u imeet razmernost~ r − 1, a

gran~ Δ^′_v – razmernost~ m − 1. Togda dlina otrezka U V rav- na √_{r+m} rm , a kritiqeskie rasstoØniØ do graneæ Δ^′_u i Δ^′_v ravny 1 √_{r(r+1)} i^1√_{m(m+1)} , sootvetstvenno. Nußno dokazat~ neravenstvo 1 √ r(r + 1) + 1 √ m(m + 1) < √ r + m rm ,

178 G. A. KARPUNIN ffkvivalentnoe neravenstvu

4(rm + r + m + 1) < rm ( (r − m)^2 + 4(rm + r + m + 1) ) , kotoroe vsegda verno, esli hotØ by odno iz qisel r, m strogo bol~xe 1. Lemma dokazana. �

3.7. Iz opredeleniØ kritiqeskogo rasstoØniØ v p. 3.6 i lem-

my 3.3 neposredstvenno vytekaet sledu¸wee utverßdenie.

Utverßdenie. DlØ l¸boæ toqki O^′, prinadleßaweæ otrezku U V ,

hotØ by odin iz vektorov s^′_u ili s^′_v po modul¸ strogo bol~xe 1.

UqityvaØ neravenstva |s^′_u| 6 |s_u| i |s^′_v| 6 |s_v| iz p. 3.5, poluqaem, qto hotØ by odin iz vektorov s_u ili s_v po modul¸ strogo bol~xe 1. Takim obrazom my prixli k protivoreqi¸ s kriteriem 2.1 minimal~nosti parametriqeskih seteæ i dokazali osnovnu¸ teoremu. �

§4. Dokazatel~stvo lemmy 3.2

4.1. Poskol~ku toqki U1, . . . , Uk prinadleßat pravil~nomu sim-

pleksu s rebrom √ 2, to, oqevidno, poparnye rasstoØniØ meßdu nimi ne prevoshodit √ 2. Moßno sqitat~, qto vse ffti k toqek leßat v nekotorom (k − 1)-mernom xare, v kotoryæ moßno vpisat~ pravil~nyæ (k − 1)-mernyæ simpleks s rebrom √ 2. Radius takogo xara raven √ 2· √_{k−1} 2k . V samom dele, dostatoqno vospol~zovat~sØ teoremoæ ınga [8] (sr. [9, s. 111]).

Teorema 4.1. Pust~ D ⊂ R^{k−1}. Suwestvuet (k − 1)-mernyæ xar

radiusa diam (D) · √_{k−1} 2k , soderßawiæ D.

4.2. Rassmotrim vspomogatel~nu¸ zadaqu. Pust~ B ⊂ R^n (k − 1)-

mernyæ xar radiusa R. Provedem na rasstoØnii d ot xara B parallel~nu¸ emu giperploskost~ π. Rassmotrim proizvol~nu¸ toqku O ∈ π i provedem iz nee k otrezkov OU_1, . . . , OU_k, okanqiva¸wihsØ v B. Pust~ vektor s raven summe ih ediniqnyh napravlØ¸wih vektorov. Pust~ O^′ ∈ π – toqka, blißaæxaØ k centru U xara B. Zametim, qto dlina otrezka U O^′ ravna d, i on perpendikulØren kak π, tak i ploskosti xara B.

UNIVERSAL^NYE GRANIQNYE MNOȷESTVA 179

Lemma 4.2. Minimum modulØ vektora s, vzØtyæ po vsem O ∈ π i

po vsem raspoloßeniØm toqek U_1, . . . , U_k v xare B, raven

min |s| = √ k^2d^2 R^2 + d^2 . On dostigaetsØ, naprimer, kogda O = O^′, a toqki U_1, . . . , U_k obrazu¸t pravil~nyæ (k − 1)-mernyæ simpleks, vpisannyæ v B.

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo soderßitsØ v pp. 4.2.1–4.2.4. 4.2.1. Zametim, qto lemmu 4.2 dostatoqno dokazat~ v sluqae

n = k. V samom dele, giperploskost~ π rasslaivaetsØ na (k − 1)-

mernye affinnye podprostranstva σ, parallel~nye xaru B. DlØ kaßdogo takogo σ rexaem zadaqu minimizacii modulØ vektora s. Otvet v kaßdoæ otdel~noæ zadaqe zavisit tol~ko ot rasstoØniØ meßdu B i σ, priqem minimal~noe znaqenie |s| ØvlØetsØ monotonno vozrasta¸weæ funkcieæ ot fftogo rasstoØniØ. Sledovatel~no, minimum v celom budet dostigat~sØ togda, kogda toqka O prinadleßit blißaæxemu k xaru affinnomu podprostranstvu.

4.2.2. Pokaßem, qto zadaqu moßno svesti k sluqa¸, kogda O =

O^′, a vtorye koncy otrezkov U_1, . . ., U_k, kak i ran~xe, proizvol~-

no raspoloßeny v xare B.

Rassmotrim konus C nad B s verxinoæ O. Vse napravlØ¸wie vektory otrezkov OU_1, . . . , OU_k leßat v konuse C. Ego granica ∂C takße ØvlØetsØ konusom, no nad graniceæ xara B, i predstavlØet soboæ poverhnost~ vtorogo porØdka. Ee os~ simmetrii oboznaqim qerez (OM ), M ∈ B. Esli provesti dvumernu¸ ploskost~ σ qerez prØmu¸ (OM ), to v pereseqenii σ s ∂C obrazuetsØ ugol, i [OM ) budet ego bissektrisoæ.

Provedem qerez toqku K, nahodØwu¸sØ na luqe [OM ) na rasstoØnii d ot toqki O, giperploskost~ π_1, perpendikulØrnu¸ luqu [OM ). Rassmotrim v giperploskosti π_1 xar B_1 s centrom v toqke K i radiusom R. Konus s verxinoæ v toqke O nad xarom B_1 oboznaqim qerez C_1, a ego granicu, takße ØvlØ¸wu¸sØ konusom, no nad graniceæ xara B_1, – qerez ∂C_1.

Utverßdenie. C leßit vnutri C1.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim toqku P ∈ B i provedem qerez nee

i prØmu¸ (OM ) dvumernu¸ ploskost~ σ (sm. ris. 1) Dostatoqno

180 G. A. KARPUNIN

Ris. 1.

pokazat~, qto tg β 6 R/d. V oboznaqeniØh ris. 1 imeem OH = d, P H − P^′H = P P^′ = 2R, P^′H = d · tg ( π 2 − α − β ) , P H = d · tg ( π 2 − α + β ) , OM = d sin α , otkuda

(ctg^2α + 1)ctg β ctg^2β − ctg^2α = R d . UqityvaØ, qto pri π/2 > α > β > 0 vypolneno ctg^2β − ctg^2α > 0, posle fflementarnyh preobrazovaniæ poluqim, qto dokazyvaemoe neravenstvo tg β 6 R/d ffkvivalentno neravenstvu

ctg^2α ctg^2β + ctg^2α > 0,

kotoroe, oqevidno, vypolnØetsØ pri vseh α i β. � Poskol~ku nas interesuet summa ediniqnyh napravlØ¸wih vektorov otrezkov, leßawih v konuse C, a znaqit, i v C_1, ishodnaØ zadaqa na minimum ffkvivalentna zadaqe, v kotoroæ toqka O fiksirovana i sovpadaet s O^′, a vtorye koncy otrezkov, kak i ran~xe, proizvol~no raspoloßeny v xare B.

4.2.3. Moßno sqitat~, qto vtorye koncy otrezkov U1, . . . , Uk le-

ßat na granice xara B. V samom dele, predpoloßim, qto konec kakogo-to otrezka leßit ne na granice xara. Oboznaqim qerez e

UNIVERSAL^NYE GRANIQNYE MNOȷESTVA 181 ego napravlØ¸wiæ ediniqnyæ vektor, a qerez s^′ – summu napravlØ¸wih vektorov vseh ostal~nyh otrezkov. Togda fftot otrezok moßno poxevelit~ tak, qtoby uveliqit~ ugol meßdu e i s^′, a znaqit umen~xit~ modul~ ih summy, t.e. umen~xit~ |s|. Sledovatel~no takoe raspoloßenie ne minimiziruet |s|.

4.2.4. Naxa zadaqa minimizacii svoditsØ k zadaqe minimiza-

cii |s| v sluqae, kogda otrezki ishodØt ne iz O^′, a iz centra U xara B. Pokaßem ffto i poluqim otvet.

Vvedem dlØ kratkosti oboznaqeniØ:

u_i = −−→ O^′U_i, e_i = u_i |u_i| , x_i = −−→ U U_i. Togda

u_i = x_i + −−→ O^′U , |x_i| = R, | −−→ O^′U | = d. Poskol~ku x_i⊥ −−→ O^′U , to |u_i| = √ R^2 + d^2. RaspisyvaØ |s|^2, poluqim

|s|^2 = |e_1 + · · · + e_k|^2 = ∑ i,j ⟨u_i, u_j⟩ |u_i||u_j| = 1 R^2 + d^2 ∑ i,j ⟨u_i, u_j⟩ = 1 R^2 + d^2 ∑ i,j ( ⟨x_i, x_j⟩ + d^2 )

= k^2d^2 R^2 + d^2 + 1 R^2 + d^2 ∑ i,j ⟨x_i, x_j⟩ = k^2d^2 R^2 + d^2 + 1 R^2 + d^2

|x_1 + · · · + x_k|^2.

Minimum vyraßeniØ |x_1 +· · ·+x_k|^2 raven 0 i dostigaetsØ, v qastnosti, kogda koncy vektorov x_i, t.e. toqki U_1, . . . , U_k, ØvlØ¸tsØ verxinami pravil~nogo simpleksa. �

4.3. PodstavlØØ teper~ v lemme 4.2 vmesto R vyraßenie^√2 · √_{k−1} 2k iz teoremy ınga 4.1, poluqim utverßdenie osnovnoæ lemmy 3.2. �

Literatura

1. A. O. Ivanov, A. A. Tußilin, GeometriØ minimal~nyh seteæ i odnomernaØ problema Plato. — UMN 47, No. 2 (1992), 53–115.

2. E. N. Gilbert, H. O. Pollak, Steiner minimal trees. — SIAM J. Appl. Math. 16 (1968), 1–29.

3. W. D. Smith, How to find Steiner minimal trees in Euclidean d-space. — Algorithmica 7 (1992), 137–177.

182 G. A. KARPUNIN 4. G. A. Karpunin, Analog teorii Morsa dlØ ploskih lineænyh seteæ i obobwennaØ problema Xteænera. — Mat. sb. 191, No. 2 (2000), 64.

5. A. O. Ivanov, A. A. Tußilin, GeometriØ mnoßestva minimal~nyh seteæ dannoæ topologii s fiksirovannoæ graniceæ. — Izv. RAN. Ser. matem. 61, No. 6 (1997), 119–152.

6. A. O. Ivanov, Geometriqeskie svoæstva lokal~no minimal~nyh seteæ.

Dokt. diss., MGU, M. (1998).

7. A. O. Ivanov, A. A. Tuzhilin, Minimal Networks. The Steiner Problem and Its Generalizations. CRC Press (1994).

8. H. W. E. Jung, Über die kleinste Kugel, die eine räumliche Figur einschliesst. — J. reine u. angew. Math. 123 (1901), 241–257.

9. H. G. Eggleston, Convexity. — Cambridge Tracts in Math. and Math. Phys.

No. 47 (1992).

Karpunin G. A. Universal boundary sets in the generalized Steiner problem.

It is proved that every simple binary tree is realized by a nondegenerate minimal parametric net spanning the vertices of a regular simplex.

Postupilo 20 dekabrØ 2000 g. Moskovskiæ gosudarstvennyæ universitet im. M. V. Lomonosova