Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 279, 2001 g.

V. V. Makeev

O VOZMOȷNOSTI VPISAT^ PRAVIL^NY` OKTA�DR V TREHMERNOE VYPUKLOE TELO S GLADKO` GRANICE`

Pod vypuklym telom v dal~neæxem ponimaem kompaktnoe vypukloe mnoßestvo s nepustoæ vnutrennost~¸. Mnogogrannik nazyvaetsØ vpisannym v vypukloe telo K ⊂ R^3, esli vse ego verxiny leßat na granice ∂K tela K.

Bukvami AA^′BB^′CC^′ v dal~neæxem oboznaqaem verxiny pravil~nyh oktaffdrov v R^3, priqem odinakovye bukvy pomeqa¸t simmetriqnye otnositel~no centra verxiny. Otrezki AA^′, BB^′ i CC^′ v dal~neæxem nazyvaem diagonalØmi oktaffdra.

Nißesledu¸waØ teorema daet poloßitel~nyæ otvet na neodnokratno podnimavxiæsØ vopros [1, s. 140; 2].

Teorema. Pust~ v standartnom evklidovom prostranstve R^3 za-

dana nekotoraØ norma ‖ · ‖ i vypukloe telo K s gladkoæ graniceæ. Togda na granice ∂K leßat verxiny AA^′BB^′CC^′ takogo pravil~nogo oktaffdra, qto ‖AA^′‖ = ‖BB^′‖ ¿ ‖CC^′‖ (sootvetstvenno ‖AA^′‖ = ‖BB^′‖ 6 ‖CC^′‖). Dokazatel~stvo provedem dlØ tel K s C^2-regulØrnoæ graniceæ, ime¸weæ poloßitel~nu¸ gaussovu kriviznu. V ostal~nyh sluqaØh teorema poluqaetsØ predel~nym perehodom.

Naqnem s izvestnogo utverßdeniØ.

Lemma [3]. V vypukloe telo K ⊂ R^3 s gladkoæ strogo vypukloæ

graniceæ moßno vpisat~ affinnyæ obraz pravil~nogo oktaffdra s diagonalØmi, parallel~nymi trem napered zadannym ne parallel~nym odnoæ ploskosti napravleniØm l_1, l_2, l_3.

Dokazatel~stvo. Postroim na vypuklom kompakte K nepreryv-

noe vektornoe pole v. Qerez kaßdu¸ toqku O ∈ K provedem tri hordy v K, oboznaqaemye AA^′, BB^′, CC^′, parallel~nye sootvetstvenno prØmym l_1, l_2, l_3. Sopostavim toqke O vektor v(O) = (OA + OA^′ + OB + OB^′ + OC + OC^′). 183

184 V. V. MAKEEV

Po postroeni¸ v graniqnyh toqkah tela K vektornoe pole v napravleno vnutr~ K. Sledovatel~no v nekotoroæ toqke O ∈ K ono obrawaetsØ v nul~, a ffto oznaqaet, qto OA = OA^′, OB = OB^′,

OC = OC^′ i AA^′BB^′CC^′ – iskomyæ affinnyæ obraz pravil~nogo

oktaffdra. •

Oboznaqim M_K mnoßestvo pravyh dekartovyh sistem koordinat s naqalom vo vnutrenneæ toqke tela K. ˚sno, qto M^∼=

int K × SO(3), gde SO(3), kak obyqno, oboznaqaet gruppu sohra-

nØ¸wih orientaci¸ vraweniæ R^3 vokrug nekotoroæ toqki.

Pust~ N_K ⊂ M_K – mnoßestvo takih sistem koordinat, na osØh kotoryh telo K vysekaet hordy s obweæ seredinoæ v naqale koordinat. DlØ otkrytogo plotnogo v C^2-topologii mnoßestva vypuklyh kompaktov K ⊂ R^3 mnoßestvo N_K ØvlØetsØ gladkim kompaktnym orientiruemym podmnogoobraziem M_K razmernosti 3. Takie kompakty K v dal~neæxem my nazyvaem tipiqnymi.

Esli K – xar ili dostatoqno blizkoe k nemu v C^2-topologii telo, to N_K^∼= SO(3).

DlØ vsØkogo tela K opredelim nepreryvnoe otobraßenie F_K :

N_K → R^6. Pust~ AA^′BB^′ i CC^′ – hordy tela K, kotorye ono

vysekaet na osØh sistemy koordinat n ∈ N_K . Poloßim F_K (n) = (|AA^′|, |BB^′|, |CC^′|, ‖AA^′‖, ‖BB^′‖, ‖CC^′‖). Gruppa Z_3 svobodno deæstvuet v N_K cikliqeskimi perestanovkami oseæ sistem koordinat, a v R^6 – odnovremennymi cikliqeskimi perestanovkami pervoæ troæki i vtoroæ troæki koordinat toqki (x_1, . . . , x_6) ∈ R^6. Po postroeni¸ otobraßenie F_K

Z3-ffkvivariantno.

Pust~ L ⊂ R^6 – dvumernoe podprostranstvo, zadannoe uravneniØmi x_1 = x_2 = x_3 i x_4 = x_5 = x_6. Ortogonal~noe dopolnenie k L est~ qetyrehmernoe podprostranstvo L_1 ⊂ R^6, zadannoe uravneniØmi x_1+x_2+x_3 = 0 i x_4+x_5+x_6 = 0. Rassmotrim ortogonal~nu¸ proekci¸ vdol~ L pr_1 : R^6 → L_1, opredelennu¸ po formule pr1(x1, x2, . . . , x6) = ( 2x1 − x2 − x3 3 , 2x2 − x1 − x3 3 , 2x3 − x1 − x2 3 , 2x4 − x5 − x6 3 , 2x5 − x4 − x6 3 , 2x6 − x4 − x5 3 ) . Togda kompoziciØ

G_K = pr_1 ∘ F_K : N_K → L_1

O VOZMOȷNOSTI VPISAT^ PRAVIL^NY` OKTA�DR 185 takße Z_3-ffkvivariantna.

My dolßny dokazat~, qto dlØ vsØkogo K obraz G_K soderßit toqku iz L_1 s koordinatami x_1 = x_2 = x_3 = 0 i x_4 = x_5 ¿ x_6 (sootvetstvenno x_4 = x_5 6 x_6). Pofftomu moßno sqitat~, qto obraz G_K ne soderßit toqku O = (0, 0, . . . , 0) ∈ R^6. Pust~ pr_2 : L_1 \ O → S^3 – proekciØ na trehmernu¸ sferu

S^3 =

{_6 ∑ i=1 x^2_i = 1 } ∩ L1 v L_1 vdol~ ishodØwih iz O luqeæ. Togda skvoznoe otobraßenie

H_K = pr_2 ∘ G_K : N_K → S^3

takße Z_3-ffkvivariantno.

Pokaßem, qto v tipiqnoæ situacii, kogda N_K – trehmernoe kompaktnoe gladkoe mnogoobrazie, otobraßenie H_K : N_K → S^3 imeet nenulevu¸ stepen~ po modul¸ 3. DlØ tel K, dostatoqno blizkih k xaru, kogda N_K^∼= SO(3), ffto tak [4].

Lemma. Stepen~ po modul¸ 3 otobraßeniØ HK : NK → S^3 ne

zavisit ot vybora tipiqnogo tela K.

Dokazatel~stvo. L¸boe C^2-regulØrnoe telo K s graniceæ po-

loßitel~noæ gaussovoæ krivizny moßno gladko prodeformirovat~ v telo K_1 dostatoqno blizkoe k xaru v klasse vyxeukazannyh tel. Pust~ K_t takaØ deformaciØ, gde 0 6 t 6 1, K_0 = K, kotoru¸ moßno vloßit~ R^3 × [0, 1], polagaØ K_t ⊂ R^3 × t. DlØ tipiqnoæ deformacii K_t mnoßestvo N = ⋃ 06t61^{NK}t^{× t} ØvlØetsØ orientiruemym kobordizmom, soedinØ¸wim N_{K0} i N_{K1} v mnogoobrazii M = ⋃ 06t61^{MK}t^{× t}.

Semeæstvo otobraßeniæ G_{Kt} : N_{Kt} → L_1 induciruet otobraßenie G : N → L_1, priqem G | N_{K0} ×0 = GK^0 i G | N_{K1} ×1 = GK^1 .

Esli obraz G(N ) ne soderßit O ∈ L_1, to kak i vyxe, moßno rassmotret~ otobraßenie

H = pr_2 ∘ G : N → S^3,

i pofftomu sußeniØ H_{K0} = H | N_{K0} ×0 i HK^1 = H | N_{K1} ×1 ime¸t odi-

nakovye celoqislennye stepeni.

Pust~ toqka O ∈ L_1 prinadleßit G(N ). Sgladiv malym vozmuweniem normu ‖ · ‖, my moßem sqitat~ otobraßenie G gladkim,

186 V. V. MAKEEV a toqku O ∈ L_1 – ego regulØrnym znaqeniem. Sledovatel~no, proobraz G^{−1}(O) ⊂ N sostoit iz Z_3-orbit neskol~kih toqek, kotorye moßno sqitat~ leßawimi v razliqnyh urovnØh N_{Kt} × t.

Pust~ uroven~ N_{Kt0} ×t_0 soderßit odnu orbitu proobraza toqki iz G^{−1}(O). Pokaßem, qto pri dostatoqno malom ε > 0 otobraßeniØ H_{K(t0}�_{ε)} i H_{K(t0+ε)} ime¸t odinakovu¸ stepen~ po modul¸ 3. Rassmotrim malye nepereseka¸wiesØ xarovye okrestnosti

V_1, V_2, V_3 v N treh toqek, sostavlØ¸wih G^{−1}(0)∩N_{Kt0 ×t0} . Vyberem

ffti okrestnosti perehodØwimi drug v druga pod deæstviem Z_3. Togda sußeniØ H | ∂V_i ime¸t odinakovu¸ stepen~ ±1 pri 1 6 i 6 3.

Sußenie H na kraæ mnogoobraziØ ⋃ t_0−ε6t6t_0+ε NKt×t\ ⋃_3 i=1 V_i ime-

et stepen~ 0, pofftomu stepeni H_{K(t0}�_{ε)} i H_{K(t0+ε)} otliqa¸tsØ na 3, qto i trebovalos~ dokazat~. •

Teper~ trebuemym vpisannym v telo K oktaffdrom ØvlØetsØ H^{−1}_K ( 0, 0, 0, 1^√6 , −

√_2 3 ) (sootvetstvenno H^{−1}_K ( 0, 0, 0, − 1^√6 ,

√_2 3 ) ). •

Zameqanie. Kak vidno iz dokazatel~stva, vmesto pravil~nogo

oktaffdra v teoreme moßno vzØt~ l¸bu¸ pravil~nu¸ treugol~- nu¸ antiprizmu – vypuklu¸ oboloqku treh ravnyh otrezkov s obweæ seredinoæ, sostavlØ¸wih meßdu soboæ ravnye ugly.

Literatura

1. V. Klee, S. Wagon, Old and new unsolved problems in plane geometry and number theory. Dolciani Math. Exp., 11; Math. Assoc. Am., Washington, DC (1991).

2. T. Hausel, E. Makai, A. Szűcs, Polyhedra inscribed and circumscribed to convex bodies. Proc. of the 3rd Intern. Workshop Diff. Geom. (Romania, 1997), General Math., 5, 1997.

3. H. Hadwiger, D. Larman, P. Mani, Hyperrhombs inscribed to convex bodies. J.

Comb. Theory 24, (1978), 290–293.

4. V. Makeev, Zadaqa Knastera i poqti sferiqeskie seqeniØ. Mat. sb., 180, No. 3 (1989), 424–431.

Makeev V. V. On inscribing a regular octahedron in a threedimensional convex body with smooth boundary.

A norm ‖ · ‖ and a convex body K with smooth boundary in the standard Euclidean space R3 are considered. It is proved that the boundary ∂K of K contains the vertices AA^′BB^′CC^′ of a regular octahedron with ‖AA^′‖ = ‖BB^′‖ ¿ ‖CC^′‖ (respectively, ‖AA^′‖ = ‖BB^′‖ 6 ‖CC^′‖). Postupilo 13 dekabrØ 2000 g.

Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet