Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 279, 2001 g.

V. V. Makeev

DELENIE NA RAVNYE QASTI NEPRERYVNO RASPREDELENNO` MASSY NA SFERE I V PROSTRANSTVE

Pust~ v evklidovom prostranstve R^n, na ediniqnoæ sfere

S^{n−1} ⊂ R^n ili v proektivnom prostranstve RP^n nepreryvno ras-

predelena koneqnaØ massa m. Verno li, qto naædetsØ konfiguraciØ ploskosteæ togo ili inogo vida, delØwaØ fftu massu na ravnye qasti?

§1. RaspredeleniØ na S^2 i RP^2

Horoxo izvestno, qto vsØku¸ nepreryvno raspredelennu¸ na ploskosti koneqnu¸ massu m moßno razdelit~ na 4 ravnye qasti paroæ perpendikulØrnyh prØmyh. Analog fftogo utverßdeniØ na dvumernoæ sfere dokazal Hadviger [1]: dlØ vsØkoæ nepreryvno raspredelennoæ na sfere S^2 massy m naædetsØ para vzaimno perpendikulØrnyh bol~xih okrußnosteæ sfery, delØwih m na 4 ravnye qasti.

Izvestno takße, qto vsØku¸ nepreryvno raspredelennu¸ na ploskosti koneqnu¸ massu m moßno razdelit~ na 6 ravnyh qasteæ tremØ prohodØwimi qerez nekotoru¸ toqku ploskosti prØmymi [2]. PervaØ qast~ nißesledu¸weæ teoremy takße perenosit fftot rezul~tat na sferu (sr. [3]).

Teorema 1. Pust~ na sfere S^2 ⊂ R^3 nepreryvno raspredeleny mas-

sy m i m^′.

(1) NaædutsØ 3 ploskosti, prohodØwie qerez nekotoru¸ provedennu¸ qerez centr prØmu¸ i delØwie massu m na 6 ravnyh qasteæ.

(2) NaædutsØ 3 poluploskosti, ograniqennye obweæ prohodØweæ qerez centr sfery prØmoæ i delØwie kaßdu¸ iz mass m i m^′ na 3 ravnye qasti.

(3) NaædutsØ 5 poluploskosteæ, ograniqennye obweæ prohodØweæ qerez centr sfery prØmoæ, delØwih m na 5 ravnyh qasteæ i delØ-

wie m^′ na 5 qasteæ, qetyre iz kotoryh ravny meßdu soboæ i ne

menee (ne prevoshodØt) pØtoæ qasti. 187

188 V. V. MAKEEV

Dokazatel~stvo. (1) Oboznaqim qerez G23 mnogoobrazie Gras-

smana neorientirovannyh ploskosteæ, prohodØwih qerez centr O sfery S^2. Pust~ γ_{23} : E_{23} → G_{23} – tavtologiqeskoe vektornoe rassloenie nad G_{23}, pri kotorom sloem nad toqkoæ (t. e. ploskost~¸) g ∈ G_{23} slußit sama ploskost~ g, rassmatrivaemaØ kak dvumernoe vektornoe podprostranstvo v R^3.

Iz sootvetstvu¸weæ teoremy na ploskosti [2] sleduet, qto dlØ vsØkoæ ploskosti g ∈ G_{23} suwestvu¸t 3 ploskosti, prohodØwie qerez nekotoru¸ perpendikulØrnu¸ k ploskosti g prØmu¸

l(g), delØwie massu m na 6 ravnyh qasteæ. Bolee togo [3] dlØ ti-

piqnogo raspredeleniØ massy s poloßitel~noæ gladkoæ plotnost~¸ i tipiqnoæ ploskosti g ∈ G_{23} takih prØmyh l(g) suwestvuet neqetnoe qislo. DlØ vyxeopisannogo tipiqnogo raspredeleniØ massy mnoßestvo S_{g∈G23} (g ∩ l(g)) ØvlØetsØ nositelem nenulevogo dvumernogo gomologiqeskogo klassa v H_2(E_{23}; Z_2), pereseka¸wegosØ so sloem obwego poloßeniØ g ∈ E_{23} v neqetnom qisle toqek. Sledovatel~no, indeks pereseqeniØ fftogo klassa s nulevym seqeniem rassloeniØ γ_{23} raven 1 mod 2, i dlØ nekotoroæ ploskosti

g ∈ G_{23} prØmaØ l(g) prohodit qerez O, qto i dokazyvaet p. (1).

(2) Rassmotrim mnogoobrazie M uporØdoqennyh orientirovannyh troek poluploskosteæ, ograniqennyh obweæ, prohodØweæ qerez O prØmoæ, i delØwih massu m na 3 ravnye qasti. Qtoby orientirovat~ troæku poluploskosteæ m ∈ M , vosstanovim k ih obweæ prØmoæ l_3 perpendikulØrnye luqi l_1 i l_2 v pervoæ i vtoroæ poluploskosti troæki m i orientiruem l_3 tak, qtoby troæka (l_1, l_2, l_3) byla pravoæ. Oqevidno, qto mnogoobrazie M gomeomorfno gruppe SO(3), tak kak opredelØetsØ pravoæ orientirovannoæ poluploskost~¸ troæki, esli plotnost~ raspredeleniØ massy m poloßitel~na.

Na mnogoobrazii M svobodno deæstvuet cikliqeskaØ gruppa

Z3 cikliqeskimi perestanovkami poluploskosteæ troæki. Gruppa Z3 takße deæstvuet na prostranstve R^3 cikliqeskimi pere-

stanovkami koordinat toqek. Rassmotrim otobraßenie

F : M → R^3,

sopostavlØ¸wee s troækoæ poluploskosteæ m ∈ M uporØdoqennyæ nabor iz treh mass, na kotorye ffti poluploskosti delØt

m^′._{Po postroeni¸ otobraßenie F nepreryvno i sohranØet vyxe-}

opisannoe deæstvie gruppy Z_3. No v fftom sluqae, kak dokazano

DELENIE NA RAVNYE QASTI 189

v [4, 5], pri nekotorom m ∈ M toqka F (m) imeet ravnye koordinaty, otkuda i sleduet p. 2.

(3) Rassmotrim analogiqnoe vyxerassmotrennomu mnogoobrazie M uporØdoqennyh orientirovannyh pØterok poluploskosteæ, ograniqennyh obweæ, prohodØweæ qerez O orientirovannoæ prØmoæ, delØwih massu m na 5 ravnyh qasteæ. Kak i ran~xe, M ∼= SO(3). Na mnogoobrazii M svobodno deæstvuet cikliqeskaØ gruppa

Z5 cikliqeskimi perestanovkami pØterki poluploskosteæ. Gruppa Z5 takße deæstvuet na prostranstve R^5 cikliqeskimi pere-

stanovkami koordinat toqek. Rassmotrim otobraßenie

F : M → R^5,

sostavlØ¸wee s pØterkoæ poluploskosteæ m ∈ M uporØdoqennyæ nabor iz 5 mass, na kotorye ffti poluploskosti delØt massu m^′.

Po postroeni¸ otobraßenie F nepreryvno i sohranØet vyxeopisannoe deæstvie gruppy Z_5. Togda, kak pokazano v [6], F (M ) ili soderßit toqku s pØt~¸ ravnymi koordinatami, ili ße soderßit dve toqki vida (x, x, x, x, y), gde x > y dlØ odnoæ toqki i

x < y dlØ drugoæ. •

Teorema 2. Pust~ na proektivnoæ ploskosti RP^2 nepreryvno

raspredeleny massy m i m^′.

(1) NaædutsØ 3 prØmye, delØwie kaßdu¸ iz mass m i m^′ na 4 ravnye qasti.

(2) NaædutsØ 3 vzaimno-perpendikulØrnye prØmye, delØwie massu m na 4 ravnye qasti.

(3) NaædutsØ 4 prØmye, tri iz kotoryh pereseka¸tsØ v odnoæ toqke i perpendikulØrny qetvertoæ, delØwie massu m na 6 ravnyh qasteæ.

(4) NaædutsØ 3 pereseka¸wiesØ v odnoæ toqke prØmye, delØwie kaßdu¸ iz mass m i m^′ na 3 ravnye qasti.

(5) NaædutsØ 5 prohodØwih qerez nekotoru¸ toqku prØmyh, delØwie massu m na 5 ravnyh qasteæ, a massu m^′ – na 5 qasteæ, iz kotoryh qetyre ravny meßdu soboæ i ne menee (bolee) pØtoæ qasti.

Dokazatel~stvo. UtverßdeniØ (1) i (2) po suwestvu dokazany

v [3].

(1) VsØkoe nepreryvnoe raspredelenie massy na proektivnoæ ploskosti induciruet central~no simmetriqnoe raspredelenie

190 V. V. MAKEEV

massy na dvumernoæ sfere. Pofftomu utverßdenie 1 moßno pereformulirovat~ sledu¸wim obrazom. Pust~ na S^2 nepreryvno i central~no-simmetriqno raspredeleny dve massy. Togda suwestvu¸t 3 ploskosti, prohodØwie qerez O i delØwie kaßdu¸ iz fftih mass na 8 ravnyh qasteæ (sm. [3], teorema 5).

(2) Dostatoqno rassmotret~ v kaqestve m^′ ravnomerno raspredelennu¸ na proektivnoæ ploskosti massu i vospol~zovat~sØ p. (1).

(3) Tret~e utverßdenie teoremy moßno pereformulirovat~ sledu¸wim obrazom: pust~ na sfere S^2 nepreryvno i central~- no-simmetriqno raspredelena massa m. Togda naædutsØ 4 ploskosti, prohodØwie qerez O i delØwie massu m na 12 ravnyh qasteæ, priqem tri iz fftih ploskosteæ perpendikulØrny qetvertoæ,

DlØ vsØkoæ prohodØweæ qerez O orientirovannoæ ploskosti Π rassmotrim troæki ploskosteæ, prohodØwih qerez nekotoru¸ perpendikulØrnu¸ k ploskosti Π prØmu¸ l, i delØwih na 6 ravnyh qasteæ massu, raspredelennu¸ na verhneæ (otnositel~no ploskosti Π) polusfere. Oboznaqim qerez s(Π) mnoßestvo toqek pereseqeniØ ploskosti Π so vsevozmoßnymi vyxeopisannymi prØmymi l. Po postroeni¸ s(−Π) = −s(Π), gde −Π oboznaqaet ploskost~ Π s obrawennoæ orientacieæ. Kak i ranee, dlØ tipiqnogo raspredeleniØ massy s poloßitel~noæ differenciruemoæ plotnost~¸ mnoßestvo {s(Π) | Π ∈ G^+_{23}} ØvlØetsØ dvumernym ciklom v prostranstve tavtologiqeskogo rassloeniØ γ^+_{23} : E^+_{23} → G^+_{23} nad mnogoobraziem Grassmana G^+_{23} orientirovannyh ploskosteæ, prohodØwih qerez O. �tot cikl peresekaet tipiqnyæ sloæ rassloeniØ γ^+_{23} v neqetnom qisle toqek. Profaktorizuem E^+_{23} po invol¸cii, otoßdestvlØ¸weæ ploskosti s protivopoloßnoæ orientacieæ pri pomowi simmetrii otnositel~no O. My poluqim prostranstvo kasatel~nogo rassloeniØ nad proektivnoæ ploskost~¸ RP^2 s vydelennym dvumernym ciklom, pereseka¸wim tipiqnu¸ kasatel~nu¸ k RP^2 ploskost~ v neqetnom qisle toqek. Kak izvestno, indeks pereseqeniØ takogo cikla s nulevym seqeniem kasatel~nogo rassloeniØ nad RP^2 raven 1 mod 2. Sledovatel~no, postroennyæ dvumernyæ cikl peresekaetsØ s nulevym seqeniem kasatel~nogo rassloeniØ nad RP^2, qto i dokazyvaet, qto odna iz rassmatrivaemyh prØmyh l prohodit qerez O.

Punkty (4) i (5) dokazyva¸tsØ toqno tak ße, kak p. (2) i (3)

DELENIE NA RAVNYE QASTI 191

teoremy 1. •

§2. RaspredeleniØ na S^3 i v R^3 Teorema 3.

(1) Pust~ na ediniqnoæ sfere S^3 ⊂ R^4 s centrom O ∈ R^4 nepreryvno raspredelena koneqnaØ massa m. Togda suwestvu¸t 7 trehmernyh poluploskosteæ, ograniqennye obweæ, prohodØweæ qerez O dvumernoæ ploskost~¸, razbiva¸wie sferu S^3 na 7 ravnyh sektorov A_1, . . . , A_7 s

m(A1) = m(A2) = · · · = m(A6) ¿ m(A7).

(2) Pust~ v R^3 nepreryvno raspredelena koneqnaØ massa m. Togda suwestvu¸t 7 dvumernyh poluploskosteæ, ograniqennyh obweæ prØmoæ razbiva¸wie prostranstvo na 7 ravnyh dvugrannyh uglov A_1, . . . , A_7 s

m(A1) = m(A2) = · · · = m(A6) ¿ m(A7).

Dokazatel~stvo. VtoraØ qast~ teoremy ØvlØetsØ predel~nym

sluqaem pervoæ, pri uslovii, qto nositel~ massy stØgivaetsØ k toqke, pofftomu ostaetsØ dokazat~ lix~ pervu¸ qast~.

Rassmotrim mnogoobrazie M takih uporØdoqennyh semerok luqeæ, kotorye leßat v odnoæ ploskosti, ime¸t obwee naqalo v toqke O ∈ R^4 i razbiva¸t soderßawu¸ ih ploskost~ na 7 ravnyh uglov veliqinoæ 2π/7. ˚sno, qto M gomeomorfno mnogoobrazi¸ XtifelØ V_{2,4} 2-reperov v R^4.

Opredelim nepreryvnoe otobraßenie

F : M → R^7.

Pust~ l_1, . . . , l_7 – nabor luqeæ iz M , a P – ortogonal~noe dopolnenie k ploskosti, v kotoroæ leßat ffti luqi. Togda trehmernye poluprostranstva l_i ⊕P , 1 6 i 6 7, ograniqeny obweæ ploskost~¸ P i razbiva¸t prostranstvo R^4 na 7 ravnyh dvugrannyh uglov

A_1, . . . , A_7. Poloßim

F (l_1, . . . , l_7) = (m(A_1), . . . , m(A_7)).

Na mnogoobrazii M i v prostranstve R^7 deæstvuet cikliqeskaØ gruppa Z_7 cikliqeskimi perestanovkami luqeæ (l_1, . . ., l_7) i

192 V. V. MAKEEV

cikliqeskimi perestanovkami koordinat toqki iz R^7 sootvetstvenno. Po postroeni¸ otobraßenie F sohranØet vyxeopisannoe deæstvie gruppy Z_7. Kak sleduet iz [6], obraz F (M ) soderßit toqku (x_1, . . . , x_7) ∈ R^7 s x_1 = x_2 = · · · = x_6 ¿ x_7. •

ZameqaniØ. KaßetsØ pravdopodobnym, qto teorema sohranØetsØ

pri zamene semi poluploskosteæ xest~¸, delØwimi sferu (prostranstvo) na 6 ravnyh sektorov (dvugrannyh uglov) A_1, . . . , A_6

s m(A1) = m(A2) = · · · = m(A6). Naximi sredstvami netrudno

dobit~sØ togo, qtoby

m(A1) = m(A3) = m(A5) i m(A2) = m(A4) = m(A6).

V [7] imeetsØ shodnyæ rezul~tat o vozmoßnosti razbit~ nepreryvno raspredelennu¸ v R^3 koneqnu¸ massu na 6 ravnyh qasteæ konusami nad granØmi nekotorogo kuba s verxinoæ v ego centre, a takße xest~¸ konusami nad granØmi pravil~noæ treugol~noæ bipiramidy napered zadannoæ formy s verxinoæ v toqke, delØweæ vysotu fftoæ bipiramidy v napered zadannom otnoxenii. Blizkie k teoreme 3 rezul~taty ime¸tsØ v [6, 8].

Rombododekaffdrom nazyvaetsØ dvenadcatigrannik, ograniqennyæ ploskostØmi, kotorye prohodØt qerez rebra nekotorogo kuba i sostavlØ¸t ravnye ugly s granØmi kuba, shodØwimisØ v fftih rebrah.

Polnym orientirovannym flagom v R^n budem nazyvat~ vloßennu¸ posledovatel~nost~ orientirovannyh podprostranstv vozrasta¸weæ razmernosti:

O ⊂ L_1 ⊂ L_2 ⊂ · · · ⊂ L_n = R^n,

gde orientaciØ vnexnego prostranstva fiksirovana.

Teorema 4. Pust~ L – polnyæ orientirovannyæ flag v R^3, a

K_1, . . . , K_{12} – konusy nad granØmi pravil~nogo dodekaffdra ili rombododekaffdra s obweæ verxinoæ v ego centre O. DlØ l¸boæ koneqnoæ massy m v R^3, raspredelennoæ nepreryvno i simmetriqno otnositel~no toqki O, naædetsØ takoe sohranØ¸wee orientaci¸ lineænoe preobrazovanie a, qto

m(a(K1)) = m(a(K2)) = · · · = m(a(K12)),

a flag a(L) – l¸boæ napered zadannyæ.

DELENIE NA RAVNYE QASTI 193

Dokazatel~stvo. OgraniqimsØ sluqaem dodekaffdra. Rassmo-

trim nepreryvnoe otobraßenie

F = SL(3) → R^6, a → (m(a(K_1)), . . . , m(a(K_6))),

gde SL(3) – gruppa lineænyh preobrazovaniæ prostranstva R^3 s ediniqnym opredelitelem, a K_1, K_2, . . . , K_6 – ne simmetriqnye otnositel~no O ∈ R^3 konusy nad granØmi pravil~nogo dodekaffdra s obweæ verxinoæ v ego centre O ∈ R^3.

Dokaßem teoremu dlØ raspredeleniæ massy, ime¸wih simmetriqnu¸ otnositel~no toqki O gladku¸ plotnost~ p s kompaktnym vypuklym nositelem. V ostal~nyh sluqaØh teorema poluqaetsØ predel~nym perehodom. V rassmatrivaemom sluqae otobraßenie F ØvlØetsØ gladkim.

Pust~ l ⊂ R^6 – prØmaØ, sostoØwaØ iz toqek s ravnymi koordinatami. DlØ otkrytogo i plotnogo v C^1-topologii mnoßestva plotnosteæ p mnoßestvo F^{−1}(l) ØvlØetsØ trehmernym gladkim kompaktnym podmnogoobraziem v SL(3).

DlØ dokazatel~stva kompaktnosti mnoßestva F^{−1}(l) ⊂ SL(3) dostatoqno proverit~, qto dliny bol~xih oseæ ffllipsoidov, ØvlØ¸wihsØ obrazami ediniqnogo xara D s centrom v toqke

O ∈ R^3, ravnomerno ograniqeny. Deæstvitel~no, pust~ preobra-

zovanie a_n ∈ SL(3) perevodit xar D v ffllipsoid E_n s dlinoæ naibol~xeæ osi, stremØweæsØ k beskoneqnosti. Pust~ l_n – prØmaØ, prohodØwaØ qerez O ∈ R^3 i takaØ, qto na a_n(l_n) leßit bol~- xaØ os~ ffllipsoida E_n. PrØmaØ l_n prinadleßit odnomu iz konusov K_i(n). Togda legko proverit~, qto lim_{n→∞} m(a(K_i(n))) = 0.

Poskol~ku plotnost~ p, a znaqit, i otobraßenie F , opredeleny s toqnost~¸ do gladkoæ deformacii, to mnogoobrazie F^{−1}(l) opredeleno s toqnost~¸ do vnutrennego kobordizma v SL(3). Rassmotrim otobraßenie G mnogoobraziØ F^{−1}(l) v mnoßestvo polnyh orientirovannyh flagov v R^3, opredelennoe po formule

G(a) = a(L). Iz vyxeskazannogo sleduet, qto dlØ otkrytogo i

plotnogo v C^1-topologii mnoßestva plotnosteæ p, kotorye nazovem tipiqnymi, odnoznaqno opredelen klass singulØrnyh bordizmov otobraßeniØ G.

Pokaßem, qto dlØ takih p otobraßenie G imeet stepen~ odin. DlØ fftogo rassmotrim sferiqeski-simmetriqnu¸ plotnost~ p, kotoraØ, kak netrudno proverit~, ØvlØetsØ tipiqnoæ. V fftom sluqae F^{−1}(l) sostoit iz sohranØ¸wih orientaci¸ povorotov

194 V. V. MAKEEV

vokrug O ∈ R^3, i otobraßenie G ØvlØetsØ gomeomorfizmom. Teorema 4 dokazana. •

Rombododekaffdr imeet tri perpendikulØrnyh diametra, soedinØ¸wih pary verxin, v kotoryh shodØtsØ po qetyre grani. Nazovem prØmye, na kotoryh leßat ffti diametry, osØmi rombododekaffdra.

Teorema 5. Pust~ koneqnaØ massa m raspredelena v R^3 simme-

triqno otnositel~no toqki O. Togda naædetsØ takoæ rombododekaffdr D s centrom v toqke O i takoe lineænoe preobrazovanie a, svodØweesØ k sßatiØm v napravlenii dvuh oseæ D s nekotorymi kofffficientami, qto

m(a(K1)) = m(a(K2)) = · · · = m(a)K12)),

gde K_1, . . . , K_{12} – konusy nad granØmi rombododekaffdra D s verxinoæ v toqke O.

Inaqe govorØ, v formulirovke teoremy uslovie na flag zamenØetsØ usloviem, qto sootvetstvu¸wee affinnoe preobrazovanie a ostavlØet osi rombododekaffdra D perpendikulØrnymi.

Dokazatel~stvo. V oboznaqeniØh iz dokazatel~stva teoremy 4,

my dolßny dokazat~ suwestvovanie preobrazovaniØ a ∈ F^{−1}(l), ostavlØ¸wego osi rombododekaffdra D perpendikulØrnymi.

Uslovie perpendikulØrnosti oseæ vydelØet v trehmernom kompaktnom gladkom mnogoobrazii F^{−1}(l) nul~mernoe mnogoobrazie A, t. e. koneqnyæ nabor toqek. Po ispol~zovannym vyxe soobraßeniØm dlØ otkrytogo i plotnogo v C^1-topologii mnoßestva plotnosteæ p raspredeleniØ dannoæ massy mnogoobrazie A opredeleno v SL(3) s toqnost~¸ do vnutrennego kobordizma, a znaqit, v fftom sluqae odnoznaqno opredelen vyqet mod 2 qisla fflementov v A. Pokaßem, qto fftot vyqet raven edinice.

DlØ dokazatel~stva rassmotrim raspredelenie s plotnost~¸

p(a(x)), gde plotnost~ p sferiqeski simmetriqna, a preobrazova-

nie a ∈ SL(3) perevodit xar s centrom v toqke O ∈ R^3 v ffllipsoid E s glavnymi osØmi razliqnoæ dliny. Legko proverit~, qto v fftom sluqae mnoßestvo A sostoit iz odnogo lineænogo obraza rombododekaffdra, osi kotorogo sovpada¸t s osØmi ffllipsoida E. Itak, teorema 5 dokazana dlØ otkrytogo i plotnogo v C^1- topologii mnoßestva plotnosteæ p raspredeleniØ massy. V

DELENIE NA RAVNYE QASTI 195

ostal~nyh sluqaØh teorema poluqaetsØ prostym predel~nym perehodom. •

Zameqanie. Posle faktorizacii po simmetrii otnositel~no

toqki O iz teorem 4 i 5 poluqa¸tsØ teoremy o vozmoßnosti razdelit~ na ravnye qasti nepreryvno raspredelennu¸ na proektivnoæ ploskosti massu nadleßawim proektivnym obrazom sistemy iz 6 pravil~nyh pØtiugol~nikov (rombov), pokryva¸wih proektivnu¸ ploskost~.

§3. Odna gipoteza

V zakl¸qenie sformuliruem gipotezu, obobwa¸wu¸ ponØtie xestidol~noæ toqki na ploskosti na sluqaæ mnogomernogo prostranstva. Napomnim, qto xestidol~noæ toqkoæ dlØ nepreryvno raspredelennoæ na ploskosti koneqnoæ massy m nazyvaetsØ toqka, qerez kotoru¸ prohodØt 3 prØmye, delØwie dannu¸ massu m na 6 ravnyh qasteæ [2].

Gipoteza. Pust~ T ⊂ R^n – pravil~nyæ simpleks, a T_1 = T − T = {x − y | x, y ∈ T } – ego raznostnoe mnoßestvo. Oqevidno, qto T_1 – central~nosimmetriqnyæ vypuklyæ mnogogrannik s n^2 + n verxinami i s centrom v toqke O ∈ R^n. Pust~ T_2 – mnogogrannik, polØrnyæ T_1 otnositel~no xara s centrom O. ˚sno, qto T_2 – central~no-sim-metriqnyæ vypuklyæ mnogogrannik s centrom O i n^2 + n ravnymi starximi granØmi. Pust~ K_1, K_2, . . . , K_n2_{+n} – konusy s verxinoæ O nad starximi granØmi mnogogrannika T_2.

Verno li, qto dlØ l¸boæ nepreryvno raspredelennoæ v R^n koneqnoæ massy m naædetsØ takoe affinnoe preobrazovanie a, qto

m(a(K1)) = m(a(K2)) = · · · = m(a(Kn2+n))?

Netrudno zametit~, qto pri n = 2 my prihodim k ponØti¸ xestidol~noæ toqki dlØ koneqnoæ nepreryvno raspredelennoæ na ploskosti massy [2].

Literatura

1. H. Hadwiger, Simultane Verteilung zweier Körper. — Arch. Math. 17 (1966), 274–278.

196 V. V. MAKEEV

2. R. Buck, E. Buck, Equipartition of convex sets. — Math. Mag. 22 (1948/49), 195–198.

3. V. V. Makeev, Nekotorye special~nye konfiguracii ploskosteæ, svØzannye s vypuklymi kompaktami. — Zap. nauqn. semin. POMI 252 (1998), 165–174.

4. S. A. Kakutani, A proof that there exists a circumscribing cube around any bounded closed convex set in R3. — Ann. Math. 43 (1942), 739–741.

5. V. V. Makeev, Prostranstvennye obobweniØ nekotoryh teorem o vypuklyh figurah. — Mat. zametki 36 (1984), 405–415.

6. V. V. Makeev, Zadaqa Knastera i poqti sferiqeskie seqeniØ. — Mat. sb.

˝ 3 (1989), 424–431.

7. V. V. Makeev, Xestidol~nye razbieniØ trehmernogo prostranstva. — Vestnik LGU. ˝ 2 (1988), 31–34.

8. V. V. Makeev, Vpisannye i opisannye mnogogranniki vypuklogo tela. — Mat. zametki 55 (1994), 128–130.

Makeev V. V. Equipartition of a mass continuously distributed on a sphere or in space.

Masses continuously distributed on a sphere or in a projective or Euclidean space are considered. Several theorems on equipartition of such a mass by a configuration of planes of this or other type are proved by topological means. Unsolved questions are posed.

Postupilo 31 maØ 2000 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet