Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 279, 2001 g.

A. V. Mal¸tin

BYSTRYE ALGORITMY RASPOZNAVANI˚ I SRAVNENI˚ KOS

§0. Vvedenie

V nastoØweæ rabote my zanimaemsØ vyqislitel~noæ sloßnost~¸ algoritmov, razrexa¸wih problemy toßdestva i sravneniØ (dlØ izvestnyh i novyh porØdkov) v gruppah klassov otobraßeniæ poverhnosteæ i, v qastnosti, v gruppe kos.

0.1. Osnovnye ponØtiØ, terminy i oboznaqeniØ. Pust~ S – kompaktnaØ svØznaØ poverhnost~ (vozmoßno, s nepustym kraem i/ili orientirovannaØ) i P_{in} ⊂ int S – koneqnoe mnoßestvo otmeqennyh (vykolotyh) vnutrennih toqek. Poverhnost~ S r P_{in} oboznaqim S_{(·)} (ßelaØ ukazat~ koliqestvo vykolotyh toqek, budem pisat~ takße S_{(n)} pri |P_{in}| = n). Gruppoæ klassov otobraßeniæ poverhnosti S_{(·)} (mapping class group – MCG(S_{(·)})) nazyva¸t gruppu H(S_{(·)}, ∂S)/H_0(S_{(·)}, ∂S), gde H(S_{(·)}, ∂S) – gruppa gomeomorfizmov S_{(·)}, sohranØ¸wih orientaci¸ (esli ona est~) i granicu potoqeqno, H_0(S_{(·)}, ∂S) – gomeomorfizmy, izotopnye toßdestvennomu rel ∂S.

Gruppa kos

B_n ∼= ⟨σ_1, . . . , σ_{n−1} | σ_iσ_j = σ_jσ_i, |i − j| > 2; σ_iσ_{i+1}σ_i = σ_{i+1}σ_iσ_{i+1}⟩

(obrazu¸wie σ_i pri takom ee zadanii nazyva¸t obrazu¸wimi Artina) izomorfna gruppe MCG(B^2_{(n)}). Klassiqeskim vvedeniem v fftu oblast~ issledovaniæ moßet slußit~ kniga [2].

0.2. Problema toßdestva. DlØ l¸boæ gruppy G predstavlØ¸t interes voprosy: razrexima li dlØ G problema toßdestva (ee moßno sformulirovat~ sledu¸wim obrazom: suwestvuet li dlØ

G algoritm raspoznavaniØ, opredelØ¸wiæ, predstavlØet li slo-

vo v dannyh obrazu¸wih i obratnyh k nim ediniqnyæ fflement

Rabota qastiqno podderßana grantom podderßki veduwih nauqnyh xkol, No. 00-15-96024. 197

198 A. V. MALıTIN gruppy) i esli da, to naskol~ko sloßny sootvetstvu¸wie algoritmy. DlØ grupp klassov otobraßeniæ poverhnosteæ i, v qastnosti, dlØ gruppy kos problema toßdestva razrexima i izvestno neskol~ko suwestvenno razliqnyh algoritmov raspoznavaniØ.

Osobyæ interes predstavlØ¸t unificirovannye algoritmy raspoznavaniØ i ih sloßnost~. Unificirovannyæ algoritm rexaet problemu toßdestva dlØ kaßdoæ gruppy G_n iz nekotoroæ posledovatel~nosti grupp {G_i}, n pri fftom igraet rol~ vhodnogo parametra dlØ algoritma.

0.3. Problema sravneniØ. Esli na gruppe G zadan nekotoryæ porØdok, to estestvenno voznikaet problema sravneniØ v fftom porØdke, kotoru¸ v sluqae lineænogo porØdka moßno rassmatrivat~ kak usloßnennu¸ problemu raspoznavaniØ. Interesny ne proizvol~nye, a invariantnye (hotØ by odnostoronne) po otnoxeni¸ k gruppovoæ operacii porØdki. Deornua [4] opisal (algebraiqeskimi metodami) odnostoronne-invariantnyæ porØdok

≺_D na gruppe B_n (dvustoronne-invariantnogo porØdka dlØ kos

ne suwestvuet) i algoritm sravneniØ dlØ ≺_D. V rabote [12] geometriqeskimi metodami opisan obxirnyæ klass odnostoronneinvariantnyh porØdkov na gruppe klassov otobraßeniæ poverhnosti s nepustoæ graniceæ (v sluqae prokolotogo diska vkl¸qa- ¸wiæ ≺_D). V [11] ukazan metod postroeniØ algoritmov sravneniØ dlØ nekotoryh iz fftih porØdkov. MCG-gruppa poverhnosti s pustym kraem obladaet kruqeniem, i, sledovatel~no, lineænyh invariantnyh porØdkov na neæ ne suwestvuet.

Skorosti izvestnyh algoritmov obsußda¸tsØ v §1.

0.4. Osnovnye rezul~taty raboty.

1) Opisano xirokoe semeæstvo odnostoronne-invariantnyh porØdkov na MCG-gruppe poverhnosti s nepustym kraem, vkl¸- qa¸wee, v qastnosti, vse invariantnye porØdki, sistematiqeski opisannye v literature ranee.

2) Opisan sposob postroeniØ algoritmov sravneniØ (ime¸- wih kvadratiqnu¸ sloßnost~) dlØ vseh koneqnyh porØdkov na MCG-gruppe l¸boæ poverhnosti s nepustym kraem. (Mnoßestvo koneqnyh porØdkov vkl¸qaet v sebØ, v qastnosti, vse porØdki, algoritmy sravneniØ dlØ kotoryh byli opisany ranee.)

3) Dan unificirovannyæ algoritm sravneniØ A_{≺D} (B_n) dlØ porØdka Deornua na gruppe kos, RAM_s-, RAM_ℓ- i TM-sloßnosti

BYSTRYE ALGORITMY SRAVNENI˚ KOS 199 kotorogo ravny O(|w| + n), O(|w|^2 + |w|n + n log n) i O(|w|^2n + |w|n log n), sootvetstvenno. Komp~¸ternaØ realizaciØ algoritma A_{≺D} (B_n) imeet sloßnost~ O(|w|^2 + |w|n). Mul~tiplikativnye postoØnnye (sm. priloßenie 1) vseh ukazannyh sloßnosteæ maly. Zametim, qto tekst realizu¸weæ algoritm programmy celikom pomewaetsØ na odnoæ stranice. My polagaem, qto ffto samyæ prostoæ i samyæ bystryæ algoritm (kak sravneniØ, tak i raspoznavaniØ) dlØ kos, izvestnyæ na dannyæ moment.

4) Ukazan takße algoritm sravneniØ A^′_{≺D} (B_n) s praktiqeskoæ toqki zreniØ menee udobnyæ, qem A_{≺D} (B_n), no ime¸wiæ men~xu¸ TM-sloßnost~. Ego RAM_s-, RAM_ℓ- i TM-sloßnosti ravny O(|w| + n), O(|w|^2 + |w|n + n log n) i O(|w|^2n), sootvetstvenno (sr. s tabliceæ §1).

5) Privedeny primery topologiqeskogo opisaniØ normal~nyh form dlØ grupp kos i ukazany algoritmy ih nahoßdeniØ. 0.5. Struktura stat~i. V §1 obsußdaetsØ vremØ raboty izvestnyh algoritmov sravneniØ i raspoznavaniØ dlØ MCG-grupp.

V §2 opredelØ¸tsØ ispol~zuemye topologiqeskie ponØtiØ i opisyvaetsØ semeæstvo porØdkov na MCG-gruppe poverhnosti s nepustym kraem.

V §3 opisyvaetsØ sposob poluqeniØ algoritmov sravneniØ dlØ koneqnyh porØdkov na MCG-gruppe poverhnosti s nepustym kra- em. V §4 privoditsØ unificirovannyæ algoritm sravneniØ dlØ porØdka Deornua na gruppe kos.

V §5 provoditsØ ocenka sloßnosti unificirovannyh algoritmov sravneniØ dlØ porØdka Deornua na gruppe kos.

V priloßenii 1 opredelØ¸tsØ ispol~zuemye v rabote ponØtiØ teorii sloßnosti vyqisleniæ.

V priloßenii 2 obsußdaetsØ vopros o normal~nyh formah i privodØtsØ primery normal~nyh form.

0.6. Blagodarnosti. ˚ blagodar¸ A. M. Verxika, privlekxego moe vnimanie k probleme normal~nyh form, za mnogoqislennye cennye obsußdeniØ. ˚ blagodaren �. A. Girxu za obsußdenie voprosov, kasa¸wihsØ razliqiæ meßdu raznymi opredeleniØmi

200 A. V. MALıTIN vyqislitel~noæ sloßnosti algoritmov. ˚ blagodar¸ svoego nauqnogo rukovoditelØ N. ı. Necvetaeva za interes i vnimanie k moeæ rabote i za pomow~ pri napisanii stat~i.

§1. Sloßnost~ izvestnyh algoritmov raspoznavaniØ i sravneniØ

1.1. Sluqaæ odnoæ gruppy. Opredelenie ponØtiæ, kasa¸wihsØ sloßnosti algoritmov, sm. v priloßenii 1. V fftih opredeleniØh my sleduem [1].

Sloßnost~ algoritmov, upominaemyh v fftom punkte, odna i ta ße vo vseh rassmatrivaemyh nami modelØh (RAM_s, RAM_ℓ i TM), pofftomu budem govorit~ prosto o sloßnosti.

Vpervye vopros o vremeni raboty algoritma raspoznavaniØ dlØ gruppy kos byl postavlen Terstonom [5]. On ukazal, qto sloßnost~ izvestnyh k tomu vremeni algoritmov ffksponencial~na (libo ne ocenena, no pri pervom rassmotrenii kaßetsØ takovoæ), i privel algoritmy raspoznavaniØ dlØ grupp B_n i

MCG(S^2_{(n)}) (zdes~ S^2 – sfera), ime¸wie kvadratiqnu¸ (O(|w|^2))

sloßnost~.

Moxer [9], ispol~zuØ razvitye v [5] idei avtomatnyh grupp, ukazal metod postroeniØ algoritma raspoznavaniØ, ime¸wego kvadratiqnu¸ sloßnost~, dlØ MCG-gruppy l¸boæ poverhnosti.

V [11] dlØ porØdka ≺_D i dlØ nekotoryh odnostoronneinvariantnyh porØdkov na MCG-gruppe l¸boæ poverhnosti s nepustym kraem na osnove rezul~tatov Moxera poluqeny algoritmy sravneniØ, ime¸wie kvadratiqnu¸ sloßnost~.

Algoritmy raspoznavaniØ dlØ grupp kos i dlØ MCG-grupp poverhnosteæ, ime¸wie kvadratiqnu¸ sloßnost~, poluqeny takße i drugimi metodami [3, 7].

1.2. Sloßnost~ unificirovannyh algoritmov raspoznavaniØ dlØ grupp kos. Naskol~ko izvestno avtoru, nailuqxie rezul~taty dostignuty v rabotah [5, 3, 7]. Vot kak vyglØdit svodnaØ tablica porØdkov asimptotiqeskoæ vremenn&oæ sloßnosti (opredelenie sm. v priloßenii 1) predstavlennyh tam algoritmov:

BYSTRYE ALGORITMY SRAVNENI˚ KOS 201

RAM_s RAM_ℓ TM

T [5] |w|^2n log n |w|^2n log n log(|w|n) |w|^2n log^2 n

B–K–L [3] |w|^2n |w|^2n log(|w|n) |w|^2n log n H-T [7] |w|n |w|^2n + |w|n log n |w|^2n + |w|n log n Poskol~ku pri komp~¸ternoæ realizacii kaßdoe iz znaqeniæ n i |w| razumno sqitat~ pomewa¸wimsØ v odnoæ Øqeæke pamØti i pri ocenke sloßnosti veliqiny porØdka log n, log |w| moßno ne uqityvat~, to spravedlivo sledu¸wee utverßdenie:

Komp~¸ternaØ realizaciØ l¸bogo iz treh ukazannyh unificirovannyh algoritmov imeet asimptotiqesku¸ vremenn&u¸ sloßnost~ O(|w|^2n). §2. Krivye i porØdki 2.1. Izotopiqeskie klassy krivyh na poverhnosti. Zafiksiruem paru (S, P_{in}). Esli ∂S ≠ ⋆, zafiksiruem P_∂ ⊂ ∂S – koneqnoe mnoßestvo otmeqennyh toqek, takoe, qto na kaßdom komponente granicy otmeqena hotØ by odna toqka. Poloßim P = P_{in} ∪ P_∂. Toqki mnoßestva P_∂ i komponenty svØznosti ∂S r P_∂ budem nazyvat~ fflementami granicy S.

GovorØ o zamknutoæ krivoæ na (S, P ), budem imet~ v vidu prostu¸, netrivial~nu¸ (t.e. ne ograniqiva¸wu¸ disk v S r P ) zamknutu¸ krivu¸ na S r P .

Nezamknutoæ krivoæ ili dugoæ na (S, P ) budem nazyvat~ otobraßenie f : (I, ∂I, int I) → (S, P ∪ ∂S, S r P ), ØvlØ¸weesØ vloßeniem na int I i netrivial~noe. (Poslednee oznaqaet, qto v udvoenii Dopp(S, ∂S, P, f(I)) krivaØ Dopp(f(I)) ne moßet ograniqivat~ diskov, ne soderßawih vnutri toqek mnoßestva Dopp(P ).)

K odnomu izotopiqeskomu klassu otnesem krivye, kotorye perehodØt drug v druga pri gomeotopiØh S rel P (koncy nezamknutoæ krivoæ, nahodØwiesØ na komponente svØznosti ∂S rP_∂ , mogut po fftoæ komponente “dvigat~sØ”). Niße izotopiqeskie klassy krivyh nazyva¸tsØ klassami krivyh. Pri rassmotrenii krivyh, snabßennyh orientacieæ, voznika¸t izotopiqeskie klassy orientirovannyh krivyh.

202 A. V. MALıTIN

Budem govorit~, qto dve krivye (vozmoßno, orientirovannye) nahodØtsØ v natØnutom poloßenii, esli izotopiØmi ih nel~zØ perevesti v poloßenie, pri kotorom oni budut imet~ men~xee koliqestvo toqek pereseqeniØ (pulling tight).

Indeks pereseqeniØ I(h_1, h_2) klassov krivyh h_1 i h_2 opredelim kak koliqestvo toqek pereseqeniØ v S r P ih predstaviteleæ, nahodØwihsØ v natØnutom poloßenii. Nepereseka¸wimisØ nazovem klassy, indeks pereseqeniØ kotoryh raven nul¸. Indeks pereseqeniØ dvuh naborov klassov krivyh I({h_i}, {h^′_j}) opredelim kak ∑ i,j I(h_i, h^′_j). 2.2. PorØdki na MCG-gruppe poverhnosti s nepustym kraem. Pust~ ∂S ≠ ⋆. Fiksiruem orientaci¸ na vseh komponentah ∂S. Mnoßestvo klassov napravlennyh dug na (S, P ) s naqalom na fflemente granicy x oboznaqim ⃗Γ_x.

PorØdok na klassah dug. Na mnoßestve^⃗Γx suwestvuet para kanoniqeskih vzaimno-obratnyh lineænyh porØdkov (<_{x±}) – oni svØzany s podnØtiem dug v universal~noe nakryva¸wee S_{(·)}. Korotko opisat~ ffti porØdki moßno sledu¸wim obrazom: rassmotrim paru orientirovannyh dug, predstavlØ¸wih dva razliqnyh fflementa ⃗Γ_x i nahodØwihsØ v natØnutom poloßenii; tot klass, duga kotorogo pri vyhode iz x nahoditsØ levee (ffto ponØtie daet vvedennaØ orientaciØ granicy), budem sqitat~ b&ol~xim v porØdke <_{x+} i men~xim – v porØdke <_{x−}.

Koneqnye porØdki na MCG-gruppe. Pust~^⃗H^± = {^⃗h^{δi}_i } (^⃗hi ∈

⃗Γ_{xi} , δ_i = ±), – koneqnyæ uporØdoqennyæ nabor snabßennyh znaka-

mi klassov orientirovannyh dug. Budem nazyvat~ takie nabory uporØdoqiva¸wimi sistemami.

Opredelim porØdok ≺_{⃗H}� na gruppe MCG(S_{(·)}) sledu¸wim obrazom:

DlØ α, β ∈ MCG(S_{(·)}) poloßim

α ≺_{⃗H}� β, esli (⃗h_j)α = (⃗h_j)β pri j < i i (⃗h_i)α <_{xiδi} (⃗h_i)β.

Tak kak fflementy gruppy MCG(S_{(·)}) deæstvu¸t v mnoßestve

⃗Γ_x, sohranØØ porØdki <_{x±}, porØdok ≺_{⃗H}� (qastiqnyæ libo li-

neænyæ v zavisimosti ot ⃗H^±) budet pravo-invariantnym. PorØdki, zadavaemye uporØdoqiva¸wimi sistemami, budem nazyvat~ koneqnymi. (My zaimstvuem fftot termin iz [12], hotØ naxe

BYSTRYE ALGORITMY SRAVNENI˚ KOS 203 mnoßestvo koneqnyh porØdkov xire.) Ot vybora mnoßestva P_∂ i orientacii granicy mnoßestvo koneqnyh porØdkov S_{(·)} ne zavisit.

2.3. Beskoneqnye porØdki na MCG-gruppe poverhnosti s nepustym kraem. Pust~^~Γx – popolnenie^⃗Γx v l¸bom iz dvuh kanoniqeskih porØdkov. Na Γ̃_x prodolßa¸tsØ porØdki <_{x±} i deæstvie fflementov gruppy MCG(S_{(·)}), pofftomu imeet smysl rassmatrivat~ uporØdoqiva¸wie sistemy, vkl¸qa¸wie fflementy Γ̃_x. PorØdki, zadavaemye takimi sistemami i ne ØvlØ¸wiesØ koneqnymi, nazovem beskoneqnymi (sr. [12]).

§3. Algoritmy sravneniØ dlØ koneqnyh porØdkov

Pust~ dana para (S, P ), gde S – poverhnost~ s nepustym kraem. 3.1. Diagrammy i kodirovki. DlØ postroeniØ algoritmov opredelim sledu¸wie ob¨ekty:

Diagramma – neuporØdoqennyæ nabor nepereseka¸wihsØ klassov neorientirovannyh dug, vkl¸qa¸wiæ lix~ klassy dug, oba konca kotoryh leßat na ∂S r P_∂. (Diagrammu moßno predstavlØt~, kak odnomernoe podmnogoobrazie v S r P .)

Diagrammu, v orbite kotoroæ MCG-gruppa deæstvuet svobodno, budem nazyvat~ raspozna¸weæ. L¸baØ diagramma moßet byt~ dopolnena do raspozna¸weæ.

Predloßenie. L¸boæ koneqnyæ porØdok moßet byt~ zadan upo-

rØdoqiva¸weæ diagrammoæ – uporØdoqiva¸weæ sistemoæ, dugi kotoroæ (pri otbrasyvanii porØdka i orientacii) obrazu¸t diagrammu. Suwestvuet ffffektivnyæ sposob nahoßdeniØ takoæ diagrammy dlØ zadannoæ uporØdoqiva¸weæ sistemy. Koneqnyæ porØdok ØvlØetsØ lineænym togda i tol~ko togda, kogda zada¸wie ego uporØdoqiva¸wie diagrammy ØvlØ¸tsØ raspozna¸wimi.

�to predloßenie moßno dokazat~, naprimer, pri pomowi metodov raboty [12]. Rezul~taty toæ ße raboty da¸t vozmoßnost~ zakl¸qit~, qto rassmotrenie dug s samopereseqeniØmi ne daet bolee xirokogo klassa porØdkov.

DlØ predstavleniæ diagramm budem ispol~zovat~ ih kodirovki v triangulØciØh:

TriangulØciØ – maksimal~nyæ nabor razliqnyh nepereseka- ¸wihsØ klassov neorientirovannyh dug (reber triangulØcii),

204 A. V. MALıTIN vkl¸qa¸wiæ lix~ klassy dug, oba konca kotoryh leßat v P . (Sr. [9], – ideal~naØ triangulØciØ.) L¸baØ triangulØciØ soderßit vse graniqnye (celikom leßawie na ∂S) dugi. V sluqae diska s pustym mnoßestvom otmeqennyh toqek triangulØciØ sostoit iz pustogo mnoßestva reber, no i MCG-gruppa v fftom sluqae trivial~na.

Kodirovkoæ T (D) diagrammy D v triangulØcii T budem nazyvat~ nabor indeksov pereseqeniØ {I(h, D)}_{h∈T} .

Dokazatel~stvo sledu¸wego predloßeniØ standartno (sm., naprimer, [9]).

Predloßenie. Kodirovka T (D) l¸boæ diagrammy D v l¸boæ tri-

angulØcii T odnoznaqno opredelØet D.

3.2. �lementarnaØ vyqislimost~. Sledu¸wie funkcii nazovem fflementarnymi: 0, 1, sign(z), ±z, |z| : Z→ Z; z_1 + z_2, max(z_1, z_2), z_1 sign(z_2) : Z× Z→ Z; pr_i : Z^r → Z, (z_1, . . . , z_r ) → z_i.

(Spisok moßno sokratit~.)

Esli T = (h_1, . . . , h_{|T |}) – triangulØciØ dlØ (S, P ), to verny dva sledu¸wih utverßdeniØ:

Princip peresqeta kodirovok. DlØ l¸bogo α ∈ MCG(S_{(·)}) su-

westvuet procedura peresqeta – otobraßenie Ψ_{(S,T,α)} : Z^T → Z^T, takoe, qto kaßdaØ ego komponenta (t.e. funkciØ pr_i ∘ Ψ_{(S,T,α)} : Z^T → Z^{hi}) – kompoziciØ fflementarnyh funkciæ i T (Dα)= Ψ_{(S,T,α)}T (D).

Princip vyqislimosti porØdka. DlØ l¸boæ uporØdoqiva¸weæ

diagrammy ⃗D^± suwestvuet funkciØ sravneniØ Θ_{(S,T, ⃗D}�_) : Z^T → {−1, 0, +1}, ØvlØ¸waØsØ kompozicieæ fflementarnyh funkciæ, takaØ, qto dlØ l¸bogo α ∈ MCG(S_{(·)})

Θ_{(S,T, ⃗D}�_)(T ( ⃗D^±α)) =

−1, esli α ≺_{⃗D}� e, +1, esli e ≺_{⃗D}� α, 0, esli α i e nesravnimy (ravny, kogda ≺_{⃗D}� – lineænyæ).

BYSTRYE ALGORITMY SRAVNENI˚ KOS 205

3.3. Postroenie algoritma. Pust~^⃗D^± – uporØdoqiva¸waØ diagramma, T – triangulØciØ pary (S, P ),

X^± = (x_1, . . . , x_m, x^{−1}_1 , . . . , x^{−1}_m )

– koneqnoe mnoßestvo obrazu¸wih gruppy MCG(S_{(·)}) i obratnyh k nim. (Klassy X^± mogut byt~ zadany, naprimer, parami triangulØciæ (proobraz – obraz), libo krivymi dlØ skruqivaniæ Dena i “dvißeniæ” toqek – tak, qtoby u nas byla vozmoßnost~ s pomow~¸ obweizvestnyh metodov opredelØt~ deæstvie fftih klassov otobraßeniæ na klassah krivyh.)

DlØ postroeniØ algoritma naædem: – kodirovku T ( ⃗D^±), – 2m procedur peresqeta Ψ_{(S,T,x}δ_{i )}, – funkci¸ sravneniØ Θ_{(S,T, ⃗D}�_).

Udobstvo vybrannogo predstavleniØ zakl¸qaetsØ v tom, qto suwestvuet ffffektivnyæ sposob nahoßdeniØ pereqislennyh ob¨- ektov.

Algoritm sravneniØ. Pri vvode slova W = w1 . . . wk (wi ∈ X^±) algoritm sravneniØ, naqinaØ s kodirovki T ( ⃗D^±), perehodit posledovatel~no ot kodirovki T ( ⃗D^±[w_1 . . . w_{i−1}]) k T ( ⃗D^±[w_1 . . . w_i]), pri pomowi procedur Ψ_{(S,T,wi)}. Poluqiv posle k takih operaciæ kodirovku T ( ⃗D^±[W ]), algoritm vyqislØet znaqenie

Θ_{(S,T, ⃗D}�_)(T ( ⃗D^±[W ])).

Poluqennoe znaqenie (±1 ili 0) – iskomyæ otvet. �

Zameqanie. Esli nam neobhodimo rexit~ dlØ gruppy MCG(S_{(·)}) lix~ problemu toßdestva, vmesto uporØdoqiva¸weæ diagrammy ⃗D± voz~mem l¸bu¸ raspozna¸wu¸ diagrammu D_0. NaædØ kodirovku T (D_0[W ]) tak ße, kak v opisannom algoritme sravneniØ, algoritm raspoznavaniØ dolßen sravnit~ ee s kodirovkoæ T (D_0). Esli T (D_0[W ]) = T (D_0), to [W ] = e; inaqe [W ] ≠ e.

Sloßnost~ postroennogo algoritma. Poluqennyæ algoritm

sravneniØ (raspoznavaniØ) imeet lineænu¸ RAM_s-sloßnost~ i kvadratiqnye RAM_ℓ- i TM-sloßnosti.

(Oqevidno.)

206 A. V. MALıTIN

Nahoßdenie bystrogo algoritma dlØ zadannyh poverhnosti i porØdka. Podobrav dlØ zadannoæ poverhnosti (i fiksirovannogo koneqnogo porØdka) konfiguraci¸ (X^±, T, D_0( ⃗D^±)) takim obrazom, qtoby indeksy vzaimnyh pereseqeniæ klassov krivyh, predstavlØ¸wih vse ob¨ekty konfiguracii, byli maly (obrazu¸wie X^± moßno zadavat~ krivymi, – sm. vyxe), moßno poluqit~ nesloßnye procedury peresqeta (i funkci¸ sravneniØ) i, sootvetstvenno, malye mul~tiplikativnye postoØnnye pri asimptotiqeskoæ sloßnosti poluqa¸wegosØ algoritma raspoznavaniØ (sravneniØ).

3.4. Zameqanie. Pohoßim sposobom moßno poluqit~ bystrye algoritmy raspoznavaniØ i dlØ MCG-grupp drugih poverhnosteæ.

Tak, poqti vse poverhnosti s pustym kraem, no nepustym mnoßestvom otmeqennyh toqek, oblada¸t nepustymi triangulØciØmi, i ih MCG-gruppa netrivial~no deæstvuet v mnoßestve krivyh (iskl¸qeniem ØvlØ¸tsØ lix~ neskol~kih prostyh poverhnosteæ). RassmatrivaØ vmesto diagramm nabory nepereseka¸wihsØ klassov zamknutyh krivyh i tak ße kodiruØ ih v triangulØciØh, poluqim algoritmy raspoznavaniØ dlØ MCG-grupp takih poverhnosteæ.

(Otmetim, qto nabory nepereseka¸wihsØ klassov zamknutyh krivyh ne mogut byt~ raspozna¸wimi, no vsegda suwestvu¸t nebol~xie raspozna¸wie sovokupnosti takih naborov. Princip peresqeta kodirovok i prostota sposobov nahoßdeniØ procedur peresqeta sohranØ¸tsØ.)

§4. Algoritm sravneniØ dlØ porØdka Deornua v gruppe kos

ObratimsØ k posledovatel~nosti grupp kos.

Kak uße upominalos~, gruppa kos B_n izomorfna MCG-gruppe diska s n vykolotymi toqkami. Fiksiruem orientaci¸ na ∂B^2. Na (B^2, P ) (|P_{in}| = n, |P_∂| = 4) rassmatriva¸tsØ sledu¸wie ob¨- ekty:

1. TriangulØciØ T_n (sm. ris. 1).

2. Sistema obrazu¸wih Σ_n = (σ_1, . . . , σ_{n−1}), gde σ_i – klass gomeomorfizma, menØ¸wego mestami koncy rebra b_i (sm. ris. 1), provodØ ih vdol~ b_i tak, qtoby toqki “razminulis~ po qasovoæ strelke”. (Postaviv v sootvetstvie s kaßdym klassom otobra-

BYSTRYE ALGORITMY SRAVNENI˚ KOS 207 ßeniæ σ_i obrazu¸wu¸ Artina σ_i gruppy kos B_n, poluqim standartnyæ izomorfizm MCG(B^2_{(n)}) ∼= B_n.)

3. UporØdoqiva¸waØ diagramma

⃗D_n = (⃗d^+_1 , ⃗d^+_2 , . . . , ⃗d^+_{n−1})

(sm. ris. 2). ⃗D_n zadaet na gruppe MCG(B^2_{(n)}) ∼= B_n porØdok Deornua (sm. [6]).

Ris. 1.

Ris. 2.

Unificirovannyæ algoritm sravneniØ A_{≺D} (B_n) dlØ posledovatel~nosti konfiguraciæ {(Σ_i, T_i, ⃗D_i)} ØvlØetsØ unificirovannym algoritmom sravneniØ dlØ porØdka Deornua v gruppe kos.

208 A. V. MALıTIN

ZnaqeniØ kodirovki T_n( ⃗D_n) Øsny iz ris. 2. Vybrannoe sootnoxenie obrazu¸wih i triangulØcii pozvolØet unificirovat~ procedury peresqeta Ψ_{(B}2_{(n),Tn,σ}δ_{i )}. (Ris. 3 ill¸striruet deæstvie obrazu¸weæ na sootvetstvu¸wem uqastke triangulØcii.) FunkciØ sravneniØ Θ_{(B}2_{(n),Tn, ⃗Dn)} opisyvaetsØ oqen~ korotko (sm. algoritm).

Algoritm AŒD(Bn):

(Vhodnye parametry: indeks n i slovo dliny k v obrazu¸wih Artina gruppy kos B_n i obratnyh k nim: W = w_1 . . . w_k = σ^{δ1}_{i1} . . . σ^{δk}_{ik} .)

1) Zarezervirovat~ massiv dlØ zapisi 3n + 5 neotricatel~nyh celyh qisel: (ABC)_n = {a_i}_{1..(n+1)}; {b_i}_{1..n}; {c_i}_{1..(n+1)}. Zapisat~ v massiv (ABC)_n sledu¸wie znaqeniØ:

Pri 1 6 i 6 n: a_i := n − i, c_i := n − i, b_i := 1; znaqeniØ ostal~nyh fflementov – 0.

2) Posledovatel~no dlØ vseh celyh znaqeniæ t ot 1 do k:

Vypolnit~ proceduru Ψ ot parametrov (i_t, δ_t).

3) Vyqislit~ znaqenie funkcii Θ({a_i}_{1..(n+1)}; {b_i}_{1..n}; {c_i}_{1..(n+1)}). Esli Θ = 0, to [W ] = e. Esli Θ = +1, to e ≺_D [W ]. Esli Θ = −1, to [W ] ≺_D e. Konec algoritma.

Procedura Ψ ot parametrov i (1 6 i 6 n − 1) i δ (δ = ±1):

Esli δ = +1, to vypolnit~:

b^′ := max(b_{i−1} + c_{i+1}, b_i + c_{i−1}) − c_i; b^{′′} := max(a_{i+2} + b_i, a_i + b_{i+1}) − a_{i+1}; a^′ := max(a_{i−1} + b_i, a_i + b^′) − b_{i−1}; c^′ := max(c_{i+2} + b_i, c_{i+1} + b^{′′}) − b_{i+1}; a_{i+1} := a_i; a_i := a^′; b_{i−1} := b^′; b_{i+1} := b^{′′}; c_i := c_{i+1}; c_{i+1} := c^′.

Esli δ = −1, to vypolnit~:

b^′ := max(a_{i−1} + b_i, a_{i+1} + b_{i−1}) − a_i; b^{′′} := max(b_i + c_{i+2}, b_{i+1} + c_i) − c_{i+1}; a^′ := max(b_i + a_{i+2}, a_{i+1} + b^{′′}) − b_{i+1}; c^′ := max(b_i + c_{i−1}, c_i + b^′) − b_{i−1}; a_i := a_{i+1}; a_{i+1} := a^′; b_{i−1} := b^′; b_{i+1} := b^{′′};

BYSTRYE ALGORITMY SRAVNENI˚ KOS 209

c_{i+1} := c_i; c_i := c^′.

Konec procedury Ψ.

FunkciØ Θ:

Esli vse qleny posledovatel~nosti {a_i − c_i}_{1..(n−1)} – nuli, to

Θ = 0.

Inaqe Θ ravno znaku pervogo nenulevogo qlena {a_i − c_i}_{1..(n−1)}. Konec funkcii Θ.

PoØsneniØ k algoritmu. Massiv peremennyh (ABC)n ispol~- zuetsØ algoritmom A_{≺D} (B_n) dlØ zapisi znaqeniæ kodirovki, t.e. peremennye massiva prinima¸t celye neotricatel~nye znaqeniØ. V privedennoæ zapisi peremennye massiva poimenovany tak ße, kak sootvetstvu¸wie im rebra na ris. 1.

V processe raboty algoritma v massiv (ABC)_n posledovatel~no dlØ t = 0, 1, . . . , k zapisyva¸tsØ kodirovki T_n( ⃗D_n[W_t]) obrazov ⃗D_n[W_t] diagrammy ⃗D_n (W_t = w_1w_2 . . . w_t). Kodirovka

T_n( ⃗D_n[W_0]) = T_n( ⃗D_n) zapisyvaetsØ “vruqnu¸”, perehod k kaßdoæ

sledu¸weæ kodirovke osuwestvlØetsØ unificirovannoæ proceduroæ peresqeta Ψ. Procedura Ψ ispol~zuet celoqislennye peremennye a^′, b^′, b^{′′}, c^′, v kotorye zapisyva¸tsØ promeßutoqnye znaqeniØ.

Esli M_t – maksimum znaqeniæ kodirovki T_n( ⃗D_n[W_t]) na rebrah T_n, to M_{t+1} 6 2M_t. Pofftomu pri rabote so slovom dliny k v obrazu¸wih B_n v massive budut hranit~sØ qisla, dlina kotoryh (v bitah) ne prevoshodit k + log_2 n.

DlØ prostoty v privedennoæ zapisi algoritma dano slovesnoe opisanie funkcii sravneniØ.

§5. Ocenka sloßnosti algoritma

A_{≺D} (B_n) i algoritm A^′_{≺D} (B_n)

Utverßdenie. Algoritm A≺_D (Bn) imeet sledu¸wie sloßnosti:

i) RAM_s-: O(|w| + n);

ii) RAM_ℓ-: O((|w| + n)(|w| + log n)); iii) TM-: O(|w|n(|w| + log n)).

Dokazatel~stvo. i) Pri obrabotke slova dliny k v obrazu¸wih

B_n:

– zapis~ v massiv (ABC)_n naqal~noæ kodirovki T_n( ⃗D_n) proizvoditsØ RAM-maxinoæ za O(n) operaciæ;

210 A. V. MALıTIN – pri kaßdom obrawenii k procedure Ψ maxina soverxaet fiksirovannoe koliqestvo operaciæ, ne zavisØwee ot n i k;

– takim obrazom, pri poluqenii po kodirovke T_n( ⃗D_n) kodirovki

T_n( ⃗D_n[W ]) proizvoditsØ O(k) operaciæ;

– pri sravnenii maxina soverxaet O(n) operaciæ; Summiruem: O(n) + O(k) + O(n) = O(k + n). ii) Pri obrabotke slova dliny k v obrazu¸wih B_n algoritm ispol~zuet O(n) registrov RAM-maxiny i zapisyvaet v nih qisla, ne prevoshodØwie 2^kn, pofftomu vremØ soverxeniØ kaßdoæ operacii est~ O(k + log n). Umnoßaem:

O(k + n)O(k + log n) = O((k + n)(k + log n)).

iii) Algoritm dostatoqno prost, i my ne budem podrobno opi-

syvat~ rabotu realizu¸weæ ego maxiny T~¸ringa. Massiv

(ABC)_n moßno razmestit~, naprimer, na odnoæ iz lent maxi-

ny v porØdke a_0, c_0, b_0, a_1, c_1, . . . , a_{n+1}, c_{n+1} i soverxat~ s nim vse neobhodimye operacii “estestvennym” obrazom. Pri obrabotke slova dliny k v obrazu¸wih B_n:

– zapis~ naqal~noæ kodirovki proizvoditsØ za O(n log n) xagov; – dlina zapisi tekuweæ kodirovki v l¸boæ moment – O(n(k +

log n));

– perehod ot kodirovki T_n( ⃗D_n[W_{t−1}]) k kodirovke T_n( ⃗D_n[W_t]) zanimaet O(n(k + log n)) xagov, – ffto vremØ, v osnovnom, tratitsØ na sdvig qasti massiva i perehod k zapisØm znaqeniæ, kotorye nußno izmenit~, samo ße izmenenie znaqeniæ trebuet lix~ O(k + log n) xagov;

– itogo dlØ poluqeniØ kodirovki T_n( ⃗D_n[W ]) po kodirovke T_n( ⃗D_n) proizvoditsØ O(kn(k + log n)) xagov;

– sravnenie proizvoditsØ za O(n(k + log n)) xagov; Summiruem:

O(n log n) + O(kn(k + log n)) + O(n(k + log n)) = O(kn(k + log n)). •

BYSTRYE ALGORITMY SRAVNENI˚ KOS 211

Algoritm A^′_{≺D} (Bn). Rassmotrim teper~ konfiguraci¸, pri kotoroæ indeksy pereseqeniæ dug uporØdoqiva¸weæ diagrammy i reber triangulØcii maly: Primer – konfiguraciØ (T^′_n, ⃗D^′_n), izobraßennaØ na ris. 4. Oboznaqim postroennyæ opisannym vyxe sposobom unificirovannyæ algoritm dlØ posledovatel~nosti konfiguraciæ {(Σ_i, T^′_i , ⃗D^′_i)} qerez A^′_{≺D} (B_n). Asimptotiqeskie vremenn&ye sloßnosti v RAM-modeli u A^′_{≺D} (B_n) budut te ße, qto i u A_{≺D} (B_n), a TM-sloßnost~ – men~xe.

Ris. 3.

Ris. 4.

Utverßdenie.TM-sloßnost~ algoritma A^′_{≺D} (Bn) ravna O(|w|^2n).

Dokazatel~stvo. Pust~ vhodnye parametry predstavleny v unarnoæ zapisi. Pri obrabotke slova dliny k v obrazu¸wih B_n: – zapis~ naqal~noæ kodirovki proizvoditsØ za O(n) xagov; – dlina zapisi tekuweæ kodirovki v l¸boæ moment – O(nk);

212 A. V. MALıTIN – poluqenie kodirovki T^′_n( ⃗D^′_n[W_t]) po T^′_n( ⃗D^′_n[W_{t−1}]) – O(nk) xagov;

– pri nahoßdenii kodirovki T^′_n( ⃗D^′_n[W ]) soverxaetsØ O(knk) xagov;

– sravnenie proizvoditsØ za O(nk) xagov; Itogo: O(n) + O(knk) + O(nk) = O(knk). • S praktiqeskoæ toqki zreniØ algoritm A_{≺D} (B_n) udobnee, qem

A^′_{≺D} (B_n), – procedury peresqeta dlØ A^′_{≺D} (B_n) bolee gromozdki,

qem dlØ A_{≺D} (B_n), i pri komp~¸ternoæ realizacii algoritma

A^′_{≺D} (B_n) my poluqim pri toæ ße asimptotike, qto i u A_{≺D} (B_n),

b&ol~xu¸ mul~tiplikativnu¸ postoØnnu¸.

Zameqanie. Pohoßim sposobom poluqa¸tsØ bystrye unificirovannye algoritmy i dlØ nekotoryh drugih posledovatel~nosteæ MCG-grupp.

Priloßenie 1. �lementy teorii sloßnosti (sr. [1])

Sredi mnoßestva kriteriev sloßnosti algoritma osnovnym (po kraæneæ mere, v naxem sluqae) sqitaetsØ vremenn&aØ sloßnost~, opisyva¸waØ prodolßitel~nost~ raboty algoritma kak funkci¸ ot vhodnyh parametrov.

AsimptotiqeskaØ sloßnost~. GovorØt, qto algoritm A sravneniØ ili raspoznavaniØ imeet asimptotiqesku¸ vremenn&u¸ sloßnost~ O(f(|w|)), esli vremØ ego raboty pri podaqe na vhod slova w v obrazu¸wih i obratnyh k nim ne prevyxaet cf(|w|), gde |w| – dlina slova w, c – nekotoraØ konstanta. Asimptotiqesku¸ vremenn&u¸ sloßnost~ my inogda nazyvaem asimptotiqeskoæ sloßnost~¸ ili prosto sloßnost~¸. Minimal~nu¸ podhodØwu¸ dlØ ocenki konstantu c budem nazyvat~ mul~tiplikativnoæ postoØnnoæ pri asimptotiqeskoæ sloßnosti (obyqno ee ne vyqislØ¸t, a govorØt o b&ol~xih i men~xih mul~tiplikativnyh postoØnnyh).

V osnovnom imenno asimptotiqeskaØ sloßnost~ opredelØet, naskol~ko bol~xie vhodnye parametry za priemlemoe vremØ smoßet obrabotat~ algoritm (hotØ, koneqno, vstreqa¸tsØ i sluqai, kogda u nekotorogo algoritma mul~tiplikativnaØ postoØnnaØ pri asimptotiqeskoæ sloßnosti nastol~ko velika, qto dlØ

BYSTRYE ALGORITMY SRAVNENI˚ KOS 213 praktiqeskogo ispol~zovaniØ luqxe podhodit algoritm s bol~- xeæ asimptotiqeskoæ sloßnost~¸, no men~xeæ mul~tiplikativnoæ postoØnnoæ).

Sloßnost~ unificirovannogo algoritma opredelØ¸t analogiqno, ispol~zuØ funkcii ot dvuh parametrov – |w| i n.

Vyqislitel~nye modeli. Qtoby ocenit~ sloßnost~ algoritma, nußno rassmotret~ ego realizaci¸ v nekotoroæ vyqislitel~noæ modeli, dlØ kotoroæ opredeleno ponØtie “vremeni raboty algoritma”. Sloßnosti algoritma v raznyh modelØh mogut suwestvenno razliqat~sØ. Odni modeli pri fftom luqxe otraßa- ¸t vremØ raboty algoritma na real~nom komp~¸tere, qem drugie.

V kaqestve vyqislitel~nyh modeleæ my rassmatrivaem mnogolentoqnye maxiny T~¸ringa (TM-model~) i (random access

memory) maxiny (RAM-model~). V opisanii fftih modeleæ my

sleduem [1].

TM-sloßnost~. Vremenem raboty maxiny T~¸ringa sqita¸t koliqestvo xagov, sdelannyh maxinoæ; sloßnost~ algoritma v TM-modeli budem nazyvat~ TM-sloßnost~¸. TM-model~ obyqno huße otraßaet real~nu¸ skorost~ raboty algoritma, qem RAMmodel~.

RAM_ℓ-sloßnost~. RAM-maxiny, v otliqie ot TM, mogut soder-

ßat~ v registre pamØti skol~ ugodno bol~xoe qislo i na kaßdom xage obrawat~sØ k l¸bomu registru. Dva skol~ ugodno bol~xih celyh qisla RAM maxina skladyvaet za odin xag. DlØ vyqisleniØ vremeni raboty algoritma skladyva¸t promeßutki vremeni, trebu¸wiesØ dlØ vypolneniØ kaßdoæ komandy (xaga). Naibolee toqno otraßaet real~nu¸ situaci¸ (t.e. skorost~ raboty komp~¸ternoæ programmy) sposob isqisleniØ vremeni, ispol~- zu¸wiæ logarifmiqeskiæ kriteriæ – vremØ vypolneniØ komandy sqita¸t proporcional~nym dline ee operandov (adresa registrov, ih soderßimoe). Dlina operanda i po ponØtnym priqinam v formulah proØvlØetsØ kak log i. Sloßnost~ algoritma v RAMmodeli pri takom sposobe isqisleniØ vremeni budem nazyvat~

RAM_ℓ-sloßnost~¸ (ℓ ot log).

RAM_s-sloßnost~. Sloßnost~ v RAM-modeli, pri rasqete koto-

roæ ispol~zuetsØ ravnomernyæ vremennoæ kriteriæ (sqitaetsØ,

214 A. V. MALıTIN qto l¸baØ komanda vypolnØetsØ za edinicu vremeni, t.e. vremØ raboty ravno koliqestvu soverxennyh operaciæ), budem nazyvat~ RAM_s-sloßnost~¸ (s ot step). RAM_s-sloßnost~ horoxo otraßaet vremØ raboty real~nogo komp~¸tera, kogda algoritm imeet delo s operandami, znaqeniØ kotoryh pomewa¸tsØ v odnoæ Øqeæke komp~¸tera, pri bol~xih ße operandah ona moßet byt~ znaqitel~no men~xe real~noæ komp~¸ternoæ.

RAM_s-sloßnost~ l¸bogo algoritma ne prevyxaet ego RAM_ℓ-

sloßnosti i TM-sloßnosti. RAM_ℓ-sloßnost~ obyqno (no ne vsegda) men~xe TM-sloßnosti.

Priloßenie 2. Normal~nye formy dlØ gruppy kos v obrazu¸wih Artina

Izvestnye metody rexeniØ problem toßdestva i sravneniØ dlØ MCG-grupp i grupp kos moßno, v osnovnom, razdelit~ na algebraiqeskie i topologiqeskie (geometriqeskie). Pervye osnovany na poiske toæ ili inoæ normal~noæ formy, predstavlØ¸- weæ zadannyæ fflement rassmatrivaemoæ gruppy, vtorye (k nim otnositsØ i metod, opisyvaemyæ v fftoæ rabote) – na opredelenii deæstviØ fflementa gruppy na topologiqeskih ob¨ektah (normal~nye formy pri fftom nahodit~ ne trebuetsØ).

Normal~nye formy predstavlØ¸t samostoØtel~nyæ interes. Opisannyæ v fftoæ rabote podhod daet vozmoßnost~ konstruirovat~ normal~nye formy (i algoritmy dlØ ih nahoßdeniØ) dlØ razliqnyh MCG-grupp i sistem obrazu¸wih. DlØ fiksirovannoæ MCG-gruppy pri fftom moßno poluqat~ normal~nye formy, suwestvenno razliqa¸wihsØ po svoim svoæstvam.

Pokaßem ffto, privedØ v kaqestve primera dve normal~nye formy dlØ obrazu¸wih Artina gruppy kos.

Primer 1. ObratimsØ k konstrukcii (Σn, Tn,^⃗Dn), opisannoæ v naqale §4. PorØdok nas seæqas ne interesuet, pofftomu otbrosim ego, a takße orientaci¸ fflementov uporØdoqiva¸weæ diagrammy ⃗D_n, i budem oboznaqat~ fftu diagrammu qerez D_n. Poloßim

Σ^±_n = (σ_1, . . . , σ_{n−1}; σ^{−1}_1 , . . . , σ^{−1}_{n−1}),

gde σ^±_i – obrazu¸wie i obratnye k nim.

Pust~ D – diagramma. Indeks pereseqeniØ I(T_n, D) (on raven summe znaqeniæ kodirovki T_n(D) na vseh rebrah T_n) budem nazyvat~ normoæ diagrammy D.

BYSTRYE ALGORITMY SRAVNENI˚ KOS 215 Budem govorit~, qto α ∈ MCG(B^2_{(n)}) rasputyvaet diagrammu D, esli I(T_n, Dα) < I(T_n, D). Rasputyva¸waØ posledovatel~nost~ dlØ diagrammy D_nα – slovo w_1w_2 . . . w_k, gde w_i ∈ Σ^±_n , takoe, qto w_t rasputyvaet

D_nαw_1 . . . w_{t−1}, a D_nαw_1 . . . w_k = D_n, t.e. α = w^{−1}_k . . . w^{−1}_1 .

Predloßenie. Pust~ α ∈ MCG(B^2_{(n)}), α ≠ e. Togda hotØ by odin

iz fflementov Σ^±_n rasputyvaet diagrammu D_nα. Samu diagrammu D_n ne rasputyvaet ni odin fflement gruppy MCG(B^2_{(n)}).

�to Øsno iz prostyh geometriqeskih soobraßeniæ. Sledstvie. Pri l¸bom α ∈ MCG(B^2_{(n)}) mnoßestvo rasputyva¸-

wih posledovatel~nosteæ dlØ D_nα nepusto.

Qtoby poluqit~ normal~nu¸ formu, dostatoqno ukazat~ pravilo, sopostavlØ¸wee kaßdomu fflementu opredelennu¸ rasputyva¸wu¸ posledovatel~nost~.

Naprimer, pust~ ≺ – porØdok na Σ^±_n , a RP_≺(α) – rasputyva- ¸waØ diagrammu D_nα posledovatel~nost~, minimal~naØ (v inducirovannom porØdkom ≺ leksikografiqeskom porØdke) sredi vseh posledovatel~nosteæ, rasputyva¸wih D_nα.

Togda slovo, obratnoe k RP_≺(α) (oboznaqim ego N F_≺(α)), – normal~naØ forma dlØ α.

Prostoæ i bystryæ algoritm vyqisleniØ N F_≺(α) moßno poluqit~, naprimer, ispol~zuØ unificirovannu¸ proceduru peresqeta Ψ (sm. §4).

Primer 2. Voz~mem tot ße standartnyæ izomorfizm Bn^∼=

MCG(B^2_{(n)}), sistemu Σ^±_n i triangulØci¸ T_n, no pereopredelim

ponØtiØ diagrammy, kodirovki (sootvetstvenno) i rasputyvaniØ.

Diagrammy. Rassmotrim nabor klassov krivyh

H_n = (h_1 = c_1, . . . , h_n = c_n)

(c_1, . . . , c_n – rebra T_n, sm. ris. 1). Diagrammami budem nazyvat~ fflementy B_n-orbity nabora H_n. Opredelenie kodirovki dlØ “novyh” diagramm doslovno sohranØetsØ. Predloßenie ob odnoznaqnom opredelenii kodirovkoæ diagrammy i princip peresqeta kodirovok vypolnØ¸tsØ (hotØ procedury peresqeta stanut bolee gromozdkimi).

216 A. V. MALıTIN

Rasputyvanie. Predvaritel~nye zameqaniØ: DlØ proizvol~nogo klassa dug h i triangulØcii T^′ duga – predstavitel~ klassa h, nahodØwaØsØ v natØnutom poloßenii po otnoxeni¸ ko vsem rebram triangulØcii T^′, peresekaet ih v opredelennom porØdke, odnoznaqno opredelØemom h. Vmesto slov “l¸boæ predstavitel~ klassa krivyh diagrammy, nahodØwiæsØ v natØnutom poloßenii otnositel~no vseh reber triangulØcii” budem pisat~ prosto “duga diagrammy”. Toqki mnoßestva P_{in} ⊂ B^2 oboznaqim

p_1, . . . , p_n – sleva napravo na ris. 1.

Rasputyvanie na fftot raz opredelim lix~ dlØ fflementov Σ^±_n . Budem govorit~, qto:

– σ_i rasputyvaet diagrammu H, esli duga diagrammy H, naqina¸waØsØ v toqke p_i, vyhodØ iz p_i, pervym iz reber triangulØcii T_n peresekaet rebro a_{i+1}, a duga, naqina¸waØsØ v toqke

p_{i+1}, vyhodØ iz p_{i+1}, pervym peresekaet rebro c_i, libo nikakih

reber ne peresekaet voobwe (t.e. ravna rebru c_{i+1}).

– σ^{−1}_i rasputyvaet H, esli duga diagrammy H, naqina¸waØsØ v p_i, vyhodØ iz p_i, pervym peresekaet rebro c_{i+1}, libo reber ne peresekaet (ravna c_i), a duga, naqina¸waØsØ v p_{i+1}, vyhodØ iz

p_{i+1}, pervym peresekaet rebro a_i.

Stabil~naØ normal~naØ forma N F^′_≺(α). Rasputyva¸wie po-

sledovatel~nosti opredelim sootvetstvenno s novym opredeleniem rasputyvaniØ. Predloßenie o rasputyva¸wem fflemente i ego sledstvie o suwestvovanii rasputyva¸weæ posledovatel~- nosti osta¸tsØ vernymi.

Vospol~zuemsØ porØdkom ≺. Minimal~nu¸ (v inducirovannom ≺ leksikografiqeskom porØdke) rasputyva¸wu¸ (v novom opredelenii) posledovatel~nost~ dlØ D_nα oboznaqim RP^′_≺α.

“Perevernem” sposob opredeleniØ normal~noæ formy, ispol~zovannyæ v pervom primere: pust~ N F^′_≺(α) = RP^′_≺(−α).

N F^′_≺(α), – normal~naØ forma dlØ α.

Vyxeopisannye metody dostavlØ¸t prostoæ algoritm nahoßdeniØ N F^′_≺(α).

Zameqanie. Kak ukazano v [15], pri izuqenii granicy gruppy i asimptotiqeskogo povedeniØ traektoriæ sluqaænyh blußdaniæ po gruppe predstavlØ¸t interes normal~nye formy, oblada¸- wie opredelennymi svoæstvami tipa stabil~nosti.

Normal~naØ forma N F^′_≺(α) ØvlØetsØ primerom takoæ “udobnoæ” formy dlØ gruppy kos.

BYSTRYE ALGORITMY SRAVNENI˚ KOS 217 Literatura 1. A. Aho, Dß. Hopkroft, Dß. Ul~man, Postroenie i analiz vyqislitel~-

nyh algoritmov. M., Mir, 1979.

2. J. S. Birman, Braids, Links, and Mapping Class Groups. Ann. of Math. Stud., Vol 82, Princeton, N.J., Princeton Univ. Press, 1974.

3. J. S. Birman, K. H. Ko, S. J. Lee, A new approach to the word and conjugacy problem in the braid groups. — Adv. Math. 139 (1998), 322–353.

4. P. Dehornoy, A fast method of comparing braids. — Adv. Math. 125 (1997), 200–235.

5. D. Epstein et al., Word Processing in Groups. Jones and Bartlett Publs., 1992. 6. R. Fenn, M. T. Greene, D. Rolfsen, C. Rourke, B. Wiest, Ordering the braid groups. — Pacific J. Math. 191 (1999), 41–74.

7. H. Hamidi-Tehrani, On complexity of the word problem in braid groups and mapping class groups. preprint.

8. L. Mosher, Classification of pseudo-Anosovs. Low Dimensional Topology and Kleinian Groups. 1986, pp. 13–75.

9. L. Mosher, Mapping class groups are automatic. — Ann. Math. 142 (1995), 303–384.

10. L. Mosher, A user’s guide to the mapping class group: Once punctured surfaces.

Geometric and computational perspectives on infinite groups. DIMACS Ser. Discrete Math. Theoret. Comput. Sci., Vol. 25, 1996, pp. 101–174.

11. C. Rourke, B. Wiest, Order automatic mapping class groups. — Pacific J. Math.

194 (2000), 209–227.

12. H. Short, B. Wiest, Orderings of mapping class groups after Thurston. preprint. 13. S. Kaplan, M. Teicher, Solving the braid word problem via the fundamental group.

preprint.

14. D. Garber, S. Kaplan, M. Teicher, A new algorithm for solving the word problem in braid groups. preprint.

15. A. M. Verxik, DinamiqeskaØ teoriØ rosta v gruppah: ffntropiØ, granica,

primery. — Uspehi mat. nauk 55, No. 4 (2000), 59–129.

Malyutin A. V. Fast algorithms for identification and comparison of braids.

A method for constructing various algorithms for mapping-class groups (e.g., for the braid group) is presented, and a family of one-side invariant orders on the mapping-class group of a surface with boundary is described. A method for constructing comparison algorithms for all finite orders on the mapping-class group of any surface with boundary is described, a fast and simple comparison algorithm for the Dehornois order on the braid group is presented, examples of normal forms for braid groups are given, and algorithms for finding the forms are indicated.

Postupilo 31 dekabrØ 2000 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet