Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 279, 2001 g.

P. V. Svetlov

GEOMETRIZACI˚ TOROV SKRUQIVANI` DENA POVERHNOSTI BESKONEQNOGO RODA

Vvedenie i osnovnye formulirovki 0.1. SleduØ [1–3], rassmotrim klass M asferiqeskih orienti-

ruemyh graf-mnogoobraziæ, kotoryæ harakterizuetsØ tem, qto l¸boe mnogoobrazie M ∈ M razbivaetsØ JSJ-torami na bloki tak, qto zamykanie kaßdogo bloka gomeomorfno prØmomu proizvedeni¸ nekotoroæ orientiruemoæ poverhnosti koneqnoæ otricatel~noæ ffælerovoæ harakteristiki na okrußnost~. V rabote [2] byli naædeny neobhodimye i dostatoqnye usloviØ togo, qto zamknutoe graf-mnogoobrazie klassa M obladaet metrikoæ nepoloßitel~noæ krivizny. �ti usloviØ, grubo govorØ, sostoØt v tom, qto nekotoraØ kvadratiqnaØ forma H_M na koneqnomernom prostranstve, postroennaØ po dannomu mnogoobrazi¸, imeet otricatel~noe sobstvennoe znaqenie (podrobnee sm. p. 1.3).

DlØ zamknutogo mnogoobraziØ klassa M, ØvlØ¸wegosØ torom skruqivaniæ Dena (p. 0.2) poverhnosti otricatel~noæ ffælerovoæ harakteristiki, upomØnutye vyxe usloviØ priobreta¸t prostu¸ formu ([2, teorema 4.6.3], sr. 3.1) v terminah podleßawego grafa i qisel skruqivaniæ. Takie mnogoobraziØ ØvlØ¸tsØ vaßnym primerom graf-mnogoobraziæ. Moßno dokazat~ sledu- ¸wee utverßdenie: esli graf-mnogoobrazie klassa M obladaet metrikoæ nepoloßitel~noæ krivizny, to ono regulØrno nakryvaetsØ torom nekotorogo nabora skruqivaniæ Dena.

Pri rassmotrenii analogiqnyh voprosov dlØ mnogoobraziØ

M ∈ M s beskoneqnym grafom (sm. p. 1.1) vyØsnØetsØ, qto l¸-

boe takoe mnogoobrazie obladaet metrikoæ nepoloßitel~noæ zawemlennoæ krivizny −1 6 K 6 0 (dalee NPC-metrikoæ) [3, teorema 0.1]. Forma H_M opredelena i v fftom sluqae, a imenno kak kvadratiqnaØ forma na nekotorom prostranstve koneqnyh posledovatel~nosteæ. Pri fftom suwestvovanie otricatel~nogo

Rabota vypolnena pri qastiqnoæ podderßke komiteta po nauke i vysxeæ xkole administracii S.-Peterburga, grant M98-2.1-K-1140. 218

GEOMETRIZACI˚ TOROV SKRUQIVANI` DENA 219 sobstvennogo znaqeniØ u takoæ formy ØvlØetsØ neobhodimym i dostatoqnym usloviem togo, qto mnogoobrazie M obladaet NPCmetrikoæ koneqnogo ob¨ema [3, teorema 4.2].

Oboznaqim qerez M_∞ ⊂ M klass graf-mnogoobraziæ, kotorye ne dopuska¸t NPC-metrik koneqnogo ob¨ema.

V nastoØweæ rabote poluqena harakterizaciØ torov skruqivaniæ Dena klassa M_∞ v sluqae, kogda podleßawiæ graf lineen (teorema 2.3). Dan polnyæ spisok takih mnogoobraziæ (teorema 2.4).

0.2. Tor skruqivaniæ Dena. Pust~ F – orientirovannaØ po-

verhnost~ bez kraØ, vozmoßno beskoneqnogo roda, i σ = {σ_e | e ∈ E} – takoe semeæstvo poparno negomotopnyh i negomotopnyh nul¸ diz¨¸nktnyh prostyh zamknutyh krivyh na F , qto zamykanie kaßdoæ komponenty svØznosti dopolneniØ F \ σ k sisteme krivyh σ na poverhnosti F imeet koneqnyæ rod. Pust~ dopolnitel~no zadan nabor nenulevyh celyh qisel B = {b_e ∈ Z\0 | e ∈ E}. L¸baØ takaØ para (σ, B) opredelØet avtomorfizm t_B : F → F sledu¸wim obrazom. Proizvedem skruqivanie Dena s kofffficientom b_e vdol~ krivoæ σ_e iz nabora σ (skruqivanie proishodit soglasno orientacii esli b_e > 0 i v protivopoloßnu¸ storonu esli b_e < 0). Prodelav fftu operaci¸ so vsemi krivymi semeæstva σ soglasno qislam nabora B, poluqim otobraßenie poverhnosti F v sebØ. Takim obrazom, para (σ, B) opredelØet avtomorfizm (kompozici¸ nezavisimyh skruqivaniæ Dena) t_B ∈ Aut F poverhnosti F . Tor T_B otobraßeniØ t_B ØvlØetsØ trehmernym mnogoobraziem i nazyvaetsØ torom skruqivaniæ Dena. Ego moßno predstavit~ kak rezul~tat skleivaniØ osnovaniæ cilindra F ×[0; 1] po otobraßeni¸ t_B . Oqevidno, qto l¸boe mnogoobrazie, poluqennoe opisannym tol~ko qto obrazom, ØvlØetsØ rassloeniem nad okrußnost~¸ so sloem F .

Radi kratkosti my govorim “(beskoneqnyæ) tor skruqivaniæ Dena” vmesto “mnogoobrazie, ØvlØ¸weesØ torom nekotorogo nabora skruqivaniæ Dena poverhnosti (beskoneqnogo roda)”.

Pust~ {^∘F_v | v ∈ V } – mnoßestvo komponent svØznosti dopolneniØ F \ σ. DlØ kaßdogo v ∈ V rassmotrim F_v – poverhnost~ s

kraem, vnutrennost~ kotoroæ gomeomorfna^∘F_v. Kak legko videt~, mnogoobazie T_B gomeomorfno rezul~tatu skleivaniØ mnogoobraziæ M_v = F_v × S^1 (nazyvaemyh maksimal~nymi blokami) po ne-

220 P. V. SVETLOV kotorym gomeomorfizmam kraevyh torov, opredelØemym qislami b_e.

Kaßdomu maksimal~nomu bloku M_v = F_v × S^1 my postavim v sootvetstvie racional~noe qislo k_v – zarØd dannogo bloka soglasno formule

k_v = ∑ T_e⊂∂M_v 1 b_e . O topologiqeskom smysle zarØda sm. p. 1.2.1.

K soßaleni¸, dlØ polnoæ formulirovki osnovnyh teorem 2.3, 2.4 trebuetsØ vvedenie dopolnitel~nyh terminov, kotoroe dovol~no gromozdko, pofftomu zdes~ my privodim oslablennu¸ formulirovku teoremy 2.4:

Teorema 0.3. Esli tor skruqivaniæ Dena s beskoneqnym lineæ-

nym grafom prinadleßit klassu M_∞, to libo vse skruqivaniØ proishodØt v odnom napravlenii (B > 0), libo naqinaØ s nekotorogo bloka vse bloki ime¸t nulevye zarØdy (skruqivaniØ s nekotorogo mesta qeredu¸tsØ po znaku, ostavaØs~ postoØnnymi po absol¸tnoæ veliqine).

Zametim, qto oba sluqaØ realizu¸tsØ.

Teorema 2.4 takße pokazyvaet (sledstvie 3.2), qto ni odno iz neobhodimyh i dostatoqnyh usloviæ poloßitel~noæ poluopredelennosti formy H_M ([2, teorema 4.6.3], sr. p. 3.1) v terminah nabora B dlØ sluqaØ, kogda M – zamknutyæ tor skruqivaniæ Dena, ne ØvlØetsØ neobhodimym dlØ poloßitel~noæ poluopredelennosti formy H_M v sluqae, kogda M – beskoneqnoe grafmnogoobrazie fftogo tipa.

V §1 privedeny neobhodimye svedeniØ iz [1–3] o grafmnogoobraziØh, ih invariantah i NPC-metrikah na nih. V §2 sformulirovana osnovnaØ teorema 2.3, a takße vyteka¸waØ iz nee teorema 2.4, pozvolØ¸waØ pereqislit~ beskoneqnye tory skruqivaniæ Dena klassa M_∞ s lineænymi grafami. V §3 dokazano sledstvie 3.2.

˚ blagodar¸ svoego nauqnogo rukovoditelØ S. V. BuØlo za postanovku zadaqi i vnimanie k rabote.

§1. Neobhodimye svedeniØ 1.1. Beskoneqnye graf-mnogoobraziØ. V rabote [3] izuqalis~

usloviØ suwestvovaniØ metrik nepoloßitel~noæ krivizny na

GEOMETRIZACI˚ TOROV SKRUQIVANI` DENA 221 orientiruemyh otkrytyh graf-mnogoobraziØh klassa M. �tot klass harakterizuetsØ tem, qto dlØ l¸bogo M ∈ M suwestvuet beskoneqnyæ minimal~nyæ nabor vloßennyh nesßimaemyh JSJtorov {T_e | e ∈ E} (edinstvennyæ s toqnost~¸ do izotopii), ta-

koæ, qto l¸baØ komponenta svØznosti^∘M_v, v ∈ V dopolneniØ fftogo nabora v M gomeomorfna vnutrennosti prØmogo proizvedeniØ

M_v = F_v ×S^1 nekotoroæ poverhnosti koneqnoæ otricatel~noæ ffæ-

lerovoæ harakteristiki na okrußnost~. Mnogoobrazie M_v nazyvaetsØ maksimal~nym blokom. Oqevidno qto tory skruqivaniæ Dena, opisannye vo vvedenii, vhodØt v klass M.

Poverhnost~ otricatel~noæ ffælerovoæ harakteristiki moßno snabdit~ metrikoæ postoØnnoæ otricatel~noæ krivizny tak, qtoby kraæ (esli on ne pust) byl by predstavlen geodeziqeskimi. Pofftomu proizvedenie takoæ poverhnosti na okrußnost~ snabßaetsØ geometriqeskoæ strukturoæ po tipu H^2 × R. Sledovatel~no universal~noe nakryva¸wee kaßdogo bloka M_v izometriqno prØmomu proizvedeni¸ A_v ×R, gde A_v est~ vypukloe podmnoßestvo ploskosti Lobaqevskogo H^2 , ograniqennoe geodeziqeskimi.

GovorØt, qto mnogoobrazie M ∈ M dopuskaet geometrizaci¸, esli geometriqeskie struktury tipa H^2 ×R na ego maksimal~nyh blokah mogut byt~ vybrany takim obrazom, qtoby ploskie metriki, inducirovannye na JSJ-torah T_e s sosednih blokov, sovpadali. �to svoæstvo ravnosil~no suwestvovani¸ NPC-metriki na dannom mnogoobrazii [2].

1.2. Invarianty graf-mnogoobraziØ. Zdes~ my opredelØem

qislovye invarianty graf-mnogoobraziæ klassa M, a takße ih “graf-invarianty” [1, §2]. Pust~ M – orientiruemoe mnogoobrazie klassa M. Orientiruem samo mnogoobrazie M i vse somnoßiteli S^1 v razloßenii maksimal~nyh blokov M_v = F_v × S^1.

1.2.1. Indeksy pereseqeniæ i zarØdy. V opisannoæ situacii

dlØ kaßdogo JSJ-tora T_e opredeleno nenulevoe celoe qislo b_e – indeks pereseqeniØ orientirovannyh sloev S^1 , prihodØwih iz sosednih blokov. DlØ torov skruqivaniæ Dena (p. 0.2) fftot indeks s toqnost~¸ do znaka sovpadaet s vvedennym v p. 0.2 qislom skruqivaniØ. Modul~ fftogo qisla ne zavisit ni ot orientacii sloev, ni ot orientacii samogo mnogoobraziØ i ØvlØetsØ invariantom poslednego.

222 P. V. SVETLOV

My opredelim zarØdy maksimal~nyh blokov graf-mnogoobra-ziØ klassa M sledu¸wim obrazom. Rassmotrim maksimal~nyæ blok M_v = F_v × S^1 kak trivial~noe rassloenie Zaæferta. Na kaßdom kraevom tore T_e ⊂ ∂M_v imeetsØ vydelennaØ krivaØ (sloæ sosednego bloka). Zakleim kraevye tory {T_e ⊂ ∂M_v} polnotoriØmi tak, qtoby vydelennye krivye stali stØgivaemymi (kaßdaØ v svoem polnotorii). Poluqennoe takim obrazom mnogoobrazie M_v (neodnoznaqnost~ prisoedineniØ polnotoriæ opredelØet ego s toqnost~¸ do gomeomorfizma) estestvennym obrazom ØvlØetsØ zamknutym rassloeniem Zaæferta s iskl¸qitel~- nymi sloØmi, sootvetstvu¸wimi toram iz ∂M_v. ZarØd k_v bloka

M_v ⊂ M opredelØetsØ kak qislo �ælera e(M_v) fftogo rassloeniØ

i ØvlØetsØ prepØtstviem k tomu, qtoby M_v nakryvalos~ prØmym proizvedeniem [4]. ZarØdy blokov ØvlØ¸tsØ invariantami grafmnogoobraziØ, oni ne zavisØt ot orientacii sloev i menØ¸t znak kogda samo mnogoobrazie menØet orientaci¸.

1.2.2. Raskraxennyæ graf. VsØ informaciØ ob NPC-metrikah

na graf-mnogoobrazii M ∈ M zaxifrovana v raskraxennom grafe X(Γ_M (V, E); B; K), vvedennom v rabote [1]. Graf Γ(V, E) (indeks, ukazyva¸wiæ na mnogoobrazie dalee opuskaetsØ) dvoæstvenen razbieni¸ mnogoobraziØ M na maksimal~nye bloki, t.e. rebra {e ∈ E} fftogo grafa nahodØtsØ vo vzaimno-odnoznaqnom sootvetstvii s JSJ-torami T_e, a mnoßestvo ego verxin {v ∈ V } – so mnoßestvom maksimal~nyh blokov mnogoobraziØ. Pri fftom kaßdomu rebru e ∈ E postavleno v sootvetstvie nenulevoe celoe qislo b_e, a kaßdoæ verxine v ∈ V sootvetstvuet racional~noe qislo k_v – zarØd sootvetstvu¸wego bloka.

1.2.3. Graf znakovyh komponent. My govorim, qto verxiny v,

v^′ ∈ V nekotorogo raskraxennogo grafa X(Γ(V, E), B, K) ffkviva-

lentny i pixem v ∼ v^′, esli naædetsØ takoæ put~ v_0 = v, v_1, v_2,

. . . , v_n = v^′ v grafe Γ, qto k_{vi} · k_{vi+1} > 0, dlØ i = 0, . . . , n − 1. Opre-

delim graf znakovyh komponent G(U, E_0) raskraxennogo grafa

X(Γ(V, E); B; K) tak:

U = V / ∼, E_0 = {e ∈ E, e soedinØet neffkvivalentnye verxiny},

pri fftom rebro e ∈ E_0, soedinØvxee v grafe Γ(V, E) verxiny v i

v^′, soedinØet v grafe G(U, E_0) klassy [v], [v^′] ∈ V / ∼.

Pust~ p : Γ(V, E) → G(U, E_0) — sootvetstvu¸wee otobraßenie, deæstvu¸wee na verxinah kak faktorizaciØ po otnoxeni¸ ∼

GEOMETRIZACI˚ TOROV SKRUQIVANI` DENA 223 i perevodØwee rebra, soedinØ¸wie ffkvivalentnye verxiny, v obraz fftih verxin. Podgraf Γ_u = p^{−1}(u), u ∈ U grafa Γ nazyvaetsØ znakovoæ komponentoæ raskraxennogo grafa.

Qerez V_u oboznaqim mnoßestvo verxin iz p^{−1}(u). Qerez E_u oboznaqim mnoßestvo reber iz p^{−1}(u) i nazovem ih sobstvennymi rebrami komponenty Γ_u. Analogiqno, qerez E_u oboznaqim mnoßestvo reber incidentnyh verxinam podgrafa Γ_u v grafe Γ. ˚sno, qto kaßdoe rebro iz E_u \ E_u incidentno tol~ko odnoæ verxine iz Γ_u, takie rebra nazovem vnexnimi. Znak sgn Γ_u komponenty Γ_u opredelen kak znak zarØda l¸boæ verxiny fftoæ komponenty, esli ße komponenta sostoit iz edinstvennoæ verxiny s nulevym zarØdom, to ee znak ne opredelen.

1.3. Forma HM . HarakterizaciØ klassa M∞. Dopustim, qto

dlØ nekotorogo graf-mnogoobraziØ M ∈ M graf znakovyh komponent G(U, E_0) – dvudol~nyæ i U ≠ V , t.e. ne vse zarØdy nulevye. Fiksiruem razloßenie U = P ∪N verxin grafa znakovyh komponent na doli takoe, qto sredi verxin iz P naædetsØ hotØ by odna s poloßitel~nym znakom (fftogo vsegda moßno dobit~sØ pomenØv v sluqae neobhodimosti orientaci¸ vsego mnogoobraziØ).

Opredelim kvadratiqnye formy K_u i J_u na R^{Vu}_0 (prostranstve vewestvennyh funkciæ s kompaktnym nositelem na mnoßestve verxin V_u) dlØ vsØkogo u ∈ U tak:

K_u(x) = ∑ v∈V_u k_vx^2_v, J_u(x) = 2 ∑ e∈E_u x_vx_{e(v)} |b_e| . Kriteriæ suwestvovaniØ NPC-metriki koneqnogo ob¨ema daetsØ v terminah formy

H_M = ⨁ u∈P K_u − ⨁ u∈N K_u − ⨁ u∈U J_u, opredelennoæ na R^V_0 (prostranstve vewestvennyh funkciæ s kompaktnym nositelem na mnoßestve verxin V ).

Teorema [3, teorema 4.2]. Beskoneqnoe graf-mnogoobrazie M ∈ M

prinadleßit klassu M_∞ togda i tol~ko togda, kogda graf znakovyh komponent dlØ M ØvlØetsØ dvudol~nym, ne vse zarØdy ravny nul¸, i forma H_M poloßitel~no poluopredelena na R^V_0 .

Zameqanie 1.4. KvadratiqnaØ forma H na vewestvennom lineæ-

nom prostanstve A nazyvaetsØ poloßitel~no opredelennoæ (poluopredelennoæ), esli dlØ vseh a ∈ A imeem H(a) > 0 (H(a) ¿ 0).

224 P. V. SVETLOV

Zameqanie 1.5. Poloßitel~naØ poluopredelennost~ formy HX

ravnosil~na poloßitel~noæ poluopredelennosti vseh ee ograniqeniæ {H_u}_{u∈U} na prostranstva R^{Vu}_0 . �to sleduet iz predstavleniØ formy H_M v vide prØmoæ summy

H_M = ⨁ u∈U H_u, slagaemye kotoroæ sootvetstvu¸t znakovym komponentam raskraxennogo grafa.

§2. Osnovnye teoremy

Dalee T_B – beskoneqnoe graf-mnogoobrazie klassa M s lineænym grafom, ØvlØ¸weesØ torom skruqivaniæ Dena s qislami skruqivaniæ b_e ∈ B. Napomnim, qto dlØ T_B opredelen raskraxennyæ graf X(Γ(V ; E); B; K) i graf znakovyh komponent

G(U ; E_0) (p.p 1.2.2-1.2.3)

2.1. Tipy znakovyh komponent. V nastoØwem punkte my vvedem

tipy znakovyh komponent, iz kotoryh, kak govorit teorema 2.3, sostoit raskaxennyæ graf l¸bogo beskoneqnogo tora skruqivaniæ Dena klassa M_∞ s lineænym grafom.

T_+ ) ZnakovaØ komponenta Γ_u nekotorogo raskraxennogo grafa prinadleßit tipu T_+ , esli vypolneno odno iz dvuh usloviæ

(1) b_e > 0 dlØ vseh reber e ∈ E_u (2) Γ_u proektiruetsØ v verxinu valentnosti dva grafa znakovyh komponent i naædetsØ rovno odno rebro e^∗ ∈ E_u takoe, qto b_e� < 0 i ∑ e∈E_u b_e 6 0. (∗)

T_± ) ZnakovaØ komponenta Γ_u nekotorogo raskraxennogo grafa prinadleßit tipu T_±, esli ona proektiruetsØ v verxinu valentnosti dva grafa znakovyh komponent i vse skruqivaniØ, sootvetstvu¸wie rebram iz E_u za iskl¸qeniem odnogo, sootvetstvu¸wego rebru e^∗ ∈ E_u \ E_u, proishodØt v odnom (ne obØzatel~no poloßitel~nom) napravlenii. Pri fftom:

GEOMETRIZACI˚ TOROV SKRUQIVANI` DENA 225 esli sgn Γ_u > 0, to vypolnØetsØ neravenstvo (∗) esli sgn Γ_u < 0, to verno obrawenie neravenstva (∗), esli znak sgn Γ_u ne opredelen, to v (∗) imeet mesto ravenstvo.

Zametim, qto mnoßestva blokov tipa T_± i tipa T_+ diz¨¸nkt- ny. Na pervyæ vzglØd nepohoßie drug na druga komponenty ob¨- edineny v T_+ potomu, qto v raskraxennom grafe l¸bogo mnogoobraziØ klassa M_∞ moßet vstretit~sØ lix~ odin blok fftogo tipa (ffto sleduet iz teoremy 2.4).

2.2. Formulirovki. Zdes~ my formuliruem osnovnoæ rezul~-

tat:

Teorema 2.3. Tor TB skruqivaniæ Dena s beskoneqnym lineænym

grafom, ne vse bloki kotorogo ime¸t nulevoæ zarØd, prinadleßit klassu M_∞ togda i tol~ko togda, kogda znakovye komponenty ego raskraxennogo grafa (vozmoßno, posle smeny orientacii T_B ) prinadleßat mnoßestvu T_± ∪ T_+,

i znaki l¸byh dvuh komponent, razdelennyh neqetnym qislom verxin v grafe G(U, E_0), sovpada¸t, esli oni opredeleny.

Teorema 2.3 pozvolØet pereqislit~ vse vozmoßnye grafy znakovyh komponent dlØ raskraxennyh grafov mnogoobraziæ ukazannogo tipa. A imenno, soobraßenie celoqislennosti b_e i qeredovanie znakov znakovyh komponent nakladyva¸t dovol~no sil~- nye ograniqeniØ na vozmoßnye kombinacii komponent tipov T_+ i T_± v lineænom grafe.

Teorema 2.4. Pust~ TB ∈ M – tor skruqivaniæ Dena s lineænym

grafom, i ne vse ego maksimal~nye bloki ime¸t nulevoæ zarØd.

Mnogoobrazie T_B prinadleßit klassu M_∞ togda i tol~ko togda, kogda ego graf znakovyh komponent vhodit v sledu¸wiæ spisok (v skobkah opisana struktura ishodnogo grafa):

(1) Γ_+ (luq ili prØmaØ), (2) K_0 — Γ_1 — Γ_2 — . . . — Γ_n — Γ_+ (luq ili prØmaØ), (3) K_0 — Γ_{−m} — . . . — Γ_{−1} — Γ_+ — Γ_1 — . . . —Γ_n — K^′_0 (prØmaØ), (4) K_0 — Γ_1 — Γ_2 — . . . — Γ_n — . . . (prØmaØ),

226 P. V. SVETLOV gde Γ_+ ∈ T_+, Γ_k ∈ T_±, K_0 – luq, sostoØwiæ iz verxin s nulevymi zarØdami. Pri fftom n = m = 0 v tipah 2, 3 oznaqaet, qto bloki tipa T_± s opredelennymi znakami otsutstvu¸t.

§3. Sledstvie 3.1. V fftom punkte my sravnivaem usloviØ poloßitel~noæ opre-

delennosti formy H_M dlØ koneqnyh i beskoneqnyh torov skruqivaniæ Dena. Kak upominalos~ vo vvedenii, imeet mesto

Teorema [2, teorema 4.6.3]. Koneqnyæ tor skruqivaniæ Dena TB ∈

M s podleßawim grafom Γ(V, E) i grafom znakovyh komponent

G(U, E_0) ne dopuskaet geometrizacii (⇔ H_{TB} ¿ 0) esli i tol~ko esli vypolneny sledu¸wie tri usloviØ: (1) ∑ ∂0v 1/b_e = 0,

(2) graf G(E_0, U ) – dvudol~nyæ i p(E_+) ⊂ P , p(E_−) ⊂ N , (3) E ≠ E_0, gde E_+ = {e ∈ E \ E_0 | b_e > 0}, E_− = {e ∈ E \ E_0 | b_e < 0} i ∂_0v – mnoßestvo reber iz E_0, incidentnyh verxine v ∈ V .

Esli T_B ∈ M – beskoneqnyæ tor skruqivaniæ Dena, to privedennye v dannoæ teoreme usloviØ, razumeetsØ, osta¸tsØ dostatoqnymi dlØ togo, qtoby H_{TB} ¿ 0 (⇔ T_B ∈ M_∞), odnako oni peresta¸t byt~ neobhodimymi, daße dlØ mnogoobraziæ s lineænymi grafami. A imenno, imeet mesto

Sledstvie 3.2. Pust~ TB ∈ M – beskoneqnyæ tor skruqivaniæ

Dena s podleßawim grafom Γ(V, E) i grafom znakovyh komponent G(U, E_0). Ni odno iz usloviæ (1)–(3) predyduweæ teoremy ne ØvlØetsØ neobhodimym dlØ togo, qtoby T_B ∈ M_∞ (⇔ H_{TB} ¿ 0).

Bolee togo, esli T_B – beskoneqnyæ tor skruqivaniæ Dena klassa

M∞ s lineænym grafom i vypolneno uslovie (1) predyduweæ teo-

remy, to vse qisla nabora B poloßitel~ny.

Dokazatel~stvo. Kak netrudno videt~, esli dlØ tora skruqiva-

niæ Dena T_B s lineænym grafom vypolneno uslovie (1) predyduweæ teoremy, to sootvetstvu¸wee mnoßestvo E_0 pusto. Pofftomu vse zarØdy maksimal~nyh blokov mnogoobraziØ T_B poloßitel~ny. Takim obrazom, graf znakovyh komponent dlØ T_B prinadleßit tipu 1 teoremy 2.3 i vse qisla nabora B poloßitel~ny. Itak, tory skruqivaniæ Dena klassa M_∞ s lineænym grafom, grafy znakovyh komponent kotoryh otnosØtsØ k tipam

GEOMETRIZACI˚ TOROV SKRUQIVANI` DENA 227 2–4 teoremy 2.3, ne udovletvorØ¸t rassmatrivaemomu uslovi¸ (1), kotoroe tem samym ne ØvlØetsØ neobhodimym dlØ togo, qtoby T_B ∈ M_∞.

Postroim tor skruqivaniæ Dena klassa M_∞ s lineænym grafom, ne udovletvorØ¸wiæ uslovi¸ (2) teoremy p. 3.1. DlØ fftogo zafiksiruem celoe qislo b > 0 i rassmotrim beskoneqnyæ tor skruqivaniæ Dena T_B s lineænym grafom i qislami skruqiva- niæ b_i = (−1)^ib, |i| ¿ 3, b, 0 < |i| < 3, −4b, i = 0. Graf znakovyh komponent mnogoobraziØ T_B prinadleßit tipu 3 teoremy 2.5 (n, m = 0), pofftomu H_{TB} ¿ 0, znaqit T_B ∈ M_∞. Legko videt~, qto p(0)∈P i b_0 < 0, to est~ p(E_−) ⊄ N .

Nakonec, postroim tor skruqivaniæ Dena klassa M_∞ s lineænym grafom, ne udovletvorØ¸wiæ uslovi¸ (3) teoremy p. 3.1. DlØ fftogo zafiksiruem celoe qislo b > 0 i rassmotrim beskoneqnyæ tor skruqivaniæ Dena T_B s lineænym grafom i qislami skruqivaniæ

b_i = { (−1)^ib, i > 0, (−1)^{i+1}b, i 6 0.

Graf znakovyh komponent mnogoobraziØ T_B prinadleßit tipu 3 teoremy 2.5 (n, m = 0), pofftomu H_{TB} ¿ 0, znaqit T_B ∈ M_∞. Legko videt~, qto E = E_0.

Literatura

1. S. V. BuØlo, V. L. Kobel~skiæ, GeometrizaciØ graf-mnogoobraziæ I: kon-

formnaØ geometrizaciØ. — Algebra i analiz 7, ˝ 2 (1995).

2. S. V. BuØlo, V. L. Kobel~skiæ, GeometrizaciØ graf-mnogoobraziæ II: izo-

metriqeskaØ geometrizaciØ. — Algebra i analiz 7, ˝ 3 (1995), 96–117. 3. S. V. Buyalo, V. L. Kobelskii, Geometrization of infinite graph-manifolds.

Preprint POMI 13/1995.

4. W. D. Neumann, F. Raymond, Seifert manifolds, plumbing, ¯-invariant and orientation reversing maps. Springer, Berlin, — Lect. Notes in Math. 664 (1978), 162–195.

Svetlov P. V. Geometrization of the mapping tori of Dehn twists on an infinite genus surface.

We study the conditions under which an infinite graph manifold M carries a metric of nonpositive bounded curvature having finite volume.

228 P. V. SVETLOV In the case where M is the mapping torus of a collection of Dehn twists on an infinite genus surface and the graph of M is linear (i.e., homeomorphic to a line or a ray) a complete list of all such manifolds is obtained.

Postupilo 22 dekabrØ 2000 g. Rossiæskiæ gosudarstvennyæ pedagogiqeskiæ universitet im. A. I. Gercena