Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 282, 2001 g.

A. B. Aleksandrov

MUL^TIPLIKATORY TEPLICA–XURA DL˚ KLASSA Sp(L^2(G)) PRI p<1

Pust~ G – kommutativnaØ lokal~no kompaktnaØ gruppa. Oboznaqim qerez Γ dvoæstvennu¸ gruppu. Poloßim (x, γ)^{def}= γ(x), gde

x ∈ G, γ ∈ Γ. Budet dokazana sledu¸waØ teorema.

Teorema. Pust~ F – izmerimaØ funkciØ na G, i pust~ 0 < p < 1.

Togda F (x − y) ØvlØetsØ mul~tiplikatorom Xura^1 dlØ klassa Xattena-fon Neæmana S_p(L^2(G)) v tom i tol~ko tom sluqae, kogda funkciØ F moßet byt~ predstavlena v vide

F (x) = ∑ γ∈Γ (x, γ)μ_γ lokal~no poqti vs¸du na G, gde {μ_γ }_{γ∈Γ} – semeæstvo qisel takoe, qto ∑ γ∈Γ |μ_γ |^p < +∞. �ta teorema dokazana v [1] dlØ G = Zi G = R. Sleduet otmetit~, qto dostatoqnost~ oqevidna. Krome togo, teorema oqevidna v sluqae, kogda G – kompaktnaØ gruppa. Deæstvitel~no, v takom sluqae postoØnnoe Ødro k(x, y) = 1 opredelØet integral~nyæ operator iz S_p(L^2(G)). Sledovatel~no, Ødro

F (x − y) = F (x − y)k(x, y) takße opredelØet integral~nyæ opera-

tor iz S_p(L^2(G)). Takim obrazom, operator svertki f → f ∗ F na

L^2(G) prinadleßit klassu S_p(L^2(G)). �tot operator unitarno

ffkvivalenten operatoru umnoßeniØ φ → φ ^F na L^2(Γ) = ℓ^2(Γ), gde ^F oboznaqaet preobrazovanie Fur~e funkcii F . Sledovatel~- no, ∑ γ∈Γ | ^F (γ)|^p < +∞. Pofftomu F (x) = ∑ γ∈Γ (x, γ) ^F (γ) poqti vs¸du

na G. Sluqaæ proizvol~noæ kommutativnoæ lokal~no kompaktnoæ gruppy G svoditsØ k sluqa¸ ee kompaktifikacii Bora G.

Rabota qastiqno podderßana RFFI, grant No. 99-01-00103, grant “Nauqnye xkoly” No. 00-15-96-022 i “IntegraciØ” grant No. 326.53.

1Sootvetstvu¸wie opredeleniØ i oboznaqeniØ sm. v x0. 5

6 A. B. ALEKSANDROV

Otmetim, qto dokazatel~stvo v [1] ne ispol~zuet kompaktifikacii Bora.

V sluqae, kogda gruppa G nekompaktna, postoØnnoe Ødro

k(x, y) = 1 ne opredelØet daße ograniqennyæ operator. V fftom

sluqae Ødro k ≡ 1 budet priblißeno dostatoqno horoximi Ødrami vida f(x)f(y), gde f ∈ L^2(G). Grubo govorØ, takaØ approksimaciØ pozvolit dokazat~, qto funkciØ F moßet byt~ prodolßena do funkcii ~F na kompaktifikacii Bora G takim obrazom, qto ~F (x − y) budet v klasse S_p(L^2(G)). Sleduet zametit~, qto

m(G) = 0, esli gruppa G nekompaktna, gde m – mera Haara na

G. Tem ne menee, v naxem sluqae moßno govorit~ o prodolßenii F , poskol~ku dostatoqno rassmatrivat~ sluqai, kogda F – dostatoqno horoxaØ funkciØ. �to vytekaet iz sledu¸weæ horoxo izvestnoæ teoremy.

Teorema o mul~tiplikatorah Teplica–Xura. Pust~ F – iz-

merimaØ funkciØ na G. Togda F (x−y) – mul~tiplikator Xura (dlØ S_1(L^2(G))) v tom i tol~ko tom sluqae, kogda funkciØ F moßet byt~ predstavlena v vide

F (x) = ∫ Γ (x, γ)dμ(γ) lokal~no poqti vs¸du na G, gde μ – kompleksnaØ bffrovskaØ mera na Γ.

K soßaleni¸, avtoru neizvestna toqnaØ ssylka v svØzi s fftoæ teoremoæ, sm. takße [1]. V konce fftoæ stat~i budet dano prostoe dokazatel~stvo fftoæ teoremy.

§0. Vvedenie

Pust~ H i H^′ – dva gil~bertovyh^2 prostranstva. Oboznaqim qerez L(H, H^′) mnoßestvo vseh nepreryvnyh lineænyh operatorov iz H v H^′. Pust~ {s_n(T )}_n¿_0 – posledovatel~nost~ singulØrnyh qisel operatora T ∈ L(H, H^′). Oboznaqim qerez S_p(H, H^′) klass Xattena-fon Neæmana, t.e. mnoßestvo vseh T ∈ L(H, H^′)

2My budem rassmatrivat~ takße i neseparabel~nye gil~bertovy prostranstva, poskol~ku prostranstvo L^2(G) ne ØvlØetsØ separabel~nym dlØ nekotoryh kommutativnyh lokal~no kompaktnyh grupp G.

MUL^TIPLIKATORY TEPLICA––XURA 7

takih, qto ‖T ‖^p_{Sp}^{def}= ‖T ‖^p_{Sp(H,H′ )}^{def}= ∑ n¿0^{sn(T )} p < +∞. Po povodu

klassov Xattena-fon Neæmana otsylaem qitatelØ k [3].

Pust~ (X, A, μ) – prostranstvo s meroæ. Mnoßestvo E ∈ A nazyvaetsØ lokal~no-nulevym, esli μ(A ∩ E) = 0 dlØ l¸bogo mnoßestva A ∈ A, dlØ kotorogo μ(A) < +∞. ˚sno, qto esli

μ(E) = 0, to E – lokal~no-nulevoe mnoßestvo. Obratnoe ver-

no v sluqae, kogda μ – σ-koneqnaØ mera. Budem govorit~, qto nekotoroe svoæstvo imeet mesto lokal~no poqti vs¸du, esli mnoßestvo vseh toqek, dlØ kotoryh ffto svoæstvo ne vypolneno, ØvlØetsØ lokal~no-nulevym. Oboznaqim qerez L^0(X, A, μ) mnoßestvo vseh kompleksnyh izmerimyh funkciæ, opredelennyh vs¸- du na X. Pust~ Z = Z(X, A, μ) – mnoßestvo vseh funkciæ f ∈

L^0(X, A, μ) takih, qto f = 0 lokal~no poqti vs¸du. Poloßim

L^0(X, A, μ)^{def}= L^0(X, A, μ)/Z. Kak obyqno, dlØ 0 < p < +∞ poloßim

‖f‖^p_Lp^{def}= ∫ X |f|^pdμ i L^p(X, A, μ)^{def}= {f ∈ L^0(X, A, μ) : ‖f‖_Lp < +∞}. Pust~ Z_0 = Z_0(X, A, μ) – mnoßestvo vseh funkciæ f ∈ L^0(X, A, μ) takih, qto f = 0 poqti vs¸du. ˚sno, qto Z_0 = Z ∩ L^p(X, A, μ) pri 0 < p < +∞. Opredelim L^p(X, A, μ)^{def}= L^p(X, A, μ)/Z_0 pri

0 < p < +∞. FunkciØ f ∈ L^0(X, A, μ) nazyvaetsØ suwestvenno ograniqennoæ, esli f + g – ograniqennaØ funkciØ dlØ nekotoroæ funkcii g ∈ Z. Poloßim ‖f‖_L∞^{def}= inf{M > 0 : |f| 6 M lokal~na poqti vs¸du}. Oboznaqim qerez L^∞(X, A, μ) mnoßestvo vseh suwestvenno ograniqennyh funkciæ v L^0(X, A, μ). Poloßim L^∞(X, A, μ)^{def}= L^∞(X, A, μ)/Z. Obyqno budem pisat~ L^p(X, μ) ili L^p(μ) vmesto L^p(X, A, μ). Pust~ G – kommutativnaØ lokal~no kompaktnaØ gruppa. PolnaØ poloßitel~naØ mera m na G nazyvaetsØ meroæ Haara, esli m udovletvorØet sledu¸wim usloviØm:

(i) oblast~ opredeleniØ mery m soderßit σ-algebru vseh borelevskih podmnoßestv gruppy G,

(ii) m(U ) > 0 dlØ l¸bogo nepustogo otkrytogo mnoßestva U ⊂ G, (iii) m(a + A) = m(A) dlØ l¸bogo fflementa a ∈ G i dlØ l¸bogo

borelevskogo mnoßestva A ⊂ G,

(iv) m(A) = inf m(U ) dlØ l¸bogo borelevskogo mnoßestva A ⊂

G, gde infimum beretsØ po vsem otkrytym mnoßestvam U ⊂ G takim, qto U ⊃ A.

Horoxo izvestno, qto mera Haara suwestvuet, i ona edin-

8 A. B. ALEKSANDROV stvenna s toqnost~¸ do poloßitel~noæ mul~tiplikativnoæ konstanty. Mnoßestvo A ⊂ G nazyvaetsØ izmerimym, esli A prinadleßit oblasti opredeleniØ mery m. ˚sno, qto svoæstva (iii) i

(iv) vypolneny dlØ l¸bogo izmerimogo mnoßestva A ⊂ G. Sledu-

et otmetit~, qto voobwe govorØ, m(A) ≠ sup m(K), gde supremum beretsØ po vsem kompaktnym mnoßestvam K ⊂ A.

Pust~ U ⊂ G nepustoe otkrytoe mnoßestvo s kompaktnym zamykaniem. Oboznaqim qerez G_0 = G_0(U ) gruppu, poroßdennu¸ U . ˚sno, qto G_0 – otkrytaØ podgruppa gruppy G. Mera Haara m ØvlØetsØ σ-koneqnoæ togda i tol~ko togda, kogda faktor-gruppa

G/G_0 ne bolee qem sqœtna. Pust~ E – izmerimoe podmnoßestvo

G. Togda E – lokal~no nulevoe mnoßestvo (otnositel~no mery Haara m) v tom i tol~ko tom sluqae, kogda m(E ∩ (x + G_0)) = 0 dlØ l¸bogo x ∈ G. Takim obrazom, Z(G, m) = Z_0(G, m) togda i tol~ko togda, kogda m – σ-koneqnaØ mera ili G – diskretnaØ gruppa.

Sleduet otmetit~, qto osnovnye rezul~taty fftoæ stat~i mogut byt~ poluqeny s pomow~¸ lix~ σ-koneqnyh mer. Deæstvitel~no, mera Haara m ØvlØetsØ σ-koneqnoæ na kaßdoæ gruppe vida G_0(U ), i trebuemye rezul~taty dlØ G mogut byt~ svedeny k analogiqnym rezul~tatam dlØ grupp G_0(U ). Tem ne menee, my ne budem izbegat~ rassmotreniØ ne-σ-koneqnyh mer.

Pust~ (X^′, A^′, μ^′) i (X, A, μ) – dva prostranstva s meroæ. Oboznaqim qerez (X^′ ×X, A^′ ⊗A, μ^′⊗μ) proizvedenie fftih prostranstv s meroæ. �to proizvedenie opredelØetsØ sledu¸wim obrazom. Snaqala poloßim (μ^′ ⊗ μ)_0(A^′ × A)^{def}= μ^′(A^′)μ(A) dlØ A^′ ∈ A^′ i

A ∈ A takih, qto μ^′(A^′), μ(A) < +∞; zatem opredelim meru μ^′ ⊗ μ

kak prodolßenie Karateodori mery (μ^′ ⊗ μ)_0.

S kaßdoæ funkcieæ k ∈ L^2(X^′ × X, μ^′ ⊗ μ) svØßem integral~nyæ operator Gil~berta–Xmidta T : L^2(X, μ) → L^2(X^′, μ^′), opredelØemyæ sledu¸weæ formuloæ:

(T f)(x^′) = ∫ X k(x^′, x)f(x)dμ(x). �to sootvetstvie pozvolØet otoßdestvit~ prostranstvo L^2(X^′ ×

X, μ^′ ⊗ μ) s S_2(L^2(X, μ), L^2(X^′, μ^′)).

DlØ k ∈ L^2(X^′ × X, μ^′ ⊗ μ) i p ∈ (0, +∞) oboznaqim qerez

‖k‖_{Sp(X}′_{×X,μ}′_{⊗μ)} S_p-normu integral~nogo operatora s Ødrom k.

MUL^TIPLIKATORY TEPLICA––XURA 9 Poloßim ‖k‖_{Sp(X}′_{×X,μ}′_{⊗μ)} = +∞, esli sootvetstvu¸wiæ integral~nyæ operator ne prinadleßit S_p.

DlØ p 6 2 oboznaqim qerez S_p(X^′ × X, μ^′ ⊗ μ) mnoßestvo vseh

k ∈ L^2(X^′ × X, μ^′ ⊗ μ) takih, qto ‖k‖_{Sp(X}′_{×X,μ}′_{⊗μ)} < +∞. ˚sno, qto S_2(X^′ × X, μ^′ ⊗ μ) = L^2(X^′ × X, μ^′ ⊗ μ).

FunkciØ λ ∈ L^0(X^′ × X, μ^′ ⊗ μ) nazyvaetsØ mul~tiplikatorom Xura dlØ klassa S_p, esli suwestvuet konstanta C takaØ, qto ‖λk‖_{Sp(X}′_{×X,μ}′_{⊗μ)} 6 C‖k‖_{Sp(X}′_{×X,μ}′_{⊗μ)} (1) dlØ vseh k ∈ L^2(X^′ × X, μ^′ ⊗ μ). Oboznaqim qerez ‖λ‖M_{p(X}′_{×X,μ}′_{⊗μ)} naimen~xu¸ konstantu C, dlØ kotoroæ vypolneno sootnoxenie (1).

FunkciØ λ nazyvaetsØ mul~tiplikatorom Xura, esli λ – mul~tiplikator Xura dlØ S_1.

DlØ p 6 2 funkciØ λ ∈ L^0(X^′ × X, μ^′ ⊗ μ) ØvlØetsØ mul~- tiplikatorom Xura dlØ klassa S_p togda i tol~ko togda, kogda λS_p(X^′ × X, μ^′ ⊗ μ) ⊂ S_p(X^′ × X, μ^′ ⊗ μ). Oboznaqim qerez M_p(X^′ × X, μ^′ ⊗ μ) mnoßestvo vseh mul~tiplikatorov Xura dlØ klassa S_p pri 0 < p < +∞. Horoxo izvestno, qto M_p(X^′ ×X, μ^′ ⊗μ) ⊂ M_2(X^′ ×X, μ^′ ⊗μ) = L^∞(X^′ ×X, μ^′ ⊗μ) pri vseh p ∈ (0, +∞). Krome togo, M_p(X^′ × X, μ^′ ⊗ μ) ⊂ M_q(X^′ × X, μ^′ ⊗ μ),

esli 0 < p < q 6 2, i M_p(X^′ × X, μ^′ ⊗ μ) = M_q(X^′ × X, μ^′ ⊗ μ), esli^1_p +^1_q = 1.

Esli X^′ = X i μ^′ = μ, to poloßim S_p(X, μ)^{def}= S_p(X^′ × X, μ^′ ⊗ μ), M_p(X, μ)^{def}= M_p(X^′ × X, μ^′ ⊗ μ).

Zaverxim fftot paragraf spiskom oboznaqeniæ. Pust~ X – lokal~no kompaktnoe prostranstvo. Oboznaqim qerez M (X) prostranstvo vseh kompleksnyh mer Bffra na X. KaßdaØ mera μ iz M (X) moßut byt~ prodolßena edinstvennym obrazom do regulØrnoæ borelevskoæ mery na X. �to prodolßenie budet oboznaqat~sØ toæ ße bukvoæ μ.

Pust~ C(X) – prostranstvo vseh kompleksnyh nepreryvnyh funkciæ na X. Prostranstvo C(X) ØvlØetsØ banahovym prostranstvom, esli X – kompaktnoe mnoßestvo. V fftom sluqae prostranstvo M (X) otoßdestvlØetsØ s prostranstvom vseh nepreryvnyh lineænyh funkcionalov na C(X).

Pust~ μ – poloßitel~naØ (ne obØzatel~no σ-koneqnaØ) mera Bffra na X. Oboznaqim qerez supp_0 μ mnoßestvo vseh x ∈ X takih, qto dlØ l¸boæ okrestnosti U toqki x suwestvuet bffrovskoe

10 A. B. ALEKSANDROV mnoßestvo E ⊂ U , dlØ kotorogo 0 < μ(E) < +∞. ˚sno, qto supp_0 μ – obyqnyæ nositel~ mery μ, esli μ – σ-koneqnaØ mera.

Pust~ G – kommutativnaØ lokal~no kompaktnaØ gruppa. Oboznaqim qerez Γ dvoæstvennu¸ gruppu. Pust~ m = m_G oboznaqaet meru Haara na G. Budem predpolagat~, qto m(G) = 1, esli gruppa G kompakta.

Poloßim

L^p(G)^{def}= L^p(G, m),

S_p(G)^{def}= S_p(G, m), M_p(G)^{def}= M_p(G, m).

Pust~ G^′ – ewe odna kommutativnaØ lokal~no kompaktnaØ gruppa s meroæ Haara m^′. Poloßim

S_p(G^′ × G)^{def}= S_p(G^′ × G, m^′ ⊗ m), M_p(G^′ × G)^{def}= M_p(G^′ × G, m^′ ⊗ m).

§1. Vspomogatel~nye utverßdeniØ

Pust~ {T_α} – napravlennoe semeæstvo v L(H, H^′), gde H i

H^′ – gil~bertovy prostranstva. Predpoloßim, qto T_0 = lim_α T_α

v slaboæ operatornoæ topologii. Togda Øsno, qto ‖T_0‖_{Sp} 6

lim inf_α ‖T_α‖_{Sp} pri l¸bom p > 0. Sledu¸waØ lemma predstavlØ-

et soboæ analog fftogo utverßdeniØ v sluqae, kogda operatory

T_α deæstvu¸t v razliqnyh parah gil~bertovyh prostranstv.

Lemma 1.1. Pust~ A – napravlennoe mnoßestvo. Pust~

{H_α}_{α∈A∪{0}} i {H^′_α}_{α∈A∪{0}} – dva semeæstva gil~bertovyh prostranstv. Pust~ T_α ∈ L(H_α, H^′_α) dlØ α ∈ A ∪ {0}. Pust~ L i L^′ – lineænye prostranstva. Pust~ J_α : L → H_α i J^′_α : L^′ → H^′_α – lineænye otobraßeniØ pri α ∈ A ∪ {0}. Predpoloßim, qto mnoßestvo J_α(L) plotno v H_α i J^′_α(L^′) plotno v H^′_α pri vseh α ∈ A∪{0}. Oboznaqim qerez (·, ·)_α vnutrennie proizvedeniØ v H_α i H^′_α. Predpoloßim, qto

lim_α (J_αx, J_αy)_α = (J_0x, J_0y)_0 ∀x, y ∈ L,

lim_α (J^′_αx^′, J^′_αy^′)_α = (J^′_0x^′, J^′_0y^′)_0 ∀x^′, y^′ ∈ L^′,

lim_α (T_αJ_αx, J^′_αx^′)_α = (T_0J_0x, J^′_0x^′)_0 ∀x ∈ L, ∀x^′ ∈ L^′.

MUL^TIPLIKATORY TEPLICA––XURA 11 Togda ‖T_0‖_{Sp(H0,H}′_{0)} 6 lim inf_α ‖T_α‖_{Sp(Hα,H}′_{α)} pri vseh p > 0.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno proverit~, qto esli ‖Tα‖S_p 6 1 pri vseh α ∈ A, to ‖T_0‖_{Sp} 6 1. Pust~ ‖T_α‖_{Sp} 6 1 pri vseh α ∈ A. Dostatoqno dokazat~, qto dlØ l¸bogo koneqnomernogo podprostranstva E v J_0(L) i dlØ l¸bogo koneqnomernogo podprostranstva E^′ v J^′_0(L^′) imeet mesto neravenstvo ‖P_E′ T_0P_E ‖_{Sp} 6 1, gde

P_E – ortogonal~nyæ proektor v H na E, a P_E′ – ortogonal~-

nyæ proektor v H^′ na E^′. Moßno vzØt~ podprostranstvo E_0 v L i podprostranstvo E^′_0 v L^′ takie, qto J_0(E_0) = E, J^′_0(E^′_0) = E^′,

dim E_0 = dim E i dim E^′_0 = dim E^′. Pust~ P^α_{E0} i P^α_E′_0 – ortogonal~-

nye proektory v H_α i H^′_α na J_α(E_0) i J^′_α(E^′_0) sootvetstvenno. Poloßim (x, y)_α^{def}= (J_αx, J_αy)_α dlØ x, y ∈ E_0 i (x^′, y^′)_α^{def}= (J^′_αx^′, J^′_αy^′)_α dlØ x^′, y^′ ∈ E^′_0. ˚sno, qto suwestvuet indeks α_0 ∈ A takoæ, qto

(·, ·)_α – vnutrennee proizvedenie v E_0 i v E^′_0 dlØ vseh α > α_0. DlØ α > α_0 i dlØ α = 0 rassmotrim operator ~T_α : E_0 → E^′_0 takoæ, qto ( ~T_αx, x^′)_α = (T_αJ_αx, J^′_αx^′)_α = (P^α_E′_0 T_αJ_αx, J_αx^′)_α dlØ vseh x ∈ E_0 i

vseh x^′ ∈ E^′_0. ˚sno, qto ‖ ~T_α‖_{Sp(E0(α),E}′_{0(α))} = ‖P^α_E′_0 T_αP^α_{E0} ‖_{Sp(Hα,H}′_{α)} 6 1 dlØ vseh α > α_0, gde E_0(α) oboznaqaet prostranstvo E_0 s vnutrennim proizvedeniem (·, ·)_α, a E^′_0(α) oboznaqaet prostranstvo E^′_0 s vnutrennim proizvedeniem (·, ·)_α. Krome togo, lim_α ~T_α = ~T_0 v l¸- boæ iz norm v L(E_0, E^′_0) i lim_α (x, y)_α = (x, y)_0 dlØ l¸byh x, y ∈ E_0 i dlØ l¸byh x, y ∈ E^′_0. Teper~ Øsno, qto ‖ ~T_0‖_{Sp(E0(0),E}′_{0(0))} 6 1. Sledovatel~no, ‖P_E′ T_0P_E ‖_{Sp(H0,H}′_{0)} 6 1. � Lemma 1.2. Pust~ X i X^′ – kompaktnye prostranstva. Pust~

μ i μ^′ – poloßitel~nye (ne obØzatel~no σ-koneqnye) mery na σ-algebrah bffrovskih podmnoßestv v X i v X^′ sootvetstvenno. Pust~ F ∈ M_p(X^′ × X, μ^′ ⊗ μ) pri nekotorom p > 0. Pust~ {k_α}_{α∈A} i {k^′_α}_{α∈A} – napravlennye semeæstva neotricatel~nyh funkciæ v L^1(μ) i v L^1(μ^′) sootvetstvenno. Predpoloßim, qto ‖k_α‖_L1_{(μ)} = ‖k^′_α‖_L1_{(μ}′_) = 1 pri vseh α ∈ A, lim_α k_αμ = ν v slaboæ topologii σ(M (X), C(X)) i lim_α k^′_αμ = ν^′ v slaboæ topologii σ(M (X^′), C(X^′)). Pust~ λ – predel~naØ toqka napravlennogo semeæstva {F (x^′, x)k^′_α(x^′)k_α(x)dμ^′(x^′)dμ(x)}_{α∈A} v slaboæ topologii

12 A. B. ALEKSANDROV

σ(M (X^′ × X), C(X^′ × X)). Togda λ = ~F · (ν^′ ⊗ ν), gde ~F ∈ L^∞(ν^′ ⊗ ν), ‖ ~F ‖_L∞_{(ν}′_{⊗ν)} 6 ‖F ‖_L∞_{(μ}′_{⊗μ)} i ‖ ~F ‖_{Sp(X}′_{×X,ν}′_{⊗ν)} 6 ‖F ‖M_{p(X}′_{×X,μ}′_{⊗μ)}. Dokazatel~stvo. Moßno sqitat~, qto

λ = lim_α F (x^′, x)k^′_α(x^′)k_α(x)dμ^′(x^′)dμ(x)

v slaboæ topologii σ(M (X^′ × X), C(X^′ × X)). ˚sno, qto | | | | | ∫ X^′ ×X φ(x^′, x)F (x^′, x)k^′_α(x^′)k_α(x)dμ^′(x^′)dμ(x) | | | | |

6 ‖F ‖L∞(μ′ ⊗μ)^∫

X^′×X |φ(x^′, x)|k^′_α(x^′)k_α(x)dμ^′(x^′)dμ(x) dlØ l¸boæ funkcii φ ∈ C(X^′ × X). Sledovatel~no, | | ∫ X^′ ×X φdλ | | 6 ‖F ‖_L∞_{(μ}′_{⊗μ)}‖φ‖_L1_{(ν}′_{⊗ν)} dlØ l¸boæ funkcii φ ∈ C(X^′ × X). Teper~

Øsno, qto λ = ~F · (ν^′ ⊗ ν), priqem ‖ ~F ‖_L∞_{(ν}′_{⊗ν)} 6 ‖F ‖_L∞_{(μ}′_{⊗μ)}.

Poloßim L = C(X), L^′ = C(X^′), H_α = L^2(k_αμ), H^′_α = L^2(k^′_αμ^′). Pust~ J_α : C(X) → L^2(k_αμ) i J^′_α : C(X^′) → L^2(k^′_αμ^′) – otobraßeniØ vkl¸qeniØ. Rassmotrim operatory T_α : L^2(k_αμ) → L^2(k^′_αμ^′) i ~T_α :

L^2(μ) → L^2(μ^′), opredelennye sledu¸wimi formulami:

(T_αf)(x^′) = ∫ X F (x^′, x)f(x)k_α(x)dμ(x),

( ~T_αf)(x^′) = ∫ X F (x^′, x) √ k^′_α(x^′) √ k_α(x)f(x)dμ(x). ˚sno, qto ‖ ~T_α‖_{Sp} 6 ‖F ‖M_p . Rassmotrim izometriqeskie operatory U_α : L^2(k_αμ) → L^2(μ) i U^′_α : L^2(k^′_αμ^′) → L^2(μ^′), opredelennye sootnoxeniØmi U_αf = √ k_αf, U^′_αf = √ k^′_αf. ˚sno, qto ~T_αU_α = U^′_αT_α

i ~T_α obrawa¸tsØ v nul~ na ortogonal~nom dopolnenii k obrazu operatora U_α. Sledovatel~no, ‖T_α‖_{Sp} = ‖ ~T_α‖_{Sp} 6 ‖F ‖M_p. OstaetsØ poloßit~ H_0 = L^2(ν), H^′_0 = L^2(ν^′),

(T_0f)(x^′) = ∫ X ~F (x^′, x)f(x)dν(x) dlØ f ∈ L^2(ν) i primenit~ lemmu 1.1. �

MUL^TIPLIKATORY TEPLICA––XURA 13

Sledstvie 1. Pust~ X, X^′, μ i μ^′ – takie ße, kak v lemme 1.2.

Pust~ ν i ν^′ – veroØtnostnye mery iz M (X) i M (X^′) sootvetstvenno. Predpoloßim, qto supp_0 ν ⊂ supp_0 μ i supp_0 ν^′ ⊂ supp_0 μ^′. Togda ‖F ‖_{Sp(X}′_{×X,ν}′_{⊗ν)} 6 ‖F ‖M_{p(X}′_{×X,μ}′_{⊗μ)} dlØ l¸boæ funkcii F ∈ C(X^′ × X) i dlØ l¸bogo p ∈ (0, +∞).

Dokazatel~stvo. Oboznaqim qerez K mnoßestvo vseh mer τ ∈

M (X), predstavimyh v vide τ = kμ, gde k ∈ L^1(μ), k >

0, i ‖k‖_L1_{(μ)} = 1. ˚sno, qto K – vypukloe mnoßestvo. Oboznaqim qerez K zamykanie mnoßestva K v slaboæ topologii

σ(M (X), C(X)). Legko videt~, qto K soderßit δ-meru δ_x dlØ

l¸boæ toqki x ∈ supp_0 μ. Sdedovatel~no, ν ∈ K. Takim obrazom, suwestvuet napravlennoe semeæstvo {k_α} v L^1(μ) takoe, qto ‖k_α‖_L1_{(μ)} = 1, k_α > 0 i lim_α k_αμ = ν v slaboæ topologii

σ(M (X), C(X)). Toqno tak ße suwestvuet napravlennoe semeæ-

stvo k^′_α v L^1(μ^′) takoe, qto ‖k^′_α‖_L1_{(μ}′_) = 1, k^′_α > 0 i lim_α k^′_αμ^′ = ν^′ v slaboæ topologii σ(M (X^′), C(X^′)). Poloßim λ = F · (ν^′ ⊗ ν). OstaetsØ primenit~ lemmu 1.2. � Sledstvie 2. Pust~ G i G^′ – kommutativnye lokal~no kompak-

tnye gruppy. Pust~ F – poqti periodiqeskaØ funkciØ na G^′ × G. Oboznaqim qerez G i G^′ kompaktifikacii Bora grupp G i G^′ sootvetstvenno. Pust~ ~F – nepreryvnoe prodolßenii funkcii F na mnoßestvo to G^′ × G. Togda ‖ ~F ‖_{Sp(G}′_{×G)} 6 ‖F ‖M_{p(G}′_{×G)} dlØ l¸bogo p ∈ (0, +∞).

Dokazatel~stvo. Opredelim meru ~m ∈ M (G) taku¸, qto ~m(B) =

m(B ∩ G) dlØ l¸bogo borelevskogo podmnoßestva B mnoßestva

G. ˚sno, qto supp_0 ~m = G. OstaetsØ primenit~ sledstvie 1. � Zameqanie. Lemma 1.2 i ee sledstviØ mogut byt~ usileny pri

p > 2. Deæstvitel~no, esli p > 2, to q = p p − 1 < p, i, polagaØ

p := q, poluqaem bolee sil~nye rezul~taty.

Pust~ F oboznaqaet preobrazovanie Fur~e, t.e. (Fμ)(γ)^{def}= ∫ G (−x, γ)dμ(x) dlØ μ ∈ M (G). Inogda budem pisat~ ^μ vmesto

Fμ. Rassmotrim takße obratnoe preobrazovanie Fur~e F^{−1}, opredelennoe sledu¸weæ formuloæ: (F^{−1}μ)(γ)^{def}= ∫ G (x, γ)dμ(x) = (Fμ)(−γ) dlØ μ ∈ M (G). Kak obyqno, prostranstvo L^1(G) oto-

14 A. B. ALEKSANDROV ßdestvlØetsØ s prostranstvom vseh absol¸tno nepreryvnyh mer iz M (G). V qastnosti, esli f ∈ L^1(G), to ^f (γ) = (Ff)(γ)^{def}= ∫ G (−x, γ)f(x)dm(x). Lemma 1.3. Pust~ G – kommutativnaØ lokal~no kompaktnaØ

gruppa. Pust~ V – okrestnost~ nulØ v dvoæstvennoæ gruppe Γ. Togda suwestvuet neotricatel~naØ funkciØ k ∈ L^1(G) takaØ, qto ^k(0) = 1 i ^k obrawaetsØ v nul~ vne V .

Dokazatel~stvo fftoæ lemmy moßno naæti v [4].

Sledstvie. Suwestvuet napravlennoe semeæstvo {kα} neotri-

catel~nyh funkciæ v L^1(G) takoe, qto ∫ G k_αdm = 1 dlØ vseh α i

lim_α ^k_α = 0 ravnomerno vne l¸boæ okrestnosti nulØ v Γ. �

Kak obyqno, gruppa G otoßdestvlØetsØ s gruppoæ vseh harakterov na Γ. Takim obrazom, esli μ ∈ M (Γ), to (Fμ)(x)^{def}= ∫ G (−x, γ)dμ(γ) i (F^{−1}μ)(x)^{def}= ∫ G (x, γ)dμ(γ) = (Fμ)(−x). Lemma 1.4. Pust~ {kα} – napravlennoe semeæstvo v L^1(G). Pred-

poloßim, qto sup ‖k_α‖_L1_{(G)} < +∞, ^k_α(0) = 1 dlØ l¸bogo α i lim_α ^k_α = 0 ravnomerno vne l¸boæ okrestnosti nulØ v Γ. Pust~ F = F^{−1}μ, gde μ ∈ M (Γ). Togda lim_α ∫ G F k_αdm = μ{0}. Dokazatel~stvo. Dostatoqno rassmotret~ sluqaæ, kogda μ{0} = 0. Togda dlØ l¸bogo poloßitel~nogo ε suwestvuet okrestnost~ nulØ V v Γ takaØ, qto |μ|(V ) < ε. Imeem ∫ G F k_αdm = ∫ Γ ∫ G k_α(x)(x, γ)dm(x)dμ(γ)

= ∫ Γ ^k_α(−γ)dμ(γ) = ∫ V ^k_α(−γ)dμ(γ) + ∫ Γ\V ^k_α(−γ)dμ(γ).

Vtoroe slagaemoe stremitsØ k 0, poskol~ku lim_α ^k_α = 0 vne −V . Modul~ pervogo slagaemogo ocenivaetsØ veliqinoæ ε sup ‖k_α‖_L1_{(G)}.�

MUL^TIPLIKATORY TEPLICA––XURA 15

Sledstvie 1. V usloviØh lemmy 1.4 imeem

lim_α ∫ G |F |^2k_αdm = ∑ γ∈Γ |μ{γ}|^2.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim meru ~μ taku¸, qto ~μ(B)^{def}= μ(−B) dlØ l¸bogo borelevskogo mnoßestva B v Γ. Poloßim λ^{def}= μ ∗ ~μ. OstaetsØ zametit~, qto |F (x)|^2 = ∫ Γ (x, γ)dλ(γ) i λ{0} = ∑ γ∈Γ |μ{γ}|^2. Sledstvie 2. V usloviØh lemmy 1.4 imeem

lim_α ∫ G |F (x − y)|^2k_α(x)k_α(y)dm(x)dm(y) = ∑ γ∈Γ |μ{γ}|^2. Dokazatel~stvo. Rassmotrim meru ν ∈ M (Γ × Γ) taku¸, qto

ν(B) = μ{γ ∈ Γ : (γ, −γ) ∈ B}. ˚sno, qto F (x−y) = F^{−1}ν. OstaetsØ

primenit~ sledstvie 1 k gruppe G × G. � Sledstvie 3. Pust~ vypolneny usloviØ lemmy 1.4. Oboznaqim

qerez G kompaktifikaci¸ Bora gruppy G. Poloßim F_d(x)^{def}= ∑ γ∈Γ (x, γ)μ{γ} pri x ∈ G. Togda lim_α F k_α ~m = F_dm v slaboæ topologii

σ(M (G), C(G)), gde m – mera Haara na G i ~m oboznaqaet taku¸ ße meru, kak v dokazatel~stve sledstviØ 2 k lemme 1.2.

Dokazatel~stvo. Pust~ λ – predel~naØ toqka napravlennogo semeæstva {F k_α ~m} v slaboæ topologii σ(M (G), C(G)). Togda ^λ(γ) =

lim_α ∫ G (x, −γ)F (x)k_α(x)dm(x) = μ{γ} po lemme 1.4. Sledovatel~no,

λ = F_dm. Takim obrazom, F_dm – edinstvennaØ predel~naØ toqka

napravlennogo semeæstva {F k_α ~m}. Sledstvie dokazano. �

§2. Osnovnye rezul~taty Teorema 2.1. Pust~ G i G^′ – kommutativnye lokal~no kompakt-

nye gruppy. Pust~ μ – mera iz M (Γ^′ × Γ). Predpoloßim, qto funkciØ F = F^{−1}μ – mul~tiplikator Xura iz klassa S_p(L^2(G), L^2(G^′)) pri p ∈ (0, 1]. Poloßim

F_d(x^′, x) = ∑ (γ^′,γ)∈Γ^′ ×Γ (x^′, γ^′)(x, γ)μ{(γ^′, γ)}

16 A. B. ALEKSANDROV

dlØ (x^′, x) ∈ G^′ × G, gde G^′ × G = G^′ × G – kompaktifikaciØ Bora gruppy G^′ × G. Togda F_d ∈ S_p(G^′ × G) i ‖F_d‖_{Sp(G}′_{×G)} 6 ‖F ‖M_{p(G}′_{×G)}.

Dokazatel~stvo. Voz~mem napravlennoe semeæstvo {kα} v L^1(G) i {k^′_α} v L^1(G^′) takie, qto k_α > 0, k^′_α > 0, ‖k_α‖_L1_{(G)} = ‖k^′_α‖_L1_{(G}′_) = 1, lim_α ^k_α = 0 ravnomerno vne l¸boæ okrestnosti nulØ v Γ i

lim_α ^k^′_α = 0 ravnomerno vne l¸boæ okrestnosti nulØ v Γ^′. ˚sno,

qto lim_α “

k^′_α(x^′)k_α(x)(γ^′, γ) = lim_α ^k^′_α(γ^′)^k_α(γ) = 0 ravnomerno vne l¸-

boæ okrestnosti nulØ v Γ^′ × Γ. OstaetsØ primenit~ lemmu 1.2 i sledstvie 3 iz lemmy 1.4. �

Lemma 2.2. Pust~ F = F^{−1}μ, gde μ – mera iz M (Γ). Pust~ h ∈

L^2(G), priqem ‖h‖_L2_{(G)} = 1. Oboznaqim qerez T : L^2(G) → L^2(G) integral~nyæ operator s Ødrom F (x − y)h(x)h(y). Togda Trace T = F (0).

Dokazatel~stvo. Rassmotrim integral~nyæ operator Tγ : L^2(G)

→ L^2(G) s Ødrom (x − y, γ)h(x)h(y), gde γ ∈ Γ. ˚sno, qto T_γ

– operator ranga 1. Krome togo, semeæstvo {T_γ }_{γ∈Γ} opredelØet nepreryvnu¸ S_1-znaqnu¸ funkci¸ na Γ. Sledovatel~no, ∫ Γ T_γ dμ(γ) ∈ S_1(L^2(G)). OstaetsØ zametit~, qto T = ∫ Γ T_γ dμ(γ), i Trace T = ∫ Γ Trace T_γ dμ(γ) = ∫ Γ dμ = F (0). �

Lemma 2.3. Pust~ F = F^{−1}μ, gde μ – nepreryvnaØ mera iz M (Γ).

Predpoloßim, qto F (x − y) – mul~tiplikator Xura dlØ klassa S_p(L^2(G)) pri nekotorom p < 1. Togda F = 0.

Dokazatel~stvo. Voz~mem napravlennoe semeæstvo {kα} v L^1(G) takoe, qto k_α > 0, ‖k_α‖_L1_{(G)} = 1, lim_α ^k_α = 0 ravnomerno vne l¸boæ

okrestnosti nulØ v Γ. Rassmotrim integral~nyæ operator ~T_α :

L^2(G) → L^2(G), opredelØemyæ sledu¸weæ formuloæ

( ~T_αf)(x) = ∫ G F (x − y) √ k_α(x) √ k_α(y)f(y)dm(y). ˚sno, qto ‖ ~T_α‖_{Sp} 6 ‖F (x − y)‖M_p . Zametim, qto

lim_α ‖ ~T_α‖^2_{S2} = lim_α ∫ G×G |F (x − y)|^2k_α(x)k_α(y)dm(x)dm(y) = 0

MUL^TIPLIKATORY TEPLICA––XURA 17

po sledstvi¸ 2 iz lemmy 1.4. ˚sno, qto ‖ ~T_α‖_{S1} 6 ‖ ~T_α‖^{2−2p2−p}_{S2} ‖ ~T_α‖^{p2−p}_{Sp} . Sledovatel~no, lim_α ‖ ~T_α‖_{S1} = 0, otkuda lim_α Trace( ~T_α) = 0. Po lemme 2.2 imeem Trace( ~T_α) = F (0) dlØ vseh α. Takim obrazom, F (0) = 0. DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva zametim, qto funkciØ F (x + a) udovletvorØet usloviØm lemmy 2.3 dlØ l¸bogo a ∈ G. � Teorema 2.4. Pust~ F – izmerimaØ funkciØ na kommutativnoæ

lokal~no kompaktnoæ gruppe G. Pust~ 0 < p < 1. Togda F (x − y) ØvlØetsØ mul~tiplikatorom Xura dlØ klassa S_p(L^2(G)) v tom i tol~ko tom sluqae, kogda F moßno predstavit~ v vide

F (x) = ∑ γ∈Γ (x, γ)μ_γ lokal~no poqti vs¸du na G, gde {μ_γ }_{γ∈Γ} – nabor qisel, priqem ∑ γ∈Γ |μ_γ |^p < +∞. Dokazatel~stvo. Dostatoqnost~ oqevidna; dokaßem neobhodimost~. Pust~ F (x − y) – mul~tiplikator Xura dlØ klassa

S_p(L^2(G)). Togda F (x − y) – mul~tiplikator Xura. Takim obra-

zom, po teoreme o mul~tiplikatorah Teplica–Xura moßno sqitat~, qto F predstavlØetsØ v vide F = F^{−1}μ, gde μ ∈ M (Γ). Po teoreme 2.1 imeem F_d(x − y) ∈ S_p(G × G). Otmetim, qto ‖F_d(x − y)‖^p_{Sp (G)} = ∑ γ∈Γ | ^F_d(γ)|^p = ∑ γ∈Γ |μ(γ)|^p < +∞. Sledovatel~-

no, F_d(x − y) ∈ M_p(G × G). OstaetsØ zametit~, qto F = F_d po lemme 2.3. � Zameqanie. Iz dokazatel~stva Øsno, qto^∑_{γ∈Γ} |μγ|^p 6‖F (x−y)‖^pM_p . Protivopoloßnoe neravenstvo oqevidno. Sledovatel~no, ∑ γ∈Γ |μ_γ |^p = ‖F (x − y)‖^pM_p dlØ vseh p ∈ (0, 1). �

§3 Mul~tiplikatory Teplica–Xura V fftom paragrafe budet dano prostoe dokazatel~stvo teoremy o mul~tiplikatorah Teplica–Xura. Snaqala budet dokazano utverßdenie, dopolnØ¸wee rezul~tat M. X. Birmana [2]. Qtoby sformulirovat~ ffto utverßdenie, vvedem nekotorye oboznaqeniØ. Pust~ f – funkciØ na G×G, gde G – kommutativnaØ lokal~no kompaktnaØ gruppa. Poloßim (Tf)(x)^{def}= ∫ G f(x + t, t)dm(t).

18 A. B. ALEKSANDROV Opredelim A(G)^{def}= {Fh : h ∈ L^1(Γ)} = {F^{−1}h : h ∈ L^1(Γ)}. Poloßim ‖Fh‖_{A(G)}^{def}= ‖h‖_L1_{(Γ)}.

Teorema 3.1. Pust~ k ∈ S1(G), gde G – kommutativnaØ lokal~no

kompaktnaØ gruppa. Togda Tk imeet smysl poqti vs¸du na G, Tk sovpadaet poqti vs¸du s funkcieæ Φ ∈ A(G), i ‖Φ‖_{A(G)} 6 ‖k‖_{S1(G)}.

Obratno, dlØ l¸boæ funkcii Φ ∈ A(G) suwestvuet funkciØ k ∈ S_1(G) takaØ, qto Φ = Tk poqti vs¸du i ‖k‖_{S1(G)} = ‖Φ‖_{A(G)}.

Dokazatel~stvo. Pust~ k ∈ S1(G). Togda horoxo izvestno, qto k moßno predstavit~ v vide k(x, y) = ∑ n¿0^{snfn(x)gn(y)} (rØd sho-

ditsØ v S_1), gde f_n, g_n ∈ L^2(G), ‖f_n‖_L2_{(G)} = ‖g_n‖_L2_{(G)} = 1, s_n > 0, ∑ n¿0^{sn = ‖k‖S1(G)} . Takim obrazom, dostatoqno rassmotret~ slu-

qaæ, kogda k(x, y) = f(x)g(−y) pri f, g ∈ L^2(G). V fftom sluqae trebuemoe utverßdenie oqevidno, poskol~ku Tk = f ∗ g i

‖f ∗ g‖_{A(G)} 6 ‖f‖_L2_{(G)}‖g‖_L2_{(G)} = ‖k‖_{S1(G)}. Qtoby dokazat~ obrat-

noe, zametim, qto A(G) = {f ∗f : f ∈ L^2(G)} i ‖f ∗f‖_{A(G)} = ‖f‖^2_L2_{(G)}. Takim obrazom, dlØ l¸boæ funkcii Φ ∈ A(G) suwestvuet funkciØ k ∈ S_1(G) vida k(x, y) = f(x)f(−y) takaØ, qto Tk = Φ poqti vs¸du. �

Poloßim B(G)^{def}= {Fμ : μ ∈ M (Γ)} = {F^{−1}μ : μ ∈ M (Γ)}.

Teorema 3.2. Pust~ F – izmerimaØ funkciØ na kommutativnoæ

lokal~no kompaktnoæ gruppe G. Togda F (x − y) ØvlØetsØ mul~tiplikatorom Xura v tom i tol~ko tom sluqae, kogda funkciØ F sovpadaet lokal~no poqti vs¸du s nekotoroæ funkcieæ iz B(G).

Dokazatel~stvo. Iz oqevidnogo sootnoxeniØ ‖(x − y, γ)‖M_{1(G)} =

‖(x, γ)(−y, γ)‖M_{1(G)} = 1 dlØ γ ∈ Γ vytekaet dostatoqnost~. Do-

kaßem neobhodimost~. Budet pokazano, qto esli Φ ∈ A(G), to funkciØ F Φ sovpadaet poqti vs¸du s funkcieæ iz A(G). Po teoreme 3.1 suwestvuet funkciØ k ∈ S_1(G) takaØ, qto Tk = Φ poqti vs¸du. Togda T(F (x − y)k(x, y)) = F Φ. Teper~ iz teoremy 3.1 sleduet, qto F Φ sovpadaet poqti vezde s funkcieæ ~F Φ ∈ A(G).

DlØ l¸boæ toqki a ∈ G moßno vzØt~ funkci¸ Φ ∈ A(G) taku¸,

qto Φ(a) ≠ 0. Poloßim F_a^{def}= ~F Φ Φ | | |_{Ua} , gde Ua – okrestnost~ toqki

a, dlØ kotoroæ Φ(x) ≠ 0 pri x ∈ U_a.

MUL^TIPLIKATORY TEPLICA––XURA 19 Takim obrazom, dlØ l¸boæ toqki a ∈ G suwestvuet okrestnost~ U_a i nepreryvnaØ funkciØ F_a : U_a → C takie, qto

F = F_a poqti vs¸du na U_a. Sledovatel~no, suwestvuet funk-

ciØ ~F ∈ C(G) takaØ, qto F = ~F lokal~no poqti vs¸du. ˚sno, qto ~F A(G) ⊂ A(G). Qtoby dokazat~, qto ~F ∈ B(G), dostatoqno soslat~sØ na teoremu Hel~sona–�dvardsa, sm. [4]. � Zameqanie. Legko videt~, qto esli F = Fμ, to ‖F (x−y)‖M_{1(G)} = ‖μ‖_{M(Γ)}. Literatura

1. A. B. Aleksandrov and V. V. Peller, Hankel and Toeplitz–Schur multipliers.

Preprint.

2. M. Sh. Birman, A proof of the Fredholm trace formula as an application of a simple embedding for kernels of integral operators of trace class in L2(Rn). Linköping University. Preprint, LITH-Math.-R-89-30.

3. A. Pietsch, Operator ideals. North-Holland Mathematical Library, 20, Amsterdam-New York (1980).

4. W. Rudin, Fourier analys on groups. Interscience Publisher, New York (1962).

Aleksandrov A. B. Toeplitz–Schur multipliers of S_p(L^2(G)) for p < 1. We study Toeplitz–Schur multipliers of Schatten–von Neumann class S_p for 0 < p < 1. We describe all functions F on an arbitrary commutative locally compact group G satisfying the following condition: for any integral operator in S_p with kernel function k(x, y), the kernel function F (x − y)k(x)k(y) determines also an integral operator in S_p.

Postupilo 25 i¸nØ 2001 g. S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

Email alex@pdmi.ras.ru