Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 282, 2001 g.

I. V. Videnskiæ

O NUL˚H PROIZVODNO` RACIONAL^NO` FUNKCII I KOINVARIANTNYH PODPROSTRANSTVAH OPERATORA SDVIGA V PROSTRANSTVE BERGMANA

§1. Kritiqeskie toqki racional~noæ funkcii

KlassiqeskaØ teorema Gaussa utverßdaet, qto esli vse korni kompleksnogo mnogoqlena leßat v poluploskosti, to i vse korni ego proizvodnoæ leßat v toæ ße poluploskosti. Analogom fftoæ teoremy dlØ racional~noæ funkcii r slußit teorema Uolxa [1, gl. 4], opisyva¸waØ mnoßestvo na ploskosti, v kotorom mogut leßat~ nuli proizvodnoæ r^′, v predpoloßenii, qto nuli funkcii r leßat v odnoæ poluploskosti, a pol¸sa v nekotoroæ drugoæ poluploskosti. OkazyvaetsØ, odnako, qto nezavisimo ot raspoloßeniØ pol¸sov funkcii r, moßno koe-qto skazat~ o raspoloßenii nuleæ funkcii r^′. Osnovnym rezul~tatom stat~i ØvlØetsØ sledu¸waØ teorema.

Teorema 1. (i) Pust~ r(z) = p(z)/q(z), deg p > 1, – racional~naØ

funkciØ, vse nuli kotoroæ leßat v zamknutoæ poluploskosti H, a te pol¸sa, kotorye leßat v H, ØvlØ¸tsØ prostymi. Togda po kraæneæ mere odin nol~ proizvodnoæ r^′ leßit v H.

(ii) DlØ l¸byh natural~nyh qisel n, m (n > 1) suwestvu¸t vza-

imno prostye mnogoqleny p, q s prostymi nulØmi, deg p = n,

deg q = m takie, qto funkciØ r = p/q imeet vse nuli v zamknutoæ

poluploskosti H, a ee proizvodnaØ r^′ imeet rovno odin nol~ v H.

˚sno, qto teorema ostaetsØ spravedlivoæ pri zamene v formulirovke poluploskosti na krug. Oboznaqim qerez W (q, p) =

p^′q − pq^′ vronskian mnogoqlenov q i p. Togda pervu¸ qast~ teo-

remy 1 moßno pereformulirovat~ tak.

Rabota qastiqno podderßana grantom RFFI No. 99-01-00103 i grantom “Veduwie nauqnye xkoly” No. 00-15-96022. 26

O NUL˚H PROIZVODNO` 27

Sledstvie 1. Esli vse nuli odnogo iz mnogoqlenov p, W (q, p)

(deg p > 1) leßat v poluploskosti H, to po kraæneæ mere odin

nol~ drugogo mnogoqlena leßit v H.

KlassiqeskaØ teorema Greæsa utverßdaet, qto takim ße, kak v sledstvii 1, svoæstvom oblada¸t pary apolØrnyh mnogoqlenov (sm. [2, gl. 4]) ili [3, otdel 5, gl. 2]). Otmetim, qto v naxem sluqae para p, W (q, p) budet apolØrnoæ lix~ pri deg p = deg q = 2. Pofftomu svoæstva apolØrnyh mnogoqlenov, vyteka¸wie iz teoremy Greæsa, perenosØtsØ na pary p, W (q, p). Naprimer,

Sledstvie 2. Esli vse korni mnogoqlena p (deg p > 1) leßat v

vypuklom mnoßestve A, a vse korni vronskiana W (q, p) leßat v vypuklom mnoßestve B, to pereseqenie A ∩ B nepusto.

Posle moego doklada [4] na konferencii v i¸ne 2000 g. v Odense uqastnik konferencii H. Buff l¸bezno soobwil mne o sledu¸weæ pereformulirovke pervoæ qasti Teoremy 1, priqem on naxel i drugoe ee dokazatel~stvo [5].

Sledstvie 3. Pust~ r – racional~noe otobraßenie sfery Rima-

na. Esli vse nuli (ili vse pol¸sa) otobraßeniØ r leßat v zamknutom kruge D, to D soderßit hotØ by odnu kritiqesku¸ toqku otobraßeniØ r.

Zdes~ pod kritiqeskimi toqkami otobraßeniØ r = p/q my ponimaem koneqnye nuli vronskiana W (q, p) i toqku ∞, esli ona ØvlØetsØ nulem ili pol¸som dlØ r kratnosti bol~xe, qem 1.

Dokazatel~stvo teoremy 1 otloßim do §3, a seæqas privedem priloßenie teoremy 1 k zadaqe iz teorii prostranstv Bergmana, kotoraØ i poslußila ishodnoæ toqkoæ nastoØwego issledovaniØ.

§2. Koinvariantnye podprostranstva operatora sdviga v prostranstve Bergmana

Sformuliruem abstraktnu¸ zadaqu dlØ nekotorogo gil~bertova prostranstva X funkciæ, analitiqeskih v ediniqnom kruge D, D = {z : |z| < 1}, a zatem primenim teoremu 1 dlØ rexeniØ fftoæ zadaqi, v sluqae, kogda X ØvlØetsØ prostranstvom Bergmana. Pust~ operator sdviga M_z , M_z f = zf, deæstvuet v X, I – koneqnomernoe invariantnoe podprostranstvo soprØßennogo

28 I. V. VIDENSKI`

operatora M^∗_z , dim I = n. Esli f – fflement iz I, to qto moßno skazat~ o qisle nuleæ funkcii f v kruge D? Legko videt~, qto vosproizvodØwie Ødra k_λ(z) ((g, k_λ) = g(λ), g ∈ X) ØvlØ¸tsØ sobstvennymi vektorami operatora M^∗_z , a vosproizvodØwie Ødra dlØ proizvodnyh k^{(m)}_λ ((g, k^{(m)}_λ ) = g^{(m)} (λ), g ∈ X) ØvlØ¸tsØ kornevymi vektorami operatora M^∗_z . Sledovatel~no, prostranstvo I ØvlØetsØ lineænoæ oboloqkoæ soderßawihsØ v nem vosproizvodØwih Øder, to est~ esli f ∈ I, to f = ∑_n j=1 c_j k_{λj} (s sootvetstvu-

¸wimi izmeneniØmi, esli I soderßit kornevye vektory.)

V prosteæxem sluqae, kogda X est~ prostranstvo Hardi H^2, dlØ koinvariantnogo podprostranstva I, dim I = n, imeem I =

K_Θ = H^2 ⊖ΘH^2, gde Θ – proizvedenie BlØxke s n nulØmi {z_k }^n_{k=1}.

Togda vkl¸qenie f ∈ I oznaqaet, qto f = n∑ k=1 c_k 1 − z̄_k z = q(z) p(z) , gde q – proizvol~nyæ mnogoqlen, deg q < n, a nuli mnogoqlena p nahodØtsØ v D_− = {z : |z| > 1}. Oqevidno, v fftom sluqae qislo nuleæ mnogoqlena q v kruge moßet prinimat~ l¸boe znaqenie ot 0 do (n − 1).

Pust~ X = L^2_a(D ) ØvlØetsØ prostranstvom Bergmana, to est~ ffto – prostranstvo analitiqeskih v D funkciæ, dlØ kotoryh

‖f‖^2 = ∫ D |f(z)|^2dm_2 < ∞, gde m_2 – normirovannaØ ploskaØ mera Lebega. Togda

k_λ(z) = 1 (1 − λ̄z)^2

, k^{(m)}_λ (z) =

(m + 1)!z^m

(1 − λ̄z)^{m+1} . Oboznaqim qerez Z(f) mnoßestvo nuleæ funkcii f.

Teorema 2. (i) Esli I est~ invariantnoe podprostranstvo ope-

ratora M^∗_z razmernosti n, n > 1, f – nekotoryæ fflement iz I, to 0 6 card(Z(f) ∩ D ) 6 2n − 3.

(ii) DlØ l¸bogo m, 0 6 m 6 2n − 3, naædutsØ invariantnoe pod-

prostranstvo I razmernosti n i fflement f iz I, dlØ kotorogo

card(Z(f) ∩ D ) = m.

O NUL˚H PROIZVODNO` 29

Vospol~zovavxis~ vyraßeniem Ødra Bergmana dlØ proizvol~- noæ odnosvØznoæ oblasti qerez konformnoe otobraßenie fftoæ oblasti na krug i Ødro Bergmana dlØ kruga, poluqim

Sledstvie 4. DlØ l¸boæ odnosvØznoæ oblasti G s graniceæ, so-

stoØweæ bolee qem iz odnoæ toqki, qislo nuleæ v G lineænoæ kombinacii n (n > 1) Øder Bergmana moßet prinimat~ znaqeniØ ot 0 do 2n − 3.

Dokazatel~stvo teoremy 2. Vmesto kruga D udobnee budet ras-

smotret~ nißn¸¸ poluploskost~ C_− = {z : Im z < 0}. Togda f = n∑ k=1 c_k (z − z_k )^2 , gde z_k ∈ C_+ = {z : Im z > 0}. Esli podprostranstvo I soderßit i kornevye vektory, to est~ v summe dlØ f vstreqa¸tsØ i slagaemye vida c_k(z − z_k)^{−m} , m > 2, to stepen~ qislitelØ drobi f budet men~xe, qem (2n − 2), pofftomu moßno predpoloßit~, qto vse toqki {z_k }^n_{k=1} razliqny. Zametim, qto f(z) = ( − n∑ k=1 c_k z − z_k )_′ = ( q p )_′ , Z(p) ⊂ C_+ .

Po sledstvi¸ 1 po kraæneæ mere odin nol~ vronskiana W (q, p) leßit v C_+ i, znaqit, card(Z(f) ∩ C_− ) 6 2n − 3.

Dokaßem punkt (ii) indukcieæ po n. DlØ n = 2 legko ukazat~ lineænye kombinacii, vovse ne ime¸wie nuleæ, a takße lineænye kombinacii, ime¸wie odin nol~ v C_− . Pust~ dlØ (n − 1) utverßdenie verno. Iz punkta (ii) teoremy 1 sleduet, qto suwestvu¸t vzaimno prostye mnogoqleny p, q, deg p = n, deg q = n − 1, takie, qto Z(p) ⊂ C_+ , card(Z(W (q, p)) ∩ C_+ ) = 1, gde C_+ = {z : Im z > 0}. Tak kak deg W (q, p) = 2n − 2, to card(Z(W (q, p) ∩ C_− ) = 2n − 3. Analogiqno, vybrav q, deg q = n − 2, poluqim lineænu¸ kombinaci¸ n Øder Bergmana s (2n − 4) nulØmi v C_− , esli ße 0 6 m 6 2n − 5, to po indukcionnomu predpoloßeni¸ naædetsØ fflement f, f ∈ I,

dim I = (n − 1), takoæ, qto card(Z(f) ∩ C_− ) = m. �

Otmetim, qto koneqnye lineænye kombinacii Øder Bergmana izuqa¸tsØ v [6] v svØzi s problemoæ faktorizacii v prostranstve Bergmana.

30 I. V. VIDENSKI`

§3. Dokazatel~stvo teoremy 1

Lemma. Pust~ g(z) = z^n +an−1z^{n−1} +. . .+a0 – mnogoqlen, vse nuli

kotorogo leßat v C_+ , togda a_1/a_0 ∈ C_+ .

Dokazatel~stvo lemmy. Oboznaqim qerez c1, . . . , cn nuli mno-

goqlena g(z). Togda

a_0 = (−1)^nc_1 . . . c_n, a_1 = (−1)^{n−1} n∑ j=1 n∏ k=1 k≠j c_k , a_1 a_0 = − n∑ j=1 1 c_j . �

Esli a_0 ≠ 0, to lemma spravedliva i pri zamene C_+ na C_+ . Dokaßem punkt (i) teoremy 1 dlØ poluploskosti C_+ . Esli u mnogoqlena p est~ nol~ kratnosti bol~xe, qem odin, to fftot ße nol~ budet nulem vronskiana W (q, p), pofftomu moßno sqitat~, qto vse nuli polinoma p razliqny. Sdelaem lineænu¸ zamenu peremennyh v mnogoqlenah p i q tak, qtoby odin iz nuleæ mnogoqlena p sovpal s naqalom koordinat, a ostal~nye ego nuli ostalis~ v C_+. Budem sqitat~, qto starxie kofffficienty mnogoqlenov p i q ravny edinice. Oboznaqim

p(z) = z^n + . . .+ a_2 z^2 + a_1z, W (q, p) = (n − m)z^{n+m−1} + . . . + b_1z + b_0.

Tak kak p i q vzaimno prosty, to q(0) ≠ 0,

W (q, p)(0) = (p^′q − q^′p)(0) = p^′(0)q(0) = a_1q(0),

(W (q, p))^′(0) = (p^{′′}q − q^{′′}p)(0) = p^{′′}(0)q(0) = 2a_2q(0).

S drugoæ storony W (q, p)(0) = b_0, W^′(q, p)(0) = b_1. Sledovatel~- no, b_1/b_0 = 2a_2/a_1. Po lemme a_2/a_1 ∈ C_+ . Dopustim, qto vse nuli vronskiana W (q, p) leßat v C_− , togda po lemme b_1/b_0 ∈ C_− , qto nevozmoßno. Znaqit hotØ by odin nol~ vronskiana W (q, p) popadaet v C_+ .

DlØ dokazatel~stva punkta (ii) budem ispol~zovat~ sledu¸- wiæ (sm. napr. [7, gl. 9]) rezul~tat, izvestnyæ iz algebry.

Predloßenie. Pust~ u(x), v(x) – vewestvennye vzaimno prostye

mnogoqleny, f(z) = u(z) + i v(z),

n_1(f) = card(Z(f) ∩ C_+ ), n_2(f) = card(Z(f) ∩ C_− ).

O NUL˚H PROIZVODNO` 31 Togda n_1(f) − n_2 (f) = −I(u, v), gde I(u, v) – indeks mnogoqlena i otnositel~no v, ravnyæ raznosti qisla korneæ u pervogo tipa otnositel~no v (x_0 – koren~ pervogo tipa, esli u(x_0) = 0, u(x) · v(x) menØet znak s minusa na pl¸s pri perehode qerez x_0) i qisla korneæ u vtorogo tipa (x_0 – koren~ vtorogo tipa, esli u(x_0) = 0, u(x) · v(x) menØet znak s pl¸sa na minus pri perehode qerez x_0). Indeks I(u, v) vyqislØetsØ s pomow~¸ obobwennogo rØda Xturma:

f_0 = u, f_1 = v, f_j = f_{j+1}g_{j+1}−f_{j+2}, j = 0, 1, . . . , k−2, f_k = const,

a imenno, I(u, v) = V (u, v; −∞) − V (u, v; +∞), gde V (u, v; x) – qislo peremen znakov v rØde Xturma {f_j (x)}^k_{j=0}.

Pristupim k postroeni¸ vzaimno prostyh mnogoqlenov p, q s prostymi nulØmi, deg p = n, deg q = m, n > 1, takih, qto n_1(p) = n,

n_1(W (q, p)) = 1. Zafiksiruem n, n > 1, vyberem n razliqnyh ve-

westvennyh qisel x_1, x_2, . . . , x_n, poloßim g(x) = (x−x_1) . . . (x−x_n),

p(z) = g(z) − iag^′(z), gde a > 0, parametr a vyberem potom. Nu-

li mnogoqlena p(z) nepreryvno zavisØt ot parametra a, vyberem a nastol~ko malym, qtoby nuli mnogoqlena p byli blizki k toqkam x_1, . . . , x_n, byli razliqny i p(i) ≠ 0. Mnogoqleny q budem stroit~ po indukcii po stepeni m. DlØ m = 1 poloßim

q(z) = z − i. Togda W (q, p) = g^′z − g − ig^′ + a(−g^{′′} − izg^{′′} + ig^′). Podsqitaem qislo nuleæ v C_+ u mnogoqlena f = g − zg^′ + ig^′. DlØ pary g, g^′ imeem V (g, g^′; −∞) = n, V (g, g^′; +∞) = 0. RØd Xturma dlØ pary (g − g^′x), g^′ otliqaetsØ ot rØda Xturma dlØ pary g, g^′ tol~ko pervym fflementom. Starxiæ kofffficient mnogoqlena

(g−g^′x) raven (1−n), 1−n < 0. Sledovatel~no, V (g−g^′x, g^′; −∞) = n − 1, V (g − g^′x, g^′; +∞) = 1, n_1(f) − n_2(f) = −(n − 2). Znaqit n_1(f) = 1, n_2(f) = n − 1. Vyberem parametr a nastol~ko malym,

qtoby korni vronskiana W (q, p) ostalis~ v teh ße poluploskostØh C_− , C_+ , qto i u mnogoqlena f. Togda n_1(W (q, p)) = 1.

Dopustim, qto postroen normalizovannyæ mnogoqlen q, deg q = m, takoæ, qto n_1(W (q, p)) = 1. Predpoloßim, qto m ≠ n−1, m ≠ n. Budem iskat~ mnogoqlen q_1 stepeni (m+1) v vide q_1(z) = q(z)(εz + i), ε > 0, parametr ε vyberem pozße. Imeem

pq = z^{m+n} + g_1, deg g_1 < m + n,

W (q, p) = (n − m)z^{m+n−1} + g_2, deg g_2 < m + n − 1,

32 I. V. VIDENSKI` W (q_1, p) = (εz + i)W (q, p) − εpq = = εz^{m+n−1} (n − m − 1) ( z + i n − m (n − m − 1)ε + g(z) z^{m+n−1} + εc ) , deg g < m + n − 1, c ∈ C . Tak kak m ≠ n, m ≠ n − 1, to n − m n − m − 1 > 0, z_0 = −i n − m (n − m − 1)ε , z_0 ∈ C_− .

Vyberem ε nastol~ko malym, qtoby samyæ bol~xoæ po modul¸ koren~ vronskiana W (q_1, p) byl blizok k z_0, a ostal~nye korni vronskiana W (q_1, p) byli by blizki k kornØm vronskiana W (q, p) i leßali by v teh ße poluploskostØh C_+ , C_− , qto i korni W (q, p). Togda n_1(W (q_1, p)) = n_1(W (q, p)) = 1.

Esli m = n − 1, to poloßim q_1 = q + p. Togda deg q_1 = n,

W (q_1, p) = W (q, p).

Tem samym teorema dokazana dlØ vseh par n, m, dlØ kotoryh m 6 n. Ostalos~ tol~ko postroit~ primer mnogoqlenov

p, q, deg p = n, deg q = n + 1. Zametim, qto esli mnogoqle-

ny p, q, deg p = n, deg q = m oblada¸t svoæstvami n_1(p) = n,

n_1(W (q, p)) = 1, to takimi ße svoæstvami oblada¸t mnogoqleny p_1(z) = z^np(−1/z), q_1(z) = z^mq(−1/z). Po dokazannomu, suwestvu-

¸t mnogoqleny p, q, deg p = deg q = n+1, dlØ kotoryh n_1(p) = n+1,

n_1(W (q, p)) = 1. ˚sno, qto utverßdenie teoremy o zamknutoæ po-

luploskosti ffkvivalentno utverßdeni¸ ob otkrytoæ poluploskosti. Pofftomu, ne umalØØ obwnosti, moßno sqitat~, qto odin iz nuleæ mnogoqlena p sovpadaet s naqalom koordinat, a ostal~nye leßat v C_+ . Poloßim p_1 = z^{n+1}p(−1/z), q_1 = z^{n+1}q(−1/z). Togda

deg p_1 = n, deg q_1 = n+1, n_1(p_1) = n, n_1(W (p_1, q_1)) = n_1(W (p, q)) = 1.

�

Zameqanie 1. Analog teoremy Uolxa [1] o nulØh proizvodnoæ

racional~noæ funkcii spravedliv i dlØ proizvodnoæ proizvedeniØ dvuh mnogoqlenov. Prosteæxie primery mnogoqlenov p, q,

deg p = 2, deg q = 1, pokazyva¸t, qto v teoreme 1 nel~zØ zamenit~

otnoxenie mnogoqlenov na ih proizvedenie.

Zameqanie 2. V teoreme 1 uslovie, qto pol¸sa funkcii r, po-

pada¸wie v H, dolßny byt~ prostymi, ØvlØetsØ suwestvennym. VzØv, naprimer, p = (z − i)(z − 2i), q = (z − 3i)^2, poluqim proizvodnu¸ r^′, ne ime¸wu¸ nuleæ v C_+ .

O NUL˚H PROIZVODNO` 33

Bylo by interesno i dlØ drugih gil~bertovyh prostranstv analitiqeskih funkciæ v kruge i v drugih oblastØh issledovat~ vopros o vozmoßnom qisle nuleæ lineænoæ kombinacii n vosproizvodØwih Øder, v qastnosti, dlØ vesovyh prostranstv Bergmana i dlØ prostranstv Bergmana v mnogosvØznyh oblastØh.

V zakl¸qenie prinoxu blagodarnost~ G. Xapiro, kotoryæ privlek moe vnimanie k voprosu o qisle nuleæ v kruge lineænoæ kombinacii n Øder Bergmana.

Literatura

1. J. L. Walsh, The location of critical points of analytic and harmonic functions.

Amer. Math. Soc., Colloquim publ., Vol. 34, New York (1950). 2. M. Marden, The geometry of the zeros of a polynomial in a complex variable.

Amer. Math. Soc., Math. Surveys, No. 3, New York (1949).

3. G. Polia, G. Sœge, Zadaqi i teoremy iz analiza, qast~ 2. M., Nauka (1978).

4. I. Videnskii, On the zeros of the derivative of a rational function and invariant subspaces for the backward shift operator on the Bergman space.. First AMS-Scand. Int. Math. Meeting, Odense, Denmark, June 13–16, 2000, Collected abstracts, pp. 46–47.

5. X. Buff, On the zeros and critical points of a rational map. Int. J. Math. Sci. (to appear).

6. B. Korenblum, T. L. Lance, and M. I. Stessin, Projective generators in Hardy and Bergman spaces. Bull Sci. Math., 124, No. 6 (2000), 435–445.

7. D. K. Faddeev, Lekcii po algebre. M., Nauka (1984).

Videnskii I. V. On the zeros of the derivative of a rational function and coinvariant subspaces for the shift operator on the Bergman space.

If all n (n > 1) zeros of a rational function r with simple poles are in a half-plane, then the derivative of r has at least one zero in the same half-plane. This result is used to prove that the number of zeros of a linear combination of n Bergman kernels in the unit disc may range from 0 to 2n − 3.

Postupilo 22 oktØbrØ 2001 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ fflektrotehniqeskiæ universitet

ilya@viden.pdmi.ras.ru