Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 282, 2001 g.

O. L. Vinogradov

O VERHNIH GRAN˚H KONSTANT LEBEGA METODOV SUMMIROVANI˚ R˚DOV FUR^E–˚KOBI

Dalee, esli ne ogovoreno protivnoe, vse funkcii vewestvennoznaqny; C – prostranstvo 2π-periodiqeskih nepreryvnyh funkciæ s ravnomernoæ normoæ, C⟨a, b⟩ – mnoßestvo nepreryvnyh na promeßutke ⟨a, b⟩ funkciæ f, ‖f‖ = sup_{x∈⟨a,b⟩} |f(x)|, L_2⟨a, b⟩ s vesom q (q – neotricatel~naØ na ⟨a, b⟩ izmerimaØ funkciØ) – prostranstvo izmerimyh na ⟨a, b⟩ funkciæ f s koneqnoæ

normoæ (∫_b a |f|^2q )_{1/2} ; ediniqnyæ ves ne ukazyvaetsØ; L⟨a, b⟩ – mnoßestvo summiruemyh na ⟨a, b⟩ funkciæ. Mnogoqleny ˚kobi P^{(α,β)} n (x) =

(−1)^n

2^nn!

(1 − x)^{−α}(1 + x)^{−β} d^n dx^n {(1 − x)^{n+α}(1 + x)^{n+β}}

(n ∈ Z_+) obrazu¸t polnu¸ ortogonal~nu¸ sistemu v L_2[−1, 1] s vesom (1 − x)^α(1 + x)^β pri α, β > −1 [1, glava IV]. Pri α = β mnogoqleny ˚kobi nazyva¸tsØ ewe ul~trasferiqeskimi ili mnogoqlenami Gegenbauffra, a pri α = β = 0 – mnogoqlenami Leßandra P_n. Kogda req~ idet o mnogoqlenah ˚kobi, my budem sistematiqeski oboznaqat~ x = cos t. Mnogoqleny Qebyxeva pervogo roda cos nt, mnogoqleny Qebyxeva vtorogo roda^{sin (n+1)t}_{sin t} i mnogoqleny^{sin (n+1/2)t}

sin(t/2) i cos (n+1/2)t cos(t/2) lix~ postoØnnymi mnoßitelØmi

otliqa¸tsØ, sootvetstvenno, ot mnogoqlenov ˚kobi s parametrami (−1/2, −1/2), (1/2, 1/2), (1/2, −1/2) i (−1/2, 1/2). S kryxkoæ naverhu oboznaqim normirovannye v L_2[−1, 1] s sootvetstvu¸- wim vesom mnogoqleny. Kosinus- i sinus-preobrazovaniØ Fur~e

Rabota podderßana FCP “IntegraciØ”, reg.nomer 326.53 i grantom “Nauqnye xkoly” N. 00-15-96-022. 34

O VERHNIH GRAN˚H KONSTANT LEBEGA 35

funkcii φ ∈ L_2[ 0, +∞) opredelim formulami F_cφ(z) = 2 π ∞∫ 0 φ(u) cos zu du, F_sφ(z) = 2 π ∞∫ 0 φ(u) sin zu du, a preobrazovanie Fur~e–BesselØ izmerimoæ funkcii φ, dlØ kotoroæ integral ∫_∞ 0 uφ^2(u) du koneqen, – formuloæ Bφ(z) = z ∞∫ 0 uφ(u)J_0(zu) du, gde J_0(z) = 2 π 1∫ 0 cos zu √ 1 − u^2 du – funkciØ BesselØ. Shodimost~ integralov ponimaetsØ v sootvetstvu¸wih L_2.

Pust~ funkcii f ∈ C[a, b], kotoraØ dalee predpolagaetsØ vewestvenno- ili kompleksnoznaqnoæ, sootvetstvuet ee rØd Fur~e po polnoæ ortonormirovannoæ v L_2[a, b] s summiruemym vesom q sisteme {p_k}: f ∼ ∞∑ k=0 a_kp_k. V rabote rassmatriva¸tsØ trigonometriqeskaØ sistema na

[−π, π], sistemy kosinusov i sinusov na [ 0, π] i mnogoqleny ˚ko-

bi. Budem issledovat~ posledovatel~nosti lineænyh operatorov (metody summirovaniØ) U^Λ_n : C[a, b] → C[a, b], zadavaemye matriceæ vewestvennyh mnoßiteleæ Λ = {λ^{(n)}_k }:

U^Λ_n f ∼ ∞∑ k=0 λ^{(n)}_k a_kp_k.

Operatory U^Λ_n mogut byt~ zapisany v integral~nom vide

U^Λ_n f(y) = b∫ a f(x)Q_n(Λ, y, x)q(x) dx, Q_n(Λ, y, x) = ∞∑ k=0 λ^{(n)}_k p_k(y)p_k(x).

DlØ polinomial~nyh operatorov U^Λ_n poslednØØ summa koneqna. V obwem sluqae neobhodimo utoqnit~, kak ponimat~ summu rØda. Ne stremØs~ k maksimal~noæ obwnosti, budem predpolagat~, qto kofffficienty λ^{(n)}_k takovy, qto ravnomerno po y rØd shoditsØ v L_2 po x, t.e. ravnomerno na [a, b] shoditsØ rØd^∞ ∑ k=0 ( λ^{(n)}_k )_2 p^2_k.

36 O. L. VINOGRADOV

Veliqiny L_n(Λ, y) = sup_{‖f‖}

61^{|U} Λ n f(y)| i L_n(Λ) = sup_{‖f‖}

61^{‖U} Λ n f‖ = ‖L_n(Λ)‖ nazyva¸tsØ sootvetstvenno funkciØmi i konstantami Lebega dannogo metoda summirovaniØ. O roli funkciæ i konstant Lebega sm., naprimer, [1, s. 28, 415]. DlØ izuqaemyh sistem vvedem oboznaqeniØ

Q_n(Λ, t) = 2 π ( λ^{(n)}_0 2 + ∞∑ k=1 λ^{(n)}_k cos kt ) , ~Q_n(Λ, t) = 2 π ∞∑ k=1 λ^{(n)}_k sin kt,

Q^{(α,β)}_n (Λ, y, x) = ∞∑ k=0 λ^{(n)}_k ^P^{(α,β)}_k (y) ^P^{(α,β)}_k (x), Ln(Λ) = π∫ 0 |Q_n(Λ)|, ~L_n(Λ) = π∫ 0 | ~Q_n(Λ)|,

L^{(α,β)}_n (Λ, y) = 1∫ −1 |Q^{(α,β)}_n (Λ, y, x)|(1 − x)^α(1 + x)^β dx, L^{(α,β)}_n (Λ) = ‖L^{(α,β)}_n (Λ)‖.

Mnogie klassiqeskie metody summirovaniØ zada¸tsØ funkcieæ mnoßiteleæ φ: λ^{(n)}_k = φ(k/n). DlØ trigonometriqeskoæ sistemy izvestny, v qastnosti, sledu¸wie rezul~taty [2, s. 129; 3, s. 183].

Lemma 1. Pust~ n ∈ N, funkciØ φ udovletvorØet usloviØm:

a) φ ∈ C[ 0, +∞), b) φ ∈ L_2[ 0, +∞), v)^∞ ∑ k=0 φ^2(k/n) < ∞, g) F_cφ ∈ L[ 0, +∞);

λ^{(n)}_k = φ(k/n). Togda dlØ vseh f ∈ C i x ∈ R π∫ −π f(x + t)Q_n(Λ, t) dt = +∞∫ −∞ f(x + z/n)F_cφ(z) dz.

O VERHNIH GRAN˚H KONSTANT LEBEGA 37

Teorema 1. Pust~ funkciØ φ pri vseh n ∈ N udovletvorØet uslo-

viØm:

a) φ ∈ C[ 0, +∞), b) φ ∈ L_2[ 0, +∞),

v)^∞ ∑ k=0 φ^2(k/n) < ∞; λ^{(n)}_k = φ(k/n). Togda

sup_{n∈}NL_n(Λ) = lim_{n→∞} L_n(Λ) = ∞∫ 0 |F_cφ|.

Lemma 1 – ffto perefrazirovannaØ teorema 2 iz [2, s. 129]. Raznica lix~ v tom, qto v [2] preobrazovanie Fur~e opredelØlos~ dlØ summiruemyh funkciæ. Ocenka sverhu v teoreme 1 – sledstvie lemmy [2, s. 130]. Ocenka snizu poluqaetsØ po obrazcu [4, s. 168]; sm. niße dokazatel~stvo teoremy 2. Analogiqnye utverßdeniØ spravedlivy dlØ sinus-rØdov.

Lemma 2. Pust~ n ∈ N, funkciØ φ udovletvorØet usloviØm:

a) φ ∈ C[ 0, +∞), b) φ ∈ L_2[ 0, +∞),

v)^∞ ∑ k=1 φ^2(k/n) < ∞, g) F_sφ ∈ L[ 0, +∞);

λ^{(n)}_k = φ(k/n). Togda dlØ vseh f ∈ C i x ∈ R π∫ −π f(x + t) ~Q_n(Λ, t) dt = +∞∫ −∞ f(x + z/n)F_sφ(z) dz. (1)

HotØ lemma 2 moßet byt~ vyvedena iz obwih teorem v [3, glava 4, §1], prowe i naglØdnee proverit~ eœ neposredstvenno.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno dokazat~ lemmu dlØ x = 0; obwiæ

sluqaæ svoditsØ k fftomu rassmotreniem funkcii f_x(t) = f(x + t). V silu summiruemosti ~Q_n(Λ) na [−π, π] i F_sφ na R dostatoqno dokazat~ ravenstvo (1) dlØ trigonometriqeskih mnogoqlenov f, a v silu lineænosti obeih qasteæ (1) po f i neqetnosti Øder –

38 O. L. VINOGRADOV

dlØ f(t) = sin mt (m ∈ N). Togda levaØ qast~ v (1) ravna 2 φ(m/n). Ostalos~ pokazat~, qto

2φ(v) = +∞∫ −∞ sin vzF_sφ(z) dz (2) pri v = m/n. Ravenstvo (2) verno v L_2[ 0, +∞); krome togo, integral v pravoæ qasti (2) nepreryven po parametru v v silu summiruemosti F_sφ, a φ nepreryvna po uslovi¸. Znaqit, ravenstvo (2) verno pri vseh v ¿ 0 i, v qastnosti, pri v = m/n.

Teorema 2. Pust~ funkciØ φ pri vseh n ∈ N udovletvorØet uslo-

viØm:

a) φ ∈ C[ 0, +∞), b) φ ∈ L_2[ 0, +∞), v)^∞ ∑ k=1 φ^2(k/n) < ∞; λ^{(n)}_k = φ(k/n). Togda

sup_{n∈}N~L_n(Λ) = lim_{n→∞} ~L_n(Λ) = ∞∫ 0 |F_sφ|.

Dokazatel~stvo. Esli integral^{∫ ∞}_0 |Fsφ| beskoneqen, to nera-

venstvo

sup_{n∈}N~L_n(Λ) 6 ∞∫ 0 |F_sφ| trivial~no. Esli ße integral koneqen, to po lemme 2 pri vseh

n ∈ N budet

~Ln(Λ) = sup_{f2Ckfk61} | | | π∫ 0 f(t) ~Q_n(Λ, t) dt | | | = 1 2 sup f2Ckfk6_1 | | | π∫ −π f(t) ~Q_n(Λ, t) dt | | | =

= 1 2 sup f2Ckfk6_1 | | | +∞∫ −∞ f(z/n)F_sφ(z) dz | | | 6 ∞∫ 0 |F_sφ|.

O VERHNIH GRAN˚H KONSTANT LEBEGA 39

Takim obrazom, lim n→∞ ~Ln(Λ) 6 lim_{n→∞}^~Ln(Λ) 6 sup_{n∈}N^~Ln(Λ) 6 ∞∫ 0 |F_sφ|. Ostalos~ dokazat~ neravenstvo lim n→∞ ~Ln(Λ) ¿ ∞∫ 0 |F_sφ|; iz nego budet vytekat~ suwestvovanie predela posledovatel~nosti ~L_n(Λ) i trebuemoe ravenstvo.

Pust~ snaqala φ finitna: φ(u) = 0 pri u > N . Togda summa koneqna:

~Ln(Λ) = nπ∫ 0

| | | 2 πn Nn∑ k=1 φ ( k n ) sin z n | | | dz. (3) Pri fiksirovannom z ¿ 0 posledovatel~nost~ integral~nyh summ pod znakom modulØ v (3) shoditsØ k F_sφ(z), i trebuemoe neravenstvo vypolnØetsØ po teoreme Fatu o predel~nom perehode pod znakom integrala (sm., naprimer, [5, s. 102]). Itak, dlØ finitnoæ φ teorema dokazana.

Esli ße φ ne finitna, to voz~mem N ∈ N i rassmotrim summy Feæera porØdka N n Ødra ~Q_n(Λ): σ_{Nn} ~Q_n(Λ, t) = 2 π Nn∑ k=1 ( 1 − k N n ) φ ( k n ) sin kt. Po dokazannomu, s pomow~¸ poloßitel~nosti metoda Feæera poluqaem lim n→∞ ~Ln(Λ) ¿ lim_{n→∞} π∫ 0 |σ_{Nn} ~Q_n(Λ)|¿ 2 π ∞∫ 0

| | | N∫ 0 ( 1 − u N ) φ(u) sin zu du | | | dz. Integral^2_π ∫_N 0 ( 1 −^u_N ) φ(u) sin zu du pri N → ∞ stremitsØ k F_sφ(z) v L_2[ 0, +∞). Ostalos~ primenit~ teoremu Fatu.

Dalee utverßdeniØ, dokazyvaemye analogiqno lemme 2 ili teoreme 2, budut formulirovat~sØ bez podrobnogo dokazatel~- stva.

40 O. L. VINOGRADOV

Ranee [6] avtorom issledovalsØ sluqaæ mnogoqlenov Leßandra i byla dokazana do nekotoroæ stepeni analogiqnaØ teoreme 1, no suwestvenno bolee trudnaØ

Teorema 3. Pust~ funkciØ φ udovletvorØet usloviØm:

a) φ ∈ C[ 0, +∞), b) ∫_∞ 0 uφ^2(u) du < ∞, v)^∞ ∑ k=0 φ^2(k/n)(k + 1/2) < ∞ dlØ vseh n ∈ N,

g) funkciØ z^{q−1}|Bφ(z)|^q summiruema na [ 0, +∞) pri nekotorom q > 1; λ^{(n)}_k = φ(k/n). Togda

lim n→∞ L^{(0,0)}_n (Λ) = ∞∫ 0 |Bφ|.

Voznikaet vopros, nel~zØ li dlØ dannogo klassa funkciæ φ poluqit~ polnyæ analog teoremy 1, t.e. ewe i ravenstvo

sup_{n∈}NL^{(0,0)}_n (Λ) = lim_{n→∞} L^{(0,0)}_n (Λ)?

G. I. Natanson [7] ustanovil, qto dlØ metoda Feæera (φ(u) = 1−u pri u ∈ [ 0, 1], φ(u) = 0 pri u > 1)

sup_{n∈}NL^{(0,0)}_n (Λ) < 1, 495543,

lim n→∞ L^{(0,0)}_n (Λ) = ∞∫ 0

| | | x∫ 0 J_0 − xJ_0(x) | | | dx x^2

= 1, 29634 . . .

Maxinnyæ sqet pozvolØet vyskazat~ gipotezu, qto posledovatel~nost~ konstant Lebega metoda Feæera vozrastaet, i, takim obrazom, predel ØvlØetsØ ee verhneæ gran~¸. Seæqas my pred¨- Øvim funkci¸ mnoßiteleæ φ, dlØ kotoroæ ffto ne tak.

Pust~ g(v) = { (1 − v) cos πv +^1_π sin πv pri v ∈ [ 0, 1],

0 pri v > 1

O VERHNIH GRAN˚H KONSTANT LEBEGA 41

– funkciØ mnoßiteleæ metoda Bomana–Korovkina. Horoxo izvestno, qto metod Bomana–Korovkina summirovaniØ trigonometriqeskih rØdov Fur~e poloßitel~nyæ: F_cg ¿ 0. Poloßim ψ(u) = − 2 π 1∫ u g^′(τ ) √ τ^2 − u^2 dτ, φ(u) = ψ(u) ψ(0) . Togda 1 z Bψ(z) = 1∫ 0 uψ(u)J_0(zu) du = 2 π 1∫ 0 uψ(u) u∫ 0 cos zv √ u^2 − v^2 dv du =

= 2 π 1∫ 0 cos zv 1∫ v uψ(u) √ u^2 − v^2 du dv, 1∫ v uψ(u) √ u^2 − v^2 du = − 2 π 1∫ v u √ u^2 − v^2 1∫ u g^′(τ ) √ τ^2 − u^2 dτ du =

= − 2 π 1∫ v g^′(τ ) τ∫ v u √ u^2 − v^2 du √ τ^2 − u^2 dτ = g(v) i Bψ(z) ¿ 0, a znaqit, i Bφ(z) ¿ 0. Sledovatel~no, po teoreme 3 imeem lim n→∞ L^{(0,0)}_n (Λ) = φ(0) = 1.

Pokaßem, qto L^{(0,0)}_2 (Λ) > 1. �to ravnosil~no tomu, qto Ødro

Q_2 = φ(0) 1 2 P_0 + φ ( 1 2 ) 3 2 P_1

menØet znak. Oqevidno, qto Q_2(1) > 0. Dokaßem, qto Q_2(−1) < 0. V silu ravenstv P_k(−1) = (−1)^k i g^′(τ ) = −π(1−τ ) sin πτ poslednee ravnosil~no uslovi¸ 1 < 3φ(1/2) ili 1∫ 0 1 − τ τ sin πτ dτ < 3 1∫ 1/2 1 − τ √ τ^2 − 1/4 sin πτ dτ. (4)

42 O. L. VINOGRADOV

DelaØ zamenu τ = (1+u)/2, poluqim, qto pravaØ qast~ v (4) ravna I = 1∫ 0 h(u) du √ u , gde h(u) = 3 2 √ 2 1 − u √ 1 + u/2 cos πu 2 . DlØ vyqisleniØ fftogo integrala vospol~zuemsØ pri n = 3 kvadraturnoæ formuloæ I =^n ∑ k=1 A_kh(x_k)+R_n(h), gde ostatoqnyæ qlen predstavlØetsØ v vide

R_n(h) = h^{(2n)}(η)

(2n)! · 2 4n + 1 { 2^{2n}[(2n)!]^2 (4n)!

}_2 , 0 < η < 1 (sm. [8, s. 116, 117], gde privedeny uzly x_k i kofffficienty A_k). Ocenim proizvodnu¸ h^{(6)}. Imeem (sqitaØ (−1)!! = 1)

h^{(m)}(u) = 3 2 √ 2 m∑ k=0 C^k_m ( 1 − u √ 1 + u/2

)_{(k)} ( cos πu 2 )_{(m−k)} , | | ( cos πu 2 )_{(m−k)}| | 6^{( π}_2^{)m−k} , ( 1 − u √ 1 + u/2 )_{(k)} = (1 − u) ( 1 √ 1 + u/2 )_{(k)} − k ( 1 √ 1 + u/2 )_{(k−1)} =

= (1 − u)(−1)^k(2k − 1)!!

2^{2k}(1 + u/2)^{k+1/2} − k(−1)^{k−1}(2k − 3)!! 2^{2k−2}(1 + u/2)^{k−1/2} =

= (−1)^k(2k − 3)!! (6k − 1 + u) 2^{2k}(1 + u/2)^{k+1/2}

pri k ∈ N, | | | ( 1 − u √ 1 + u/2 )_{(k)}| | | 6^{(2k − 3)!! (6k − 1)}

2^{2k}

pri k ∈ N, | | | ( 1 − u √ 1 + u/2 )_{(k)}| | | 6^(3 −^π_2^{)k} pri k = 0, . . . , 6, |h^{(6)}(u)| < 3 2 √ 2 6∑ k=0 C^k_6 ( 3 − π 2 )_k (π 2 )_{6−k} = 3^7 2 √ 2 . Takim obrazom, |R_3(h)| < 8 · 10^{−4}. VyqisleniØ da¸t, qto I =

1, 229 ± 10^{−3}, togda kak levaØ qast~ v (4) ravna Si π −^2_π < 1, 216.

Dalee my issleduem konstanty Lebega nekotoryh metodov summirovaniØ rØdov Fur~e–˚kobi pri |α| = |β| = 1/2. Esli

O VERHNIH GRAN˚H KONSTANT LEBEGA 43

α ¿ β ¿ min{−1/2, −α} (vsegda sqitaem α, β > −1), to funkcii

Lebega metodov summirovaniØ rØdov Fur~e–˚kobi dostiga¸t maksimuma pri y = 1. Analogiqnoe utverßdenie spravedlivo dlØ toqki y = −1, esli pomenØt~ α i β mestami. DlØ dokazatel~stva Dß. Gasper [9] vospol~zovalsØ naædennoæ im formuloæ umnoßeniØ dlØ mnogoqlenov ˚kobi (v neæ μ_{xy} – nekotoraØ mera) P^{(α,β)} k (x) P^{(α,β)} k (1) P^{(α,β)} k (y) P^{(α,β)} k (1) = 1∫ −1 P^{(α,β)} k (z) P^{(α,β)} k (1)

(1 − z)^α(1 + z)^β dμ_{xy}(z)

(dlØ ul~trasferiqeskih mnogoqlenov formula umnoßeniØ ustanovlena Gegenbauffrom). Tam ße Dß. Gasper otmetil, qto na vozmoßnost~ primeneniØ formuly umnoßeniØ k dokazatel~stvu ravnomernoæ summiruemosti rØdov Fur~e–˚kobi metodami Qezaro ukazali R. Aski i S. Veænger [10]. Dokazatel~stvo ravenstva

L^{(α,α)}_n (Λ) = L^{(α,α)}_n (Λ, 1)

dlØ polinomial~nyh metodov summirovaniØ rØdov Fur~e–Gegenbauffra pri α ¿ 1/2 sm. takße v rabote S. G. Kal~neØ [11].

Lemma 1 i teorema 1 dopuska¸t oqevidnu¸ pereformulirovku dlØ mnogoqlenov Qebyxeva pervogo roda.

Lemma 3. Pust~ n ∈ N, funkciØ φ udovletvorØet usloviØm:

a) φ ∈ C[ 0, +∞), b) φ ∈ L_2[ 0, +∞),

v)^∞ ∑ k=0 φ^2(k/n) < ∞, g) F_cφ ∈ L[ 0, +∞);

λ^{(n)}_k = φ(k/n). Togda dlØ vseh f ∈ C[−1, 1] 1∫ −1 f(x)Q^{(−1/2,−1/2)} n (Λ, 1, x) dx √ 1 − x^2 = ∞∫ 0 f ( cos z n ) F_cφ(z) dz.

Teorema 4. Pust~ funkciØ φ pri vseh n ∈ N udovletvorØet uslo-

viØm:

a) φ ∈ C[ 0, +∞), b) φ ∈ L_2[ 0, +∞),

44 O. L. VINOGRADOV

v)^∞ ∑ k=0 φ^2(k/n) < ∞; λ^{(n)}_k = φ(k/n). Togda

sup_{n∈}NL^{(−1/2,−1/2)} n (Λ) = lim_{n→∞} L^{(−1/2,−1/2)} n (Λ) = ∞∫ 0 |F_cφ|.

Qtoby poluqit~ analogi dlØ mnogoqlenov Qebyxeva vtorogo roda ili dlØ mnogoqlenov ˚kobi pri α = −β = ±1/2, udobno rassmatrivat~ “sdvinutye” metody summirovaniØ: λ^{(n)}_k = φ

(_{k+1} n ) ili φ (_{k+1/2} n ) . Lemma 4. Pust~ n ∈ N, funkciØ ψ(u) = uφ(u) udovletvorØet uslo-

viØm:

a) ψ ∈ C[ 0, +∞), b) ψ ∈ L_2[ 0, +∞), v)^∞ ∑ k=1 ψ^2(k/n) < ∞, g) F_sψ ∈ L[ 0, +∞); λ^{(n)}_k = φ

(_{k+1} n ) . Togda dlØ vseh f ∈ C[−1, 1] 1∫ −1 f(x)Q^{(1/2,1/2)} n (Λ, 1, x) √ 1 − x^2 dx = ∞∫ 0 f ( cos z n ) n sin z n F_sψ(z) dz.

DlØ dokazatel~stva nado zapisat~ levu¸ qast~ v vide π∫ 0 f(cos t)n sin t 2 π ∞∑ k=1 k n φ ( k n ) sin kt dt i vospl~zovat~sØ lemmoæ 2.

Teorema 5. Pust~ funkciØ ψ(u) = uφ(u) pri vseh n ∈ N udovle-

tvorØet usloviØm:

a) ψ ∈ C[ 0, +∞), b) ψ ∈ L_2[ 0, +∞), v)^∞ ∑ k=1 ψ^2(k/n) < ∞;

O VERHNIH GRAN˚H KONSTANT LEBEGA 45 λ^{(n)}_k = φ

(_{k+1} n ) . Togda

sup_{n∈}NL^{(1/2,1/2)} n (Λ) = lim_{n→∞} L^{(1/2,1/2)} n (Λ) = ∞∫ 0 z|F_sψ(z)| dz. Dokazatel~stvo. Ocenka sverhu

sup_{n∈}NL^{(1/2,1/2)} n (Λ) 6 ∞∫ 0 z|F_sψ(z)| dz poluqaetsØ s pomow~¸ lemmy 4 tak ße, kak v teoreme 2. Ocenka snizu lim n→∞ L^{(1/2,1/2)}

n (Λ) ¿ ∞∫ 0 z|F_sψ(z)| dz dlØ finitnyh funkciæ φ sleduet iz teoremy Fatu, kak v teoreme 2.

DlØ rasprostraneniØ ocenki snizu s finitnyh funkciæ mnoßiteleæ na proizvol~nye, udovletvorØ¸wie usloviØm teoremy, vmesto srednih Feæera ispol~zuem sdvinutye srednie Gœl~dera vtorogo porØdka. �ti srednie poroßda¸tsØ funkcieæ mnoßiteleæ p(u) = (1 − u)^2, esli u ∈ [ 0, 1]; p(u) = 0, esli u > 1:

H^{(2)}_N (g, cos s) = 2 π π∫ 0 g(cos t) N∑ k=1 ( 1 − k N )_2 sin ks sin s sin kt sin t sin^2 t dt.

Tak kak funkciØ Lebega dostigaet maksimuma na konce otrezka, dlØ vsØkoæ funkcii g, summiruemoæ s vesom √ 1 − x^2 na otrezke [−1, 1], imeem π∫ 0 |H^{(2)}_N (g, cos s)| sin^2 s ds 6

6^2_π π∫ 0 |g(cos s)| π∫ 0 | | N∑ k=1 ( 1 − k N )_2 sin ks sin s sin kt sin t | | sin^2 t dt sin^2 s ds 6

6^2_π π∫ 0 | |^N ∑ k=1 ( 1 − k N )_2 k sin kt sin t | | sin^2 t dt π∫ 0 |g(cos s)| sin^2 s ds.

46 O. L. VINOGRADOV

Dalee, po dokazannomu 2 π π∫ 0 | | N∑ k=1 ( 1 − k N )_2 k sin kt sin t | | sin^2 t dt 6

6^2_π ∞∫ 0 z | | | 1∫ 0 (1 − u)^2u sin zu du | | | dz =

= 2 π ∞∫ 0

| | | 1∫ 0 ((1 − u)^2u)^′ cos zu du | | | dz. Vnutrenniæ integral v posledneæ formule raven 1∫ 0 ((1 − u)^2u)^′ cos zu du =

4z + 2z cos z − 6 sin z z^3 = d(z) z^3 . Dokaßem, qto d(z) > 0 pri z > 0. Deæstvitel~no, d(z) = ∞∑ k=2 (−1)^k 2 (2k)! 2k − 2 2k + 1 z^{2k+1}.

Pri 0 < z 6 2 poloßitel~nost~ d(z) sleduet iz togo fakta, qto qleny rØda Maklorena funkcii d ubyva¸t po absol¸tnoæ veliqine: (_2 m! m − 2 m + 1 z^{m+1} ) : ( 2 (m + 2)! m m + 3 z^{m+3} ) =

= ( m − 4 m ) ( 1 + 2 m + 1 ) 1 z^2 = A (zdes~ m = 2k ¿ 4). Mnoßitel~ pri 1/z^2 vozrastaet po m, poffto- mu A ¿^{21}_{5z2} >^4_{z2} ¿ 1 pri 0 < z 6 2.

Pri 2 < z 6 3 imeem d(z) > 4z − 6 sin z > 8 − 6 sin z > 0, a pri z > 3 d(z) ¿ 2z − 6 sin z > 6 − 6 sin z ¿ 0.

O VERHNIH GRAN˚H KONSTANT LEBEGA 47

Sledovatel~no, po formule obraweniØ dlØ preobrazovaniØ Fur~e povtornyæ integral raven 2 π ∞∫ 0 1∫ 0 ((1 − u)^2u)^′ cos zu du dz = (u(1 − u)^2)^′ | u=0 = 1

i, takim obrazom, π∫ 0 |H^{(2)}_N (g, cos s)| sin^2 s ds 6 π∫ 0 |g(cos s)| sin^2 s ds.

PrimenØØ srednie Gel~dera k Ødru Q^{(1/2,1/2)}n (Λ, 1, ·), nahodim

L^{(1/2,1/2)}

n (Λ) ¿ π∫ 0 |H^{(2)}_{Nn}(Q^{(1/2,1/2)} n (Λ, 1, ·), cos t)| sin^2 t dt =

= 2 π π∫ 0

| | | Nn∑ k=1 ( 1 − k N n )_2 φ ( k n ) k sin kt | | | sin t dt. ZaverxaetsØ dokazatel~stvo, kak v teoreme 2.

Lemma 5. Pust~ n ∈ N, funkciØ ψ(u) = uφ(u) udovletvorØet uslo-

viØm:

a) ψ ∈ C[ 0, +∞), b) ψ ∈ L_2[ 0, +∞), v)^∞ ∑ k=0 ψ^2 (_{k+1/2} n ) < ∞, g) F_sψ ∈ L[ 0, +∞); λ^{(n)}_k = φ (_{k+1/2} n ) . Togda dlØ vseh f ∈ C[−1, 1] 1∫ −1 f(x)Q^{(1/2,−1/2)} n (Λ, 1, x) √ 1 − x 1 + x dx =

= ∞∫ 0 f ( cos z n ) 2n sin z 2n F_sψ(z) dz, (5)

48 O. L. VINOGRADOV 1∫ −1 f(x)Q^{(−1/2,1/2)} n (Λ, −1, x) √ 1 + x 1 − x dx =

= ∞∫ 0 f ( − cos z n ) 2n sin z 2n F_sψ(z) dz. (6) Dokazatel~stvo. Zapixem levu¸ qast~ (5) v vide 2 π π∫ 0 f(cos t)2n sin t 2 ∞∑ k=0 k + 1/2 n φ ( k + 1/2 n ) sin (k + 1/2)t dt. Dostatoqno proverit~ ravenstvo (5) dlØ mnogoqlenov f(x) =

sin(m+1/2)t

sin(t/2) , qto delaetsØ tak ße, kak v dokazatel~stve lemmy 2.

Ravenstvo (6) dokazyvaetsØ analogiqno; dlØ fftogo nado zapisat~ levu¸ qast~ (6) v vide 2 π π∫ 0 f(cos t)2n cos t 2 ∞∑ k=0 k + 1/2 n φ ( k + 1/2 n ) (−1)^k cos (k + 1/2)t dt =

= 2 π π∫ 0 f(− cos t)2n sin t 2 ∞∑ k=0 k + 1/2 n φ ( k + 1/2 n ) sin (k + 1/2)t dt

i proverit~ ravenstvo dlØ mnogoqlenov f(x) =^{cos(m+1/2)t}_{cos(t/2)} .

Teorema 6. Pust~ funkciØ ψ(u) = uφ(u) pri vseh n ∈ N udovle-

tvorØet usloviØm:

a) ψ ∈ C[ 0, +∞), b) ψ ∈ L_2[ 0, +∞), v)^∞ ∑ k=0 ψ^2 (_{k+1/2} n ) < ∞; λ^{(n)}_k = φ (_{k+1/2} n ) . Togda

sup_{n∈}NL^{(1/2,−1/2)} n (Λ) = lim_{n→∞} L^{(1/2,−1/2)} n (Λ) =

= sup_{n∈}NL^{(−1/2,1/2)} n (Λ) = lim_{n→∞} L^{(−1/2,1/2)} n (Λ) = ∞∫ 0 z|F_sψ(z)| dz.

O VERHNIH GRAN˚H KONSTANT LEBEGA 49

Dokazatel~stvo teoremy 6 analogiqno dokazatel~stvu teore-

my 5. Pri rasprostranenii ocenki snizu ispol~zu¸tsØ sdvinutye na 1/2 srednie Gel~dera vtorogo porØdka.

Zameqanie 1. V lemmah 1–5 uslovie n ∈ N nesuwestvenno i mo-

ßet byt~ zameneno na n > 0. Ne umalØØ obwnosti, moßno dokazat~ lemmy pri n = 1, a zatem primenit~ dokazannye utverßdeniØ k funkcii φ(·/n).

Literatura

1. G. Segœ, Ortogonal~nye mnogoqleny. M., 1962. 2. V. V. ȷuk, ApproksimaciØ periodiqeskih funkciæ. L., 1982. 3. V. V. ȷuk, V. F. Kuz¸tin, ApproksimaciØ funkciæ i qislennoe integrirovanie. SPb., 1995.

4. V. V. ȷuk, G. I. Natanson, Trigonometriqeskie rØdy Fur~e i fflementy teorii approksimacii. L., 1983.

5. L. V. FlorinskaØ, V. P. Havin, TeoriØ mery i integrala. Vyp. 2. Integral. L., 1975.

6. O. L. Vinogradov, Predel konstant Lebega metodov summirovaniØ rØdov Fur~e–Leßandra, zadavaemyh funkcieæ mnoßiteleæ. — Zapiski nauqnyh seminarov POMI 262 (1999), 71–89.

7. G. I. Natanson, O normah summ Feæera–Leßandra. — Vestnik Leningr.

un-ta, ser.1, vyp.4 (22) (1996), 25–34.

8. V. I. Krylov, Priblißennoe vyqislenie integralov. M., 1959.

9. G. Gasper, Banach algebras for Jacobi series and positivity of a kernel. — Ann.

Math. 95, 2 (1972), 261–280.

10. R. Askey, S. Wainger, A convolution structure for Jacobi series. — Amer. J.

Math. 91, 2 (1969), 463–485.

11. S. G. Kal~neæ, O regulØrnosti lineænyh metodov summirovaniØ rØdov Fur~e–˚kobi. — Teoremy vloßeniØ i ih priloßeniØ. Materialy vseso¸znogo simpoziuma (Alma-Ata, 1973 g.) (1976), 44–49.

Vinogradov O. L. On the upper bounds of Lebesgue constants for Fourier–Jacobi series summation methods.

In what follows, the P^{(α,β)}_k are Jacobi polynomials, C[a, b] is the space of continuous functions on [a, b] with uniform norm, U^Λ_n : C[−1, 1] → C[−1, 1] is a sequence of operators determined by a matrix of multipliers

50 O. L. VINOGRADOV Λ = {λ^{(n)}_k }: f ∼ ∞∑ k=0 a_kP^{(α,β)}_k , U^Λ_n f ∼ ∞∑ k=0 λ^{(n)}_k a_kP^{(α,β)}_k ,

L^{(α,β)}_n (Λ) = sup_{y∈[−1,1]} sup_{‖f‖} 61^{|U} Λ n f(y)|. The values of sup_{n∈}NL^{(α,β)}_n (Λ) and lim_{n→∞} L^{(α,β)}_n (Λ) are studied.

It is proved that in the cases of

1) α = β = −1/2, λ^{(n)}_k = φ(k/n);

2) α = β = 1/2, λ^{(n)}_k = φ((k + 1)/n);

3) α = −β = ±1/2, λ^{(n)}_k = φ((k + 1/2)/n)

these values are equal to

1) 2 π ∞∫ 0

| | | ∞∫ 0 φ(t) cos zt dt | | | dz; 2, 3) 2 π ∞∫ 0 z | | | ∞∫ 0 tφ(t) sin zt dt | | | dz, under some conditions on φ.

Then it is shown that for the Legendre polynomials (α = β = 0) and λ^{(n)}_k = φ(k/n) the limit and the supremum of the Lebesgue constants may fail to be equal.

Postupilo 14 i¸nØ 2001 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

e-mail: olvin@math.spbu.ru