Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 282, 2001 g.

V. V. Kapustin

NESAMOSOPR˚ȷENNYE RASXIRENI˚ SIMMETRIQESKIH OPERATOROV

V fftoæ stat~e predlagaetsØ podhod k spektral~nomu analizu nesamosoprØßennyh rasxireniæ simmetriqeskih operatorov, osnovannyæ na rezul~tatah raboty [1], posvØwennoæ spektral~- nomu analizu operatorov, blizkih k unitarnym. V [1] izuqaemyæ poqti unitarnyæ operator zapisyvaetsØ kak vozmuwenie unitarnogo operatora special~nogo vida:

T = (I − ΩKΩ^∗)U, (1)

gde U – unitarnyæ operator v nekotorom prostranstve H, K – operator v nekotorom vspomogatel~nom “defektnom” prostranstve E, kotoroe v naxem sluqae koneqnomerno, Ω – operator iz E v H. V §2 nastoØweæ stat~i budut kratko pereqisleny naibolee vaßnye rezul~taty iz [1]. Qtoby privesti k vidu (1) operator, blizkiæ k samosoprØßennomu, osuwestvlØetsØ preobrazovanie Kffli. DlØ rasxireniæ simmetriqeskih operatorov imeetsØ estestvennyæ Øzyk – osnovnym ob¨ektom, opredelØ¸wim konstrukci¸, ØvlØetsØ funkciØ VeælØ. V §1 privodØtsØ osnovnye opredeleniØ, svØzannye s funkcieæ VeælØ dlØ proizvol~nogo simmetriqeskogo operatora s koneqnymi i ravnymi defektnymi indeksami i stroitsØ “funkcional~naØ model~” – spektral~noe predstavlenie rasxireniØ Dirihle. V §3 izuqa¸tsØ tak nazyvaemye poqti razreximye rasxireniØ; ih preobrazovaniØ Kffli privodØtsØ k vidu (1). V §4 analogiqnye vyqisleniØ provodØtsØ dlØ drugogo special~nogo klassa rasxireniæ. V qastnosti, rezul~taty §4 pozvolØ¸t issledovat~ spektral~nye svoæstva operatora f → −signx · f^{′′} i nekotoryh drugih pohoßih operatorov na vewestvennoæ prØmoæ s pomow~¸ nesloßnoæ qisto tehnologiqeskoæ procedury.

Rabota qastiqno podderßana grantom “Nauqnye xkoly” No. 00-15-96-022. 92

NESAMOSOPR˚ȷENNYE RASXIRENI˚ 93

§1. Simmetriqeskie operatory

Naqnem s osnovnyh opredeleniæ i oboznaqeniæ, sm. naprimer [2].

Pust~ l – simmetriqeskiæ operator s plotnoæ oblast~¸ opredeleniØ Dom l v gil~bertovom prostranstve H, (lf, g) = (f, lg), f, g ∈ Dom l. Budem predpolagat~, qto operator l – qistyæ, qto oznaqaet, qto l ne imeet privodØwih podprostranstv, na kotoryh on deæstvuet kak samosoprØßennyæ operator. Pust~ L = l^∗ – soprØßennyæ operator, (Lf, g) = (f, lg), f ∈ Dom L, g ∈ Dom l. Ishodnyæ operator l ØvlØetsØ sußeniem operatora L na svo¸ oblast~ opredeleniØ: l ⊂ L. Imeet mesto formula Neæmana:

Dom L = Dom l ˙+ker (L − iI) ˙+ker (L + iI).

My budem rassmatrivat~ operatory, dlØ kotoryh

dimker (L − iI) = dimker (L + iI) < ∞.

Sovokupnost~ (H, Γ, Γ^′), v kotoroæ Γ, Γ^′ – lineænye otobraßeniØ iz Dom L vo vspomogatel~noe gil~bertovo prostranstvo E, nazyvaetsØ prostranstvom graniqnyh znaqeniæ, esli otobraßenie f → Γf ⊕ Γ^′f iz Dom L v E ⊕ E s¸r¨ektivno, i dlØ l¸byh f, g ∈ Dom L (Lf, g) − (f, Lg) = (Γ^′f, Γg) − (Γf, Γ^′g). (2) Oblast~ opredeleniØ operatora l est~ mnoßestvo

Dom l = {f ∈ Dom L : Γf = Γ^′f = 0}.

Zdes~ i dalee μ oboznaqaet kompleksnoe qislo takoe, qto

Im μ ≠ 0. Otobraßenie f → Γf ØvlØetsØ vzaimno-odnoznaqnym

sootvetstviem meßdu prostranstvami ker (L − μI) i E. �to pozvolØet opredelit~ funkci¸ VeælØ M sootnoxeniem Γ^′f = M (μ)Γf, f ∈ ker (L − μI), znaqeniØ kotoroæ – operatory v E. FunkciØ M – analitiqeskaØ v oblastØh {μ : Im μ > 0} i {μ : Im μ < 0}; pri fftom M (μ̄) = M (μ)^∗,

94 V. V. KAPUSTIN

i Im M (μ) =^1_{2i} (M (μ) − M (μ)^∗) – neotricatel~nyæ operator pri

Im μ > 0. Dokazatel~stva vseh fftih svoæstv neposredstvenno vy-

teka¸t iz opredeleniæ, kl¸qevu¸ rol~ pri fftom igraet sootnoxenie (2).

Oboznaqim qerez L_∞ rasxirenie Dirihle operatora l:

L_∞f = Lf, f ∈ Dom L_∞ = {g ∈ Dom L : Γg = 0}.

Togda L_∞ – samosoprØßennyæ operator. Ego spektral~naØ mera moßet byt~ vyqislena qerez funkci¸ VeælØ takim ße obrazom, kak ffto delaetsØ dlØ operatora Xredingera s vewestvennym potencialom na poluosi. Nam udobnee rabotat~ na ediniqnoæ okrußnosti, qem na vewestvennoæ prØmoæ; pofftomu my postroim spektral~nu¸ meru unitarnogo operatora U – preobrazovaniØ Kffli operatora L_∞,

U = (L_∞ − iI)(L_∞ + iI)^{−1}. (3)

FunkciØ λ → M ( i^{1+λ}_{1−λ} ) , znaqeniØ kotoroæ – operatory v E, imeet neotricatel~nu¸ mnimu¸ qast~ v ediniqnom kruge. Sledovatel~no, suwestvuet neotricatel~naØ operatornoznaqnaØ mera W na ediniqnoæ okrußnosti (kotoru¸ moßno ponimat~ tak: suwestvu¸t skalØrnaØ poloßitel~naØ mera ν na okrußnosti i semeæstvo neotricatel~nyh operatorov W (z) : E → E, zadannyh ν-poqti vs¸du; dW(z) = W (z)dν(z)), priqem

Im M ( i 1 + λ 1 − λ ) = ∫ 1 − |λ|^2 |z − λ|^2 dW(z), |λ| < 1. (4) GarmoniqeskaØ funkciØ Im M ( i^{1+λ}_{1−λ} ) ØvlØetsØ mnimoæ qast~¸

analitiqeskoæ funkcii M ( i^{1+λ}_{1−λ} ) , dlØ kotoroæ imeet mesto formula i ( Re M (i) − M ( i 1 + λ 1 − λ )) = ∫ z + λ z − λ dW(z). (5) V levoæ qasti voznikaet slagaemoe Re M (i), tak kak pri λ = 0 pravaØ qast~ predstavlØet soboæ neotricatel~nyæ operator.

Teorema 1. Pust~ l – qistyæ simmetriqeskiæ operator v pro-

stranstve H, L = l^∗, E – koneqnomernoe gil~bertovo prostranstvo, i troæka (H, Γ, Γ^′), gde Γ, Γ^′ : Dom L → E, opredelØet

NESAMOSOPR˚ȷENNYE RASXIRENI˚ 95 prostranstvo graniqnyh znaqeniæ. Pust~ M – sootvetstvu¸- waØ funkciØ VeælØ, a W – operatornoznaqnaØ mera na ediniqnoæ okrußnosti, dlØ kotoroæ imeet mesto formula (4).

Togda prostranstvo H moßno otoßdestvit~ s prostranstvom L^2(W) E-znaqnyh funkciæ (skalØrnoe proizvedenie v kotorom zadaetsØ formuloæ (f, g) = ∫ (W (z)f(z), g(z))dν(z), esli dW(z) = W (z)dν(z)). Pri fftom otoßdestvlenii podprostranstvu ker (L + iI) sootvetstvuet prostranstvo {f(z) ≡ e : e ∈ E}, a ker (L − iI) perehodit v podprostranstvo {f(z) ≡ z̄e : e ∈ E}; esli h ∈ H, h ∈ ker (L ± iI), to dlØ sootvetstvu¸wego vektora e imeem e = Γh. Operatoru L_∞ sootvetstvuet operator umnoßeniØ na i^{1+z}_{1−z} , a ego preobrazovani¸ Kffli – operatoru U – operator umnoßeniØ na z.

Zdes~ my ne privodim dokazatel~stva fftoæ teoremy. Ego moßno poluqit~ po analogii s vyqisleniem spektral~noæ mery rasxireniØ Dirihle operatora Xredingera na poluosi v terminah funkcii VeælØ. Drugoæ sposob sostoit v vyqislenii harakteristiqeskoæ funkcii operatorov L_B (sm. §3) pri B = M (i), kotoraØ sovpadaet s harakteristiqeskoæ funkcieæ sootvetstvu- ¸wego operatora v prostranstve L^2(W) (preobrazovaniem Kffli kotorogo ØvlØetsØ superpoziciØ umnoßeniØ na z s ortoproektorom na ortogonal~noe dopolnenie k podprostranstvu postoØnnyh funkciæ); sovpadenie harakteristiqeskih funkciæ ravnosil~- no unitarnoæ ffkvivalentnosti operatorov, i ostaetsØ akkuratno proverit~ dopolnitel~nye svoæstva izuqaemogo otoßdestvleniØ.

Opredelim operator Ω : E → H,

ΩE ⊂ ker (L + iI), ΓΩe = e (e ∈ E). (6)

Togda

Ω^∗Ω = Im M (i). (7)

Deæstvitel~no, dlØ e_1, e_2 ∈ E imeem

− 2i(Ω^∗Ωe_1, e_2) = (−iΩe_1 , Ωe_2) − (Ωe_1, −iΩe_2) =

= (LΩe_1, Ωe_2) − (Ωe_1, LΩe_2) = (Γ^′Ωe_1, ΓΩe_2) − (ΓΩe_1, Γ^′Ωe_2) =

= (M (i)^∗ΓΩe_1, ΓΩe_2) − (ΓΩe_1, M (i)^∗ΓΩe_2) = −2i(Im M (i)e_1, e_2).

96 V. V. KAPUSTIN

Vospol~zuemsØ otoßdestvleniem, postroennym v teoreme 1, i budem sqitat~, qto H = L^2(W). Togda Ωe ≡ e (e ∈ E),

Ω^∗h = ∫ h(z)dW(z), h ∈ L^2(W). Ots¸da sleduet, qto

Ω^∗(U − λI)^{−1}U h = ∫ z h(z) z − λ dW(z). (8) Teper~ postroim funkci¸ Φ, Φ(λ) = Ω^∗(U − λI)^{−1}U Ω. S pomow~¸ otoßdestvleniØ iz teoremy 1 i formul (5) i (7) poluqaem:

Φ(λ) = 1 2 (Ω^∗(U − λI)^{−1} (U + λI)Ω + Ω^∗Ω) = = 1 2 (∫ z + λ z − λ dW(z) + Im M (i) ) = = 1 2 ( i ( Re M (i) − M ( i 1 + λ 1 − λ )) + Im M (i) ) = = i 2 ( M (i)^∗ − M ( i 1 + λ 1 − λ )) .

(9)

§2. Spektral~nyæ analiz operatorov, blizkih k unitarnym Zdes~ budut privedeny osnovnye rezul~taty raboty [1].

Pust~ T : H → H – poqti unitarnyæ operator, t.e. T ØvlØetsØ Ødernym vozmuweniem nekotorogo unitarnogo operatora, i spektr operatora T ne pokryvaet ediniqnogo kruga. V fftoæ stat~e vsegda budut ispol~zovat~sØ rezul~taty tol~ko dlØ sluqaØ, kogda T – vozmuwenie unitarnogo operatora operatorom koneqnogo ranga. Predpoloßim, qto T zapisyvaetsØ v vide (1),

T = (I − ΩKΩ^∗)U , gde E – koneqnomernoe gil~bertovo prostran-

stvo, K : E → E i Ω : E → H – nekotorye operatory. Pust~

U = U_{ac} ⊕ U_s – razloßenie operatora U v prØmu¸ summu ego

absol¸tno nepreryvnoæ (U_{ac}) i singulØrnoæ (U_s) qasteæ. SingulØrnoe prostranstvo H_s(T ) operatora T sostoit iz vseh vektorov h takih, qto slabaØ rezol~venta ((T − λI)^{−1}h, f) ne imeet skaqka poqti vs¸du na ediniqnoæ okrußnosti pri vseh f ∈ H.

NESAMOSOPR˚ȷENNYE RASXIRENI˚ 97

SingulØrnaØ qast~ T_s est~ sußenie operatora T na ego singulØrnoe podprostranstvo: T_s = T | |_{Hs (T )}. Funkcii Φ i F , znaqeniØ

kotoryh – operatory v E, opredelØ¸tsØ formulami

Φ(λ) = Ω^∗(U − λI)^{−1} U Ω, F (λ) = (I − KΦ(λ))^{−1}K.

DlØ h ∈ H poloßim (Rh)(λ) = Ω^∗(U − λI)^{−1}U h, |λ| ≠ 1. Graniqnye znaqeniØ funkciæ Φ, F i Rh (h ∈ H) iznutri ediniqnogo kruga i izvne opredeleny korrektno poqti vs¸du otnositel~no mery Lebega m i budut oboznaqat~sØ sootvetstvenno qerez Φ_+, Φ_−; F_+, F_−; R_+h, R_−h. Esli rassmotret~ spektral~- noe predstavlenie H_{ac} = ∫ ⊕H(z)dm(z) dlØ operatora U_{ac}, to

moßno opredelit~ operatory Ω(z) : E → H(z) sootnoxeniØmi

Ω(z)e = (Ωe)(z) pri m-poqti vseh z, gde e ∈ E.

DlØ h ∈ H opredelim funkcii X h, Yh na ediniqnoæ okrußnosti formulami

(X h)(z) = h(z) + Ω(z)F_+(z)(R_+ h)(z),

(Yh)(z) = h(z) − Ω(z)F^∗_−(z)(R_+ h)(z).

(10)

�to – H(z)-znaqnye funkcii, opredelennye m-poqti vs¸du dlØ kaßdogo h ∈ H.

V [1] dokazana sledu¸waØ teorema.

Teorema 2. V oboznaqeniØh fftogo paragrafa sledu¸wie utverßde-

niØ ravnosil~ny.

1) Operator T podoben prØmoæ summe U_{ac} ⊕ T_s.

2) Operator T podoben prØmoæ summe nekotorogo absol¸tno nepreryvnogo unitarnogo operatora i nekotorogo singulØrnogo (ne obØzatel~no unitarnogo) operatora.

3) Suwestvu¸t ograniqennye operatory X : H → H_{ac} i Y : H_{ac} → H takie, qto XT = U_{ac}X, T Y = Y U_{ac} i XY = I. 4) OtobraßeniØ X i Y – ograniqennye operatory iz H v H_{ac}.

V sledu¸wih dvuh paragrafah ffta teorema budet primenena k xirokomu klassu rasxireniæ simmetriqeskih operatorov dlØ proverki podobiØ ih absol¸tno nepreryvnyh qasteæ samosoprØßennym operatorom. Qtoby primenit~ teoremu 2, nußno

98 V. V. KAPUSTIN

vyqislit~ vse vyraßeniØ, privedennye v fftom paragrafe, dlØ preobrazovaniæ Kffli izuqaemyh operatorov. DlØ proverki podobiØ zatem nußno proverit~ vypolnenie svostva 4) teoremy 2.

§3. Poqti razreximye rasxireniØ

Pust~ dlØ simmetriqeskogo operatora l, rassmatrivavxegosØ v §1 nastoØweæ stat~i, opredeleno prostranstvo graniqnyh znaqeniæ {H, Γ, Γ^′}. Rasxirenie L = L_B operatora l nazyvaetsØ poqti razreximym (otnositel~no pary otobraßeniæ Γ, Γ^′), esli ego oblast~ opredeleniØ imeet vid

Dom L = {f ∈ Dom L : Γ^′f = BΓf},

gde B – nekotoryæ operator v prostranstve E. Togda L = L | |_{Dom L}.

Pust~ L_∞ – rasxirenie Dirihle, i U – ego preobrazovanie Kffli (3); operator Ω zadan sootnoxeniØmi (6). Oboznaqim qerez T preobrazovanie Kffli operatora L: T = (L − iI)(L + iI)^{−1} . OkazyvaetsØ, operator T moßet byt~ zapisan v vide (1). Deæstvitel~no, legko proverit~, qto na ortogonal~nom dopolnenii k Ødru ker (L − iI), kotoroe sovpadaet s obrazom operatora l + iI, deæstvie operatorov T i U odinakovo, a imenno, (l +iI)h otobraßaetsØ na (l − iI)h, h ∈ H. DlØ ostavxeæsØ qasti dokazatel~stva formuly (1) vospol~zuemsØ sledu¸weæ lemmoæ.

Lemma 3. Pust~ μ1, μ2 – kompleksnye qisla. Predpoloßim, qto

L – rasxirenie operatora l, l ⊂ L ⊂ L, i μ_2 ne ØvlØetsØ toqkoæ spektra operatora L. Esli h ∈ ker (L − μ_1I), to

f = (L − μ_1I)(L − μ_2I)^{−1} h ∈ ker (L − μ_2I).

Krome togo, dlØ L = L_B imeem

Γf = (B − M (μ_2))^{−1}(B − M (μ_1))Γh; (11)

esli ße L = L_∞, to Γf = Γh.

Dokazatel~stvo. Imeem

(L − μ_2I)f = (L − μ_2I)(L − μ_1I)(L − μ_2I)^{−1} h =

= (L − μ_2I)(L − μ_2I)(L − μ_2I)^{−1}h + (L − μ_2I)(μ_2 − μ_1)(L − μ_2I)^{−1}h =

= (L − μ_2I)h + (μ_2 − μ_1)h = (L − μ_1I)h = 0,

NESAMOSOPR˚ȷENNYE RASXIRENI˚ 99

otkuda f ∈ ker (L − μ_2I). Esli L = L_B , to

f − h = (μ_2 − μ_1)(L − μ_2I)^{−1}h ∈ Dom L,

i sledovatel~no, Γ^′(f − h) = BΓ(f − h). Po opredeleni¸ funkcii VeælØ imeem Γ^′h = M (μ_1)Γh i Γ^′f = M (μ_2)Γf. Takim obrazom,

BΓ(f − h) = Γ^′f − Γ^′h = M (μ_2)Γf − M (μ_1)Γh,

to est~ (B − M (μ_2))Γf = (B − M (μ_1))Γh, otkuda sleduet (11). DlØ sluqaØ L = L_∞ analogiqno poluqaem f − h ∈ Dom L_∞, qto i oznaqaet, qto Γf = Γh. �

Prodolßim proverku formuly (1). OstaetsØ rassmotret~ sluqaæ, kogda h ∈ ker (L − iI), i dlØ takih h nußno proverit~, qto T h = (I − ΩKΩ^∗)U h. Iz lemmy 3 vytekaet, qto

U h = (L_∞ − iI)(L_∞ + iI)^{−1}h ∈ ker (L + iI) i ΓU h = Γh,

a takße qto T h = (L − iI)(L + iI)^{−1}h ∈ ker (L + iI) i ΓT h = (B − M (i)^∗)^{−1}(B − M (i))Γh.

Takim obrazom, obe qasti sootnoxeniØ T h = (I −ΩKΩ^∗)U h leßat v ker (L+iI), a pofftomu, qtoby dokazat~ ffto ravenstvo, dostatoqno proverit~, qto ΓT h = Γ(I − ΩKΩ^∗)U h, ili (B − M (i)^∗)^{−1}(B − M (i))Γh = ΓU h − ΓΩKΩ^∗U h.

Poskol~ku ΓU h = Γh i ΓΩ = I, poslednee sootnoxenie ravnosil~no ravenstvu KΩ^∗U h = Γh − (B − M (i)^∗)^{−1}(B − M (i))Γh. PravaØ qast~ ravna (B − M (i)^∗)^{−1} · 2i Im M (i)Γh, i s uqetom formuly (7) ostaetsØ pokazat~, qto

KΩ^∗U h = 2i(B − M (i)^∗)^{−1}Ω^∗ΩΓh.

100 V. V. KAPUSTIN

Poskol~ku h ∈ ker (L − iI), s pomow~¸ lemmy 3 i sootnoxeniØ (3) poluqaem, qto ΩΓh = U h, i trebuemoe sootnoxenie, oqevidno, vypolneno dlØ

K = 2i(B − M (i)^∗)^{−1}.

Napomnim, qto funkciØ Φ zadaetsØ formuloæ (9). Soglasno sheme, izloßennoæ v §2, trebuetsØ vyqislit~ funkci¸ F , F (λ) =

(I − KΦ(λ))^{−1} K. Imeem I − KΦ(λ) = I − 2i(B − M (i)^∗)^{−1} · i 2 ( M (i)^∗ − M ( i 1 + λ 1 − λ )) = = (B − M (i)^∗)^{−1} ( B − M ( i 1 + λ 1 − λ )) , i, sledovatel~no,

F (λ) = ( B − M ( i 1 + λ 1 − λ ))_{−1} (B − M (i)^∗) · 2i(B − M (i)^∗)^{−1} =

= 2i ( B − M ( i 1 + λ 1 − λ ))_{−1} . (12)

DlØ funkcii Rh iz §2 po formule (8) imeem (Rh)(λ) = ∫ zh(z) z − λ dW(z), (13) gde h(z) – znaqeniØ funkcii iz prostranstva L^2(W), sootvetstvu- ¸weæ vektoru h v smysle otoßdestvleniØ iz teoremy 1. Soglasno teoreme 1, vse operatory Ω(z) ravny toßdestvennomu operatoru: Ω(z) ≡ I.

Teper~ uslovie (4) teoremy 1 perepisyvaetsØ sledu¸wim obrazom: operatory X i Y ograniqeny togda i tol~ko togda, kogda ograniqeny otobraßeniØ iz prostranstva L^2(W) v ego absol¸tno nepreryvnu¸ qast~ – prostranstvo L^2(W_{ac}) E-znaqnyh funkciæ, sopostavlØ¸wie funkcii h ∈ L^2(W) graniqnye znaqeniØ funkcii Rh iznutri kruga (sm. formulu (13)), umnoßennye (sleva) na funkcii F_+ i F^∗_− sootvetstvenno, gde F_+ i F_− – graniqnye znaqeniØ funkcii F , zadannoæ formuloæ (12), sootvetstvenno iznutri i izvne ediniqnogo kruga.

NESAMOSOPR˚ȷENNYE RASXIRENI˚ 101

§4. GladkaØ skleæka pary prostranstv

�tot paragraf posvØwen izuqeni¸ operatora L, deæstvu¸wego v prØmoæ summe dvuh prostranstv. Pust~ ime¸tsØ dva simmetriqeskih operatora l_+ i l_− v nekotoryh prostranstvah H_+ i H_− sootvetstvenno. Budem ispol~zovat~ vse postroeniØ iz §1; pri fftom indeksy + i − budut oboznaqat~ ob¨ekty, otnosØwiesØ k operatoram l_+ i l_− sootvetstvenno. Pri fftom predpoloßim tol~ko, qto prostranstvo E dlØ oboih operatorov odinakovoe:

E = E_+ = E_−. Oblast~ opredeleniØ operatora L zadaetsØ sle-

du¸wim obrazom:

Dom L = {f_+ ⊕ f_− ∈ Dom l_+ ⊕ Dom l_− : Γ_+ f_+ = Γ_−f_−, Γ^′_+f_+ = Γ^′_−f_−}.

Oqevidno, ffto rasxirenie ne ØvlØetsØ poqti razreximym otnositel~no pary otobraßeniæ Γ = Γ_+ ⊕ Γ_−, Γ^′ = Γ^′_+ ⊕ Γ^′_−. Izuqenie operatora L moßet byt~ svedeno k rezul~tatam §3 s pomow~¸ modifikacii otobraßeniæ Γ i Γ^′. Odnako predstavlØetsØ nebespoleznym imet~ formuly neposredstvenno qerez ukazannye operatory Γ i Γ^′, t.e. v terminah funkciæ VeælØ M_+ i M_−.

Ime¸t mesto formuly, analogiqnye formule (9):

Φ_±(λ) = i 2 ( M_±(i)^∗ − M_± ( i 1 + λ 1 − λ )) ; togda

Φ(λ) = Φ_+ (λ) ⊕ Φ_−(λ).

Naædem formuly dlØ K. Vospol~zuemsØ otoßdestvleniØmi, postroennymi v teoreme 1: ishodnoe prostranstvo H = H_+ ⊕ H_− otoßdestvlØetsØ s L^2(W_+) ⊕ L^2(W_−). Voz~mem a = z̄a_+ ⊕ z̄a_− ∈ ker (L − iI), b = b_+ ⊕ b_− ∈ ker (L + iI).

Naædem operator K v prostranstve E ⊕ E, dlØ kotorogo (I −

ΩKΩ^∗)U = T = (L+iI)^{−1} (L−iI). Sootnoxenie (L+iI)^{−1} (L−iI)a = b

perepisyvaetsØ kak L(a − b) = i(a + b), otkuda a − b ∈ Dom L. ˚sno, qto Γa = a_+ ⊕ a_−, Γ^′a = M_+ (i)a_+ ⊕ M_−(i)a_−,

Γb = b_+ ⊕ b_−, Γ^′b = M_+ (i)^∗b_+ ⊕ M_−(i)^∗b_−.

102 V. V. KAPUSTIN

Uslovie a − b ∈ Dom L perepisyvaetsØ kak

a_+ − b_+ = a_− − b_−, M_+ (i)a_+ − M_+ (i)^∗b_+ = M_−(i)a_− − M_−(i)^∗b_−.

Ots¸da b_+, b_− vyraßa¸tsØ qerez a_+ , a_−:

b_+ = (M_+ (i)^∗ − M_−(i)^∗)^{−1}((M_+ (i) − M_−(I)^∗)a_+ − 2i Im M_−(i)a_−)

b_− = (M_+ (i)^∗ − M_−(i)^∗)^{−1}(2i Im M_+(i)a_+ + (M_+ (i)^∗ − M_−(i))a_−).

Teper~

b_+ ⊕ b_− = (I − ΩKΩ^∗)U a = (a_+ ⊕ a_−) − K(Im M_+(i)a_+ ⊕ Im M_−(i)a_−).

Poloßim

N (μ) = (M_+ (μ) − M_−(μ))^{−1}.

Imeem K ( Im M_+ (i) 0 0 Im M_−(i) ) ( a_+ a_− ) = ( a_+ a_− ) − ( b_+ b_− ) = ( a_+ a_− ) − ( N (i)^∗ 0

0 N (i)^∗ )( M_+ (i) − M_−(i)^∗ −2i Im M_−(i) 2i Im_+ (i) M_+ (i)^∗ − M_−(i) )( a_+ a_− ) =

= 2i ( N (i)^∗ 0 0 N (i)^∗ ) ( − Im M_+ (i) Im M_−(i) − Im M_+ (i) Im M_−(i) ) ( a_+ a_− ) , otkuda K = 2i ( N (i)^∗ 0 0 N (i)^∗ ) ( −1 1 −1 1 ) . DlØ funkcii F (λ) = (I − KΦ(λ))^{−1}K imeem formulu

F (λ) = 2i N ( i^{1+λ}_{1−λ} ) 0 0 N ( i^{1+λ}_{1−λ} ) ( −1 1 −1 1 ) , (14)

podrobnoe vyqislenie kotoroæ zdes~ ne privoditsØ.

Prodolßim vyqisleniØ dlØ operatora (Lf)(x) = −signx · f^{′′}(x) v prostranstve L^2 na vewestvennoæ osi. Ego oblast~ opredeleniØ est~ mnoßestvo {f ∈ L^2 : f^{′′} ∈ L^2}. V [3] dokazano, qto fftot operator podoben samosoprØßennomu. Zdes~ privoditsØ dokazatel~stvo v ramkah naxego podhoda.

NESAMOSOPR˚ȷENNYE RASXIRENI˚ 103

V kaqestve H_+ i H_− voz~mem prostranstva L^2 na poluosØh

{x > 0} i {x 6 0} sootvetstvenno. Oblasti opredeleniØ opera-

torov l_+ i l_− ime¸t odinakovyæ vid {f ∈ L^2 : f^{′′} ∈ L^2, f(0) =

f^′(0) = 0} dlØ obeih poluoseæ. Operatory L_+ i L_− ime¸t vid L_+f = −f^{′′} na poluosi {x > 0}, L_−f = f^{′′} pri {x 6 0}, a funkcii

iz ih oblasteæ opredeleniØ dlØ kaßdoæ iz poluoseæ prinima- ¸t l¸bye znaqeniØ f(0) i f^′(0). V kaqestve graniqnyh operatorov dlØ kaßdoæ iz poluoseæ moßno vzØt~ operatory Γ_±f = f(0),

Γ^′_±f = f^′(0), f ∈ DomL_±. Legko proverit~, qto dlØ nih imeet

mesto formula (2). Pust~ μ – kompleksnoe qislo, Im μ ≠ 0. Oboznaqenie √μ budet ispol~zovat~sØ dlØ kvadratnogo kornØ iz μ, dlØ kotorogo Re √μ > 0. Rexenie uravneniØ L_+ f = μf, leßawee v L^2, imeet vid f_μ(z) = exp(i√μx), x > 0. Sledovatel~no,

M_+ (μ) = f^′_μ(0)

f_μ(0) = i √ μ. Analogiqno, dlØ otricatel~noæ poluosi imeem f_μ(x) = exp(√μx), otkuda

M_−(μ) = √ μ. Postroim mery W_+ i W_− s pomow~¸ formuly (4). Absol¸tno nepreryvnaØ qast~ mery W vosstanavlivaetsØ qerez graniqnye

znaqeniØ funkcii M . Poloßim w(z) = | | |i^{1+z}_{1−z} | | |^{1/2}, gde |z| = 1. Togda

dlØ mer

dW_+(z) = { w(z)dm(z), Im z < 0 0, Im z > 0 i dW_−(z) = { 0, Im z < 0 w(z)dm(z), Im z > 0 imeem analogi formuly (4) dlØ funkciæ VeælØ M_+ i M_−, to est~ singulØrnye qasti u mer W_+ i W_− otsutstvu¸t. Takim obrazom, prostranstvo L^2 na vewestvennoæ osi otoßdestvlØetsØ s vesovym prostranstvom L^2(w) na ediniqnoæ okrußnosti, priqem pravoæ i levoæ poluosØm sootvetstvu¸t nißnØØ i verhnØØ poluokrußnosti.

Prostranstvo E dvumerno i polagaetsØ ravnym C^2 : pervaØ koordinata budet sootvetstvovat~ poluosi {x > 0} i nißneæ polu-

104 V. V. KAPUSTIN

okrußnosti, a vtoraØ – otricatel~noæ poluosi i verhneæ poluokrußnosti. Formula (13) dlØ funkcii R perepisyvaetsØ kak (Rh)(λ) = ( ∫ Im z<0 h(z)w(z)dm(z) 1−λz̄ ∫ Im z>0 h(z)w(z)dm(z) 1−λz̄ ) , h ∈ L^2(w);

dlØ operatora Ω : C^2 → L^2(w) imeem [ Ω ( c_1 c_2 )] (z) = [Ω(z)] ( c_1 c_2 ) = { c_1, Im z < 0

c_2, Im z > 0.

DlØ funkcii N imeem N (μ) = ((i − 1)√μ)^{−1}; pofftomu formula (14) dlØ funkcii F prinimaet vid

F (λ) = 1 − i √ i^{1+λ}_{1−λ} ( −1 1 −1 1 ) . OstaetsØ postroit~ operatory X i Y (10) po fftim formulam. Tak kak singulØrnoe prostranstvo operatora L nulevoe, dlØ dokazatel~stva podobiØ operatora L operatoru umnoßeniØ na nezavisimu¸ peremennu¸ v prostranstve L^2 na vewestvennoæ osi nußno pokazat~, qto operatory X i Y ograniqeny. ˚sno, qto ograniqennost~ l¸bogo iz operatorov X , Y ravnosil~na ograniqennosti otobraßeniØ, sopostavlØ¸wego funkcii h ∈ L^2(w) funkci¸

Ω(z) 1 − i √ i^{1+λ}_{1−λ} ( −1 1 −1 1 ) (R_+h)(z)

v prostranstve L^2(w). Tak kak | | | √ i^{1+z}_{1−z} | | | = w(z), a komponenty

vektornoznaqnoæ funkcii R_+h sovpada¸t s sußeniØmi funkcii

P_+(hw) na nißn¸¸ i verhn¸¸ poluokrußnosti, gde P_+ – proek-

tor Rissa, legko videt~, qto trebuemoe uslovie sostoit v ograniqennosti operatora h →^P+^{(hw)}_w v prostranstve L^2(w). Poslednee uslovie ravnosil~no ograniqennosti proektora Rissa P_+ v prostranstve L^2(w^{−1}), tak kak umnoßenie na w predstavlØet soboæ unitarnyæ operator iz L^2(w) na L^2(w^{−1}), a delenie na w – obratnyæ k nemu operator.

Proektor P_+ v prostranstve L^2(w^{−1}) ograniqen, tak kak dlØ nego legko proverØ¸tsØ klassiqeskie usloviØ Makenhaupta i

NESAMOSOPR˚ȷENNYE RASXIRENI˚ 105

Hel~sona–Sœge; sledovatel~no, operator f → −signx · f^{′′}(x) podoben operatoru umnoßeniØ na nezavisimu¸ peremennu¸ v prostranstve L^2 na vewestvennoæ osi.

Literatura

1. V. V. Kapustin, Spektral~nyæ analiz poqti unitarnyh operatorov. Algebra i analiz, 13, vyp. 5 (2001), 44–68.

2. V. A. Derkaq, M. M. Malamud, Harakteristiqeskie funkcii poqti razreximyh rasxireniæ ffrmitovyh operatorov. Ukr. mat. ßurn., 44, vyp. 4 (1992), 435–459.

3. B. Curgus, B. Najman, The operator (sgnx) d2dx2 is similar to a selfadjoint operator

in L^2(R). Proc. Amer. Math. Soc., 123 (1995), 1125–1128.

Kapustin V. V. Nonselfadjoint extensions of symmetric operators. A previous result of the author about almost unitary operators is applied to the spectral analysis of nonselfadjoint extensions of symmetric operators. With this aim in view, the Cayley transform of such an extension is written as a perturbation of a unitary operator by a finite rank operator of a special form in terms of the Weyl function.

Postupilo 28 oktØbrØ 2001 g.

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

kapustin@ pdmi.ras.ru