Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 282, 2001 g.

A. A. Korenovskiæ OCENKI KOLEBANI` SOPR˚ȷENNOGO PREOBRAZOVANI˚ HARDI I PREOBRAZOVANI˚ KAL^DERONA

§1. OpredeleniØ i formulirovki osnovnyh rezul~tatov Rassmatriva¸tsØ neotricatel~nye, lokal~no summiruemye

na R+ ≡ [0, ∞) funkcii f, dlØ kotoryh shoditsØ integral ∫_{+∞} 1 f(u)^{du}_u . Operator Hardi, soprØßennyæ operator Hardi i operator Kal~derona opredelØ¸tsØ ravenstvami Pf(t) = 1 t t∫ 0 f(u) du, t > 0,

P^∗f(t) = +∞∫ t f(u) du u , t > 0,

Sf(t) = 1 t t∫ 0 f(u) du + +∞∫ t f(u) du u = Pf(t) + P^∗f(t), t > 0, sootvetstvenno, ([1, 2]). Dalee, nißnee i srednee kolebaniØ funkcii f na intervale I ⊂ R_+ opredelØ¸tsØ sootvetstvenno ravenstvami L(f; I) = 1 |I| ∫ I f(u) du − ess inf_{u∈I} f(u) i Ω(f; I) = 1 |I| ∫ I |f(u) − f_I | du,

Rabota qastiqno podderßana DFFD, grant No. F7/329-2001. 106

OCENKI KOLEBANI` 107 gde f_I = |I|^{−1} ∫ I f(u) du, a qerez |E| oboznaqaetsØ lebegova mera mnoßestva E. Kak obyqno, polagaem ‖f‖_{BLO} = sup_I L(f; I), ‖f‖_{BMO} = sup_I Ω(f; I), gde verhnie grani berutsØ po vsem intervalam I ⊂ R_+. Klass BM O funkciæ f s ograniqennym srednim kolebaniem, t.e. takih, qto ‖f‖_{BMO} < ∞, opredelen v rabote [3]. Analogiqno opredelØetsØ klass BLO funkciæ s ograniqennym nißnim kolebaniem (sm. [4]). Legko videt~, qto BLO ⊂ BM O, a dlØ nevozrasta¸wih

na R+ funkciæ klassy BM O i BLO sovpada¸t.

V dal~neæxem qerez χ_E oboznaqaem harakteristiqesku¸ funkci¸ mnoßestva E, ‖f‖_∞ = ess sup_{t∈}

R+^{f(t)} . ToqnaØ ocenka sverhu BM O-normy preobrazovaniØ Hardi soderßitsØ, naprimer, v [5]. Tam ße imeetsØ i ocenka snizu dlØ nevozrasta¸weæ funkcii, a utoqnena ffta ocenka v [6]. Imenno, v neravenstve A‖f‖_{BMO} 6 ‖Pf‖_{BMO} 6 ‖f‖_{BMO}, (1) gde f ne vozrastaet na R_+, postoØnnu¸ 1 sprava nel~zØ umen~- xit~, a vopros o naibol~xem znaqenii postoØnnoæ A sleva, naskol~ko nam izvestno, otkryt. Neuluqxaemoe v smysle konstant neravenstvo_1 e ‖f‖_{BLO} 6 ‖Pf‖_{BLO} 6 ‖f‖_{BLO} dlØ nevozrasta¸weæ funkcii f poluqeno v [6].

Legko videt~, qto dlØ suwestvenno ograniqennoæ funkcii f soprØßennoe preobrazovanie Hardi P^∗f prinadleßit BLO, a znaqit i BM O. Odnako, uslovie suwestvennoæ ograniqennosti funkcii f ne ØvlØetsØ neobhodimym. Toqnee, spravedliva

Teorema 1. Pust~ neotricatel~naØ, lokal~no summiruemaØ na

R+ funkciØ f takova, qto^{∫ +∞}_1 f(u)^{du}_u < ∞. Togda ‖P^∗f‖_{BLO} = ‖Pf‖_∞. (2) Odin iz osnovnyh rezul~tatov dannoæ zametki sostoit v nahoßdenii toqnyh ocenok BM O-normy soprØßennogo preobrazovaniØ Hardi.

108 A. A. KORENOVSKI`

Teorema 2. Pust~ neotricatel~naØ, lokal~no summiruemaØ na

R+ funkciØ f takova, qto^{∫ +∞}_1 f(u)^{du}_u < ∞. Togda spravedlivo

neravenstvo max ( 2 e lim t→0+ ess inf u∈(0,t) f(u), 1 2 ‖Pf‖_∞ ) 6 6 ‖P^∗f‖BMO 6^2_e ‖Pf‖∞,^{(3)} priqem postoØnnye^2_e sleva i sprava i^1_2 sleva nel~zØ uluqxit~.

Dokazatel~stva teorem 1 i 2 privodØtsØ v §2.

DlØ preobrazovaniØ Kal~derona analog teoremy 1 vyglØdit tak.

Teorema 3. Pust~ neotricatel~naØ, lokal~no summiruemaØ na

R+ funkciØ f takova, qto^{∫ +∞}_1 f(u)^{du}_u < ∞. Togda ‖Sf‖_{BLO} = ‖P(Pf)‖_∞ . (4) Drugoæ osnovnoæ rezul~tat fftoæ raboty zakl¸qaetsØ v sledu¸weæ teoreme.

Teorema 4. Pust~ neotricatel~naØ, lokal~no summiruemaØ na

R+ funkciØ f takova, qto^{∫ +∞}_1 f(u)^{du}_u < ∞. Togda spravedlivo

neravenstvo max ( 2 e lim t→0+ ess inf u∈(0,t) f(u), 1 2 ‖P(Pf)‖_∞ ) 6 6 ‖Sf‖BMO 6^2_e ‖P(Pf)‖∞,^{(5)} priqem postoØnnye^2_e sleva i sprava nel~zØ uluqxit~.

Teoremy 3 i 4 takße dokazany v §2.

Zameqanie 1. V levyh qastØh neravenstv (3) i (5) vmesto ess inf

nel~zØ postavit~ ess sup. Deæstvitel~no, dlØ funkcii f(t) = ∞∑ k=0 2^{k+1}χ_{[2}�k_{−2}�2k�2_{,2}�k_](t), t > 0,

oqevidno, lim_{t→0+} ess sup_{u∈(0,t)} f(u) = +∞ i ‖P(Pf)‖_∞ 6 ‖Pf‖_∞ = 1.

OCENKI KOLEBANI` 109

Zameqanie 2. Nam neizvestno, ØvlØetsØ li postoØnnaØ^1_2 v levoæ

qasti neravenstva (5) nailuqxeæ.

Zameqanie 3. ˚sno, qto ‖Pf‖∞ 6 ‖f‖∞, no uslovie ‖f‖∞ < ∞

ne ØvlØetsØ neobhodimym dlØ ograniqennosti Pf. S drugoæ storony, iz oqevidnogo neravenstva uPf(u) ¿ tPf(t), u ¿ t > 0, sleduet P(Pf)(2t) ¿ 1 2t 2t∫ t Pf(u) du ¿ ln 2 2 Pf(t), t > 0. �to oznaqaet, qto usloviØ ‖Pf‖_∞ < ∞ i ‖P(Pf)‖_∞ < ∞ ravnosil~ny. Takim obrazom, teoremy 1–4 pokazyva¸t, qto neobhodimym i dostatoqnym usloviem prinadleßnosti P^∗f i Sf klassam BM O i BLO ØvlØetsØ ograniqennost~ funkcii Pf, no ne suwestvennaØ ograniqennost~ funkcii f.

Iz teorem 2 i 4 mgnovenno vytekaet

Sledstvie 1. Esli v teoremah 2 i 4 dopolnitel~no predpolo-

ßit~, qto funkciØ f ne vozrastaet na R_+, to ‖P^∗f‖_{BMO} = ‖Sf‖_{BMO} = 2 e lim t→0+ f(t) = 2 e ‖Pf‖_∞. Dalee, esli f suwestvenno ograniqena na R_+, to ‖Pf‖_∞<∞.

Togda, kak sleduet iz lemmy 5 §2, ‖Pf‖_∞ ¿ 2‖Pf‖_{BMO} . �to neravenstvo vmeste s (1) i sledstviem 1 privodit k sledu¸wemu utverßdeni¸.

Sledstvie 2. Pust~ neotricatel~naØ, ograniqennaØ na R+, ne-

vozrasta¸waØ funkciØ f takova, qto ∫_{+∞} 1 f(u)^{du}_u < ∞. Togda ‖f‖_{BMO} 6 e 4A ‖P^∗f‖_{BMO} , (6) ‖f‖_{BMO} 6 e 4A ‖Sf‖_{BMO} , (7) gde A – postoØnnaØ iz levoæ qasti neravenstva (1).

Zameqanie 4. Kak sleduet iz (3) i (5), bez predpoloßeniØ ogra-

niqennosti funkcii f neravenstva (6) i (7) terØ¸t silu, daße esli postoØnnye v ih pravyh qastØh zamenit~ skol~ ugodno bol~ximi. Analogiqno, uslovie monotonnosti funkcii f v

110 A. A. KORENOVSKI` sledstvii 2 takße nel~zØ otbrosit~. V fftom legko ubedit~sØ na primere funkcii f(t) = χ_{[1−ε,1]}(t), t ¿ 0 (0 < ε < 1), dlØ kotoroæ ‖f‖_{BMO} =^1_2 , a max (‖P^∗f‖_{BMO} , ‖Sf‖_{BMO} ) 6 ‖Sf‖_∞ 6 ε + ln^1_{1−ε} .

Sledu¸waØ teorema pokazyvaet, qto obratnye po otnoxeni¸ k (6) i (7) ocenki nevozmoßny, daße esli predpolagat~ monotonnost~ i ograniqennost~ funkcii f.

Teorema 5. DlØ l¸boæ poloßitel~noæ postoØnnoæ c naædetsØ

ograniqennaØ, nevozrasta¸waØ na R_+, neotricatel~naØ funkciØ f, takaØ, qto ∫_{+∞} 1 f(u)^{du}_u < ∞ i ‖P^∗f‖_{BMO} ¿ c‖f‖_{BMO} , (8) ‖Sf‖_{BMO} ¿ c‖f‖_{BMO}. (9) Dokazatel~stvo fftoæ teoremy dano v §2.

Zameqanie 5. Tak kak dlØ nevozrasta¸weæ funkcii otnoxenie

ee BM O- i BLO-norm otdeleno ot nulØ i ograniqeno (sm. lemmu 3 v §2), to analogi neravenstv (6)–(9) dlØ norm v BLO takße spravedlivy (s drugimi postoØnnymi v pervyh dvuh neravenstvah).

§2. Lemmy i dokazatel~stva teorem

Lemma 1. Esli funkciØ f ne vozrastaet na R+, to

‖f‖_{BLO} = sup_{t>0} L(f; (0, t)) = sup_{t>0} ( 1 t t∫ 0 f(u) du − f(t) ) , ‖f‖_{BMO} = sup_{t>0} Ω(f; (0, t)).

Dokazatel~stvo sm., naprimer, v [7, 6].

Lemma 2 (Neravenstvo Dßona–Nirenberga). Pust~ φ ∈ BM O.

Togda dlØ l¸bogo intervala I ⊂ R_+ spravedlivo neravenstvo |{x ∈ I : |φ(x) − φ_I | > λ}| 6 B ·|I|·exp ( − 2 e · λ ‖φ‖_{BMO} ) , λ > 0, (10)

gde B – absol¸tnaØ postoØnnaØ.

S postoØnnoæ^1_{2e} vmesto^2_e v pokazatele ffksponenty takoe neravenstvo bylo dokazano v [3]. S toqnym pokazatelem^2_e neravenstvo (10) poluqeno v [8, 9].

OCENKI KOLEBANI` 111

Lemma 3. Esli funkciØ f ne vozrastaet na R+, to 1 2 ‖f‖_{BLO} 6 ‖f‖_{BMO} 6 2 e ‖f‖_{BLO}, priqem postoØnnye^1_2 sleva i^2_e sprava nel~zØ uluqxit~.

�ta lemma dokazana v [6].

Lemma 4. DlØ funkcii f0(t) =^(1+ln^1_t^)χ[0,1](t)+^1_t χ(1,+∞)(t), t > 0,

spravedlivo ravenstvo ‖f_0‖_{BMO} = 2 e . Dokazatel~stvo. V silu lemmy 1, dostatoqno pokazat~, qto

sup_{t>0} Ω(f_0; (0, t)) =^2_e .

Esli 0 < t 6 1, to (f_0)_{(0,t)} = 2 + ln^1_t i

Ω(f_0; (0, t)) = 2 t t/e∫ 0 ( ln 1 u − ln e t ) du = 2 e . Pofftomu ostaetsØ pokazat~, qto Ω(f_0; (0, t)) 6^2_e pri t > 1.

Predpoloßim snaqala, qto 1 < t 6 t_0, gde t_0 > e – koren~ uravneniØ ln x = x − 2. �to oznaqaet, qto (f_0)_{(0,t)} ¿ 1. Tak kak

1 + ln^1_u 6^1_u , u ¿ 1, to naædetsØ takoe t_1, 1 6 t_1 < t, qto

(f_0)_{(0,t)} = 1 t_1

t_1∫

0 ( 1 + ln 1 u ) du ≡ g_{(0,t1)}, gde g(u) = 1 + ln^1_u , u > 0. Togda poluqim

Ω(f_0; (0, t)) = 2 t ∫ {u:1+ln^1_u >(f0)(0,t)} ( 1 + ln 1 u − (f_0)_{(0,t)} ) du 6 6^2_{t1}^∫

{u:1+ln^1_u >(f0)(0,t)} ( 1 + ln 1 u − g_{(0,t1)} ) du = Ω(g; (0, t_1)) = 2 e .

112 A. A. KORENOVSKI`

Ostalos~ rassmotret~ sluqaæ t > t_0, t.e. kogda (f_0)_{(0,t)} =^1_t (2 +

ln t) < 1. V fftom sluqae imeem

Ω(f_0; (0, t)) = 2 t t_2∫

0 ( f_0(u) − (f_0)_{(0,t)} ) du =

= 2 ·

1 + ln t − ln(2 + ln t) t , gde t_2 opredelØetsØ iz usloviØ^1_{t2} = (f_0)_{(0,t)}, t.e. t_2 =^t_{2+ln t} . Oboznaqim ψ(t) =^{1+ln t−ln(2+ln t)}_t , t ¿ t_0. Tak kak t_0 > e, to ψ(t_0) =^1_{t0} <^1_e . Legko takße ubedit~sØ v tom, qto proizvodnaØ ψ^′(t) strogo otricatel~na pri t ¿ t_0. Pofftomu ψ(t) 6^1_e , t ¿ t_0, i tem samym zaverxaetsØ dokazatel~stvo lemmy.

Sledu¸waØ prostaØ lemma byla ispol~zovana v §1 pri dokazatel~stve sledstviØ 2.

Lemma 5. Pust~ funkciØ η neotricatel~na i ograniqena na R+.

Togda spravedlivo neravenstvo ‖η‖_{BMO} 6 1 2 ‖η‖_∞. Dokazatel~stvo. Oboznaqim ζ(t) = η(t) −^1_2 ‖η‖∞. Togda, oqevid- no, ‖ζ‖_{BMO} = ‖η‖_{BMO}, ‖ζ‖_∞ ≡ ess sup_{t∈}

R+^{|ζ(t)| = ess sup}t∈R+ | | | |η(t) − 1 2 ‖η‖_∞ | | | | = 1 2 ‖η‖_∞. Pofftomu, v silu neravenstva Xvarca, imeem ‖η‖_{BMO} = ‖ζ‖_{BMO} = sup_{I⊂} R+ 1 |I| ∫ I |ζ(t) − ζ_I | dt 6 6 sup_{I⊂}R_+^{{ 1}_{|I|}^∫_I (ζ(t) − ζI )^2 dt^{}1/2} =

= sup I⊂R+ { 1 |I| ∫ I ζ^2(t) dt − (ζ_I )^2 }_{1/2} 6

OCENKI KOLEBANI` 113

6 sup_{I⊂}R_+^{{ 1}_{|I|}^∫_I ζ^2(t) dt^{}1/2} 6 ‖ζ‖∞ =^1_2 ‖η‖∞.

Lemma dokazana.

Dokazatel~stvo teoremy 1. DlØ t > 0 imeem 1 t t∫ 0 P^∗f(u) du − P^∗f(t) =

= 1 t t∫ 0 +∞∫ u f(v) dv v − +∞∫ t f(v) dv v du =

1 t t∫ 0 t∫ u f(v) dv v du = 1 t t∫ 0 f(v) dv = Pf(t). Tak kak f neotricatel~na, to P^∗f ne vozrastaet na R_+. Pofftomu (2) sleduet iz lemmy 1 i poluqennogo ravenstva.

Dokazatel~stvo teoremy 2. Pravoe neravenstvo v (3) sleduet

iz monotonnosti P^∗f, lemmy 3 i teoremy 1. Deæstvitel~no, ‖P^∗f‖_{BMO} 6 2 e ‖P^∗f‖_{BLO} = 2 e ‖Pf‖_∞. Dalee, dlØ funkcii f_1(t) = χ_{[0,1]}(t), t ¿ 0, imeem P^∗f_1(t) = ln^1_t × ×χ_{[0,1]}(t), t > 0, i legko podsqitat~, qto ‖P^∗f_1‖_{BMO} =^2_e . Znaqit, dlØ f_1 pravoe neravenstvo v (3) obrawaetsØ v ravenstvo, tak qto postoØnnu¸^2_e sprava v (3) nel~zØ umen~xit~.

Dokaßem levoe neravenstvo v (3). Poskol~ku P^∗f ne vozrastaet, iz lemmy 3 i teoremy 1 sleduet, qto ‖P^∗f‖_{BMO} ¿ 1 2 ‖P^∗f‖_{BLO} = 1 2 ‖Pf‖_∞. (11) Pokaßem teper~, qto v fftom neravenstve postoØnnu¸^1_2 nel~zØ uveliqit~. Pust~ 0 < ε < 1. Poloßim

f_ε(t) = 1 ε χ_{[1−ε,1]}(t), t ¿ 0.

114 A. A. KORENOVSKI` Togda

‖Pf_ε‖_∞ = 1, P^∗f_ε(t) = 1 ε · min ( ln 1 1 − ε , ln 1 t ) · χ_{[0,1]}(t), t > 0. Legko videt~, qto ‖P^∗f_ε‖_{BMO} →^1_2 pri ε → 0+. �to oznaqaet, qto postoØnnaØ^1_2 sleva v (3) toqnaØ.

Teper~ dokaßem neravenstvo ‖P^∗f‖_{BMO} ¿ 2 e lim t→0+ ess inf u∈(0,t) f(u). (12)

˚sno, qto dostatoqno rassmatrivat~ sluqaæ ‖P^∗f‖_{BMO} < ∞. Oboznaqim b = lim_{t→0+} ess inf_{u∈(0,t)} f(u). Esli b = 0, to (12) oqevidno. Pust~ b > 0. Zafiksiruem a, 0 < a < b, i naædem takoe ε > 0, qto f(u) > a dlØ poqti vseh u ∈ (0, ε). Togda dlØ t < ε budem imet~ P^∗f(t) ¿ ε∫ t f(u) du u ¿ a · ln^ε_t ,

tak qto

lim inf t→0+ P^∗f(t) ln^ε_t ¿ a. (13)

Vospol~zuemsØ teper~ lemmoæ 2. DlØ nevozrasta¸weæ funkcii φ = P^∗f i intervala I = (0, 1) neravenstvo (10) moßno perepisat~ tak:

P^∗f(t) 6 C + e 2 ‖P^∗f‖_{BMO} ( ln 1 t + ln B ) , gde 0 < t < t^′ ≡ B · exp ( − 2 e · 2C ‖P^∗f‖_{BMO} ) , C = (P^∗f)_{(0,1)}.

Ots¸da sleduet, qto ‖P^∗f‖_{BMO} ¿ 2 e · P^∗f(t) − C ln^1_t + ln B , 0 < t < t^′. Ustremiv v fftom neravenstve t → 0+, ispol~zuØ (13), poluqim ‖P^∗f‖_{BMO} ¿ 2 e · a.

OCENKI KOLEBANI` 115 Poskol~ku qislo a, a < b, proizvol~no, ots¸da sleduet (12). Nakonec, dlØ rassmotrennoæ vyxe funkcii f_1 (12) obrawaetsØ v ravenstvo, tak qto^2_e sprava v (12) nel~zØ uveliqit~.

Levoe neravenstvo v (3) sleduet iz (11) i (12). Teorema dokazana.

Dokazatel~stvo teoremy 3. Esli 0 < t < s, to Sf(t) − Sf(s) = ( 1 t − 1 s )^t∫ 0 f(u) du + s∫ t f(u) ( 1 u − 1 s ) du ¿ 0. �to oznaqaet, qto Sf ne vozrastaet na R_+. Pofftomu (4) vytekaet iz lemmy 1 i sledu¸wego ravenstva: 1 t t∫ 0 Sf(u) du − Sf(t) =

= 1 t t∫ 0 1 u u∫ 0 f(v) dv du − 1 t t∫ 0 f(v) dv + 1 t t∫ 0 t∫ u f(v) dv v du =

= 1 t t∫ 0 1 u u∫ 0 f(v) dv du = P(Pf)(t), t > 0. Dokazatel~stvo teoremy 4. S ispol~zovaniem teoremy 3 ne-

ravenstvo (5) moßet byt~ poluqeno takimi ße rassußdeniØmi, s pomow~¸ kotoryh (3) poluqeno na osnovanii teoremy 1. Dalee, dlØ funkcii f_1(t) = χ_{[0,1]}(t), t ¿ 0, imeem Sf_1 = f_0, gde f_0 – funkciØ, rassmotrennaØ v lemme 4. Tak kak

‖P(Pf_1)‖_∞ = 1, lim_{t→0+} ess inf_{u∈(0,t)} f_1(u) = 1

i, v silu lemmy 4, ‖Sf_1‖_{BMO} = ‖f_0‖_{BMO} =^2_e , to obe postoØnnye 2 e sleva i sprava v (5) toqnye.

Dokazatel~stvo teoremy 5. Predpoloßim, qto (8) ne vypolne-

no. Togda naædetsØ takoe c_1, qto dlØ l¸boæ ograniqennoæ, nevozrasta¸weæ na R_+, neotricatel~noæ funkcii f spravedlivo neravenstvo ‖P^∗f‖_{BMO} 6 c_1‖f‖_{BMO}. PrimenØØ sledstvie 1 i lemmu

116 A. A. KORENOVSKI` 3, ots¸da poluqim ‖f‖_∞ = ‖Pf‖_∞ = e 2 ‖P^∗f‖_{BMO} 6 e 2 c_1‖f‖_{BMO} 6 c_1‖f‖_{BLO} . (14) Postroim posledovatel~nost~ funkciæ f_N , dlØ kotoryh ‖f_N ‖_∞ = 1 i ‖f_N ‖_{BLO} → 0 pri N → ∞, i tem samym poluqim protivoreqie s (14). Zadadim N i poloßim

f_N (t) = ( 1 − 1 N ln(t + 1) ) χ_{[0,e}N_{−1)}(t), t ¿ 0.

˚sno, qto funkciØ f_N neotricatel~na, ne vozrastaet na R_+ i ‖f_N ‖_∞ = 1. Esli 0 < t 6 e^N − 1, to

(f_N )_{(0,t)} = 1 t t∫ 0 ( 1 − 1 N ln(u + 1) ) du =

= 1 − 1 N [( 1 + 1 t ) ln(t + 1) − 1 ] , L (f_N ; (0, t)) = (f_N )_{(0,t)} − f_N (t) = 1 N [ 1 − 1 t ln(t + 1) ] 6^1_N .

Esli ße t > e^N − 1, to f_N (t) = 0 i

L (f_N ; (0, t)) = (f_N )_{(0,t)} 6 (f_N )_{(0,e}N_{−1)} = L ( f_N ; ( 0, e^N − 1

)) 6^1_N .

Takim obrazom,

‖f_N ‖_{BLO} = sup_{t>0} L (f_N ; (0, t)) 6 1 N , i tem samym zaverxaetsØ dokazatel~stvo neravenstva (8).

˚sno, qto (9) moßno poluqit~ takim ße sposobom. Teorema dokazana.

Literatura

1. S. G. Kreæn, ı. I. Petunin, E. I. Semenov, InterpolØciØ lineænyh operatorov. Nauka, M. (1978).

2. C. Bennett, R. Sharpley, Interpolation of Operators. Academic Press, New York (1988).

3. F. John, L. Nirenberg, On functions of bounded mean oscillation. — Comm. Pure Appl. Math. 14 (4) (1961), 415–426.

OCENKI KOLEBANI` 117

4. R. R. Coifman, R. Rochberg, Another characterization of BM O. — Proc. Amer.

Math. Soc. 79 (1980), 249–254.

5. Jie Xiao, A reverse BM O-Hardy inequality. — Real Analysis Exchange 25 (2) (1999/2000), 673–678.

6. A. A. Korenovskiæ, Ocenki kolebaniæ preobrazovaniØ Hardi. — Matem.

zametki. (v peqati).

7. I. Klemes, A mean oscillation inequality. — Proc. Am. Math. Soc. 93 (3) (1985), 497–500.

8. A. A. Korenovskiæ, O svØzi meßdu srednimi kolebaniØmi i toqnymi pokazatelØmi summiruemosti funkciæ. — Matem. sb. 181 (12) (1990), 1721–1727.

9. A. A. Korenovskij, On the connection between mean oscillation and exact integrability classes of functions. — Math. USSR Sbornik 71 (2) (1992), 561–567.

Korenovskii A. A. Estimates of oscillations of the conjugate Hardy transform and Calderon transform.

For the conjugate Hardy transform and Calderon transform the BLOnorm is calculated and the two-sides estimates of norm in BMO are obtained, most of which are exact.

Postupilo 10 maØ 2001 g. Kievskiæ nacional~nyæ universitet im. T. G. Xevqenko, Odesskiæ nacional~nyæ universitet im. I. I. Meqnikova

E-mail: anakor@paco.net koren@mail.univ.kiev.ua