Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 282, 2001 g.

A. M. Kotoqigov

�FFEKT POVYXENI˚ GLADKOSTI DL˚ ANALITIQESKIH FUNKCI`

§1. Vvedenie

V rabote issleduetsØ vliØnie stroeniØ oblasti v kompleksnoæ ploskosti na gladkost~ analitiqeskih funkciæ, zadannyh v fftoæ oblasti i ime¸wih gladkoe prodolßenie na ee zamykanie. V ramkah rexeniØ zadaqi svobodnoæ interpolØcii dlØ analitiqeskih klassov Gœl~dera avtor obnarußil ffffekt povyxeniØ gladkosti sledov analitiqeskoæ funkcii v okrestnosti toqki vnutrennego zaostreniØ [1]. Otpravnym momentom zdes~ ØvlØetsØ prostoæ variant teoremy o stiranii osobennosteæ [2], garantiru¸weæ, qto funkciØ, analitiqeskaØ v oblasti s razrezom po otrezku i nepreryvnaØ v zamykanii fftoæ oblasti, ØvlØetsØ analitiqeskoæ v oblasti bez razreza. Povyxenie gladkosti moßno oßidat~ i v oblastØh s bolee sloßnoæ strukturoæ vsØkiæ raz, kogda v okrestnosti nekotoroæ graniqnoæ toqki soderßitsØ “oqen~ malo” toqek iz eœ dopolneniØ. Neobhodimost~ rassmatrivat~ takie voprosy voznikla u avtora i N. A. Xirokova v cikle issledovaniæ zadaqi svobodnoæ interpolØcii [3, 4], pravil~naØ postanovka kotoroæ predpolagaet naliqie apriornyh ocenok dlØ gladkosti sledov analitiqeskih funkciæ na dostatoqno redkom mnoßestve. V opisannoæ situacii estestvennoæ tehnikoæ issledovaniØ gladkosti ØvlØetsØ formula Koxi–Grina [5] i analiz sootvetstvu¸wih integralov po dopolneni¸ oblasti analitiqnosti. Ne pretenduØ na rexenie voprosa v celom, my ograniqimsØ spiralevidnymi oblastØmi.

Osnovnoæ rezul~tat raboty sostavlØ¸t ocenki sledu¸wego vida.

Pust~ funkciØ f analitiqna v oblasti, ØvlØ¸weæsØ spiral~¸, i takova, qto v zamykanii oblasti ona prinadleßit klassu Gœl~dera s pokazatelem α. Togda spravedliva ocenka 118

�FFEKT POVYXENI˚ GLADKOSTI 119

|f(a) − f(b)| ≤ C||f|| ( |a − b| + Δ^α_A log |a − b| d_a + Δ_A

+ Δ^α_B log |a − b| d_b + Δ_B ) ; zdes~ a, b – toqki spirali, d_a – rasstoØnie ot toqki a do granicy spirali, Δ_A – xirina blißaæxego k toqke a vitka dopolnitel~- noæ spirali (i analogiqno dlØ toqki b).

PrivedennaØ ocenka budet dokazana dlØ nekotorogo klassa spiraleæ s dostatoqno regulØrnym povedeniem, pozvolØ¸wem, naprimer, govorit~ o xirine vitka spirali. Bolee togo, vid ocenki moßet neskol~ko menØt~sØ v zavisimosti ot parametra, opredelenie kotorogo budet dano niße. My priveli tu iz ocenok, v kotoroæ fftot parametr ne poØvlØetsØ. Vse neobhodimye opredeleniØ budut privedeny niße.

Zametim predvaritel~no, qto privedennaØ vyxe ocenka korrektna, t.e. ne huße uße suwestvu¸weæ ocenki dlØ klassa Gel~- dera

Δ^α log |a − b| d + Δ = |a − b|^α ( Δ d + Δ )_α ( d + Δ |a − b| )_α log |a − b| d + Δ ≤ |a − b|^α, (1.1)

my sqitaem zdes~, qto d + Δ ≤ |a − b|.

§2. Opisanie spiraleæ i formulirovka osnovnogo rezul~tata

My ograniqimsØ rassmotreniem spiraleæ, u kotoryh diametry vitkov ubyva¸t kak geometriqeskaØ progressiØ. Konkretnyæ vid progressii vliØet tol~ko na postoØnnye v ocenkah, i my ograniqimsØ spiralØmi, odnu iz granic kotoryh obrazuet krivaØ (odnomernaØ spiral~) {w = exp(−2π(1 + i)x) : 0 ≤ x < ∞}. Zametim, qto otobraßenie w = exp(−2π(1+i)z) perevedet naklonnu¸ polosu {z : Im z > 0, Im z > Re z > 1 + Im z} v ediniqnyæ krug s razrezom po spirali.

Osnovnoæ ob¨ekt naxih rassmotreniæ – spiralevidnye oblasti (v dal~neæxem – spirali) opredelØ¸tsØ teper~ kak obraz nekotorogo podmnoßestva naklonnoæ polosy

S = {w = exp(−2πz) : Im z > 0, Imz < Re z < h(Re z) + Im z};

120 A. M. KOTOQIGOV

zdes~ h : R_+ → (0, 1) – funkciØ xiriny polosy; qtoby ostavat~sØ vnutri kruga, budem sqitat~ dopolnitel~no, qto h(x) < x.

Vaßnu¸ rol~ v analize zadaqi budet igrat~ dopolnitel~naØ spiral~

S^∗ = {w = exp(−2πz) : Im z > 0, h(Re z) + Im z < Re z < 1 + Im z}.

Vitkom spirali my budem nazyvat~ mnoßestvo

S_n = {w = exp(−2πz) : n − 1 ≤ Im z ≤ n, Imz < Re z < h(Re z)+Im z}.

Vvedem sledu¸wu¸ harakteristiku spirali: xirina vitka S_n vdol~ luqa {w = exp(−i2πc) : 0 ≤ c ≤ 1} – ffto dlina otrezka pereseqeniØ naklonnoæ polosy i prØmoæ Im z = n + c:

δ(n + c) = | exp(−2π((n + c − h(n + c) + i(n + c)))−

− exp(−2π((n + c)(1 + i))| = exp(−2π(n + c)) (exp(2πh(n + c)) − 1) .

Analogiqno opredelim xirinu perexeæka, t.e. xirinu vitka dopolnitel~noæ spirali

Δ(n + c) = exp(−2π(n + c)) (1 − exp(−2π(1 − h(n + c)))) .

Vvedem klassifikaci¸ spiraleæ.

Budem nazyvat~ spiral~ obyqnoæ, esli 0 < c_1 < h(x) < c_2 < 1. Esli lim_{x→∞} h(x) = 0, to nazovem spiral~ uzkoæ. Esli ße lim_{x→∞} h(x) = 1, to nazovem spiral~ xirokoæ.

GeometriqeskaØ skorost~ ubyvaniØ diametrov vitkov spirali garantiruet, qto obyqnye spirali ØvlØ¸tsØ oblastØmi Lavrent~eva (t.e. dugi na granice oblasti ime¸t dliny, ffkvivalentnye dlinam stØgiva¸wih ih hord), uzkie spirali ime¸t vnexnee zaostrenie, a xirokie – vnutrennee zaostrenie. Napomnim, qto zadaqa svobodnoæ interpolØcii v analitiqeskih klassah Gœl~- dera, poslußivxaØ impul~som k rassmotreni¸ voprosa o povyxenii gladkosti, polnost~¸ rexena dlØ oblasteæ Lavrent~eva v rabote N. A. Xirokova i avtora [3]. DlØ vnexnego zaostreniØ, predstavlØ¸wego soboæ “prØmolineænoe” zaostrenie s prostym analitiqeskim opisaniem, zadaqa svobodnoæ interpolØcii rexena v rabote teh ße avtorov [4]. Zametim, qto rabota avtora [6] daet tehniqeskie sredstva, pozvolØ¸wie perenesti rezul~- taty stat~i [4] na l¸bye uzkie spirali. DlØ xirokih spiraleæ situaciØ inaØ, rabota avtora [1] ob interpolØcii v okrestnosti

�FFEKT POVYXENI˚ GLADKOSTI 121

vnutrennego zaostreniØ rexaet zadaqu v prosteæxem sluqae i ne dopuskaet prØmyh obobweniæ. Poluqennye zdes~ ocenki ØvlØ¸tsØ pervym i obØzatel~nym xagom v rexenii zadaqi svobodnoæ interpolØcii na xirokih spiralØh.

RazumeetsØ, ffffekt povyxeniØ gladkosti moßet poØvit~sØ tol~ko u xirokih spiraleæ. Vse provodimye zdes~ ocenki dlØ

|f(a) − f(b)| verny dlØ obyqnyh i uzkih spiraleæ, no oni oqevid-

nym obrazom ffkvivalentny ocenkam klassa Gœl~dera.

My ograniqimsØ rassmotreniem spiraleæ, dlØ kotoryh funkciØ xiriny menØetsØ monotonno i dostatoqno plavno, naprimer, s usloviem udvoeniØ. Bolee togo, ffto uslovie dolßno vypolnØt~- sØ kak dlØ osnovnoæ, tak i dlØ dopolnitel~noæ spirali.

Budem govorit~, qto spiral~ imeet plavno izmenØ¸wu¸sØ xirinu, esli: 1 2 ≤ h(x + 2π) h(x) ≤ 2, 1 2 ≤ 1 − h(x + 2π) 1 − h(x) ≤ 2. DlØ spirali s plavno menØ¸weæsØ xirinoæ moßno govorit~ o xirine vitka S_n. My budem nazyvat~ xirinoæ vitka S_n veliqi- nu δ_n = e^{−2πn}(e^{2πh(n)} − 1), analogiqno dlØ dopolnitel~noæ spirali

Δ_n = e^{−2πn}(1 − e^{−2π(1−h(n))}).

Vvedem ewe odno uslovie “masxtabirovannoæ plavnosti”. Budem govorit~, qto xirokaØ spiral~ regulØrna, esli

suwestvuet qislo γ > 1 takoe, qto Δ_n ≤ e^{−nγ} .

DlØ xirokih spiraleæ predpoloßenie o regulØrnosti pozvolØet otseq~ bolee trudnye dlØ analiza promeßutoqnye sluqai meßdu obyqnoæ i xirokoæ spiral~¸, kogda funkciØ h stremitsØ k 1 slixkom medlenno. Dadim teper~ toqnu¸ formulirovku dokazyvaemogo utverßdeniØ

Teorema 2.1. Pust~ S xirokaØ regulØrnaØ spiral~, funkciØ f re-

gulØrna vo vnutrennih toqkah spirali i udovletvorØet uslovi¸ Gœl~dera porØdka α v ee zamykanii. Togda dlØ toqek a i b ∈ S, udovletvorØ¸wih uslovi¸ max(|a − b|, d_a, d_b) ≥ C max(Δ_A, Δ_B), spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ.

122 A. M. KOTOQIGOV

1. Pri αγ > 1 |f(a) − f(b)| ≤ C||f|| ( |a − b| + Δ^α_A log |a − b| d_a + Δ_A

+ Δ^α_B log |a − b| d_b + Δ_B ) . (2.1)

2. Pri αγ = 1 |f(a) − f(b)| ≤ ≤ C||f|| ( |a − b| log 1 |a − b| + Δ^α_A log |a − b| d_a + Δ_A

+ Δ^α_B log |a − b| d_b + Δ_B ) . (2.2)

3. Pri αγ < 1 |f(a) − f(b)| ≤ ≤ C||f|| ( |a − b|^{αγ} + Δ^α_A log |a − b| d_a + Δ_A

+ Δ^α_B log |a − b| d_b + Δ_B ) . (2.3)

Zameqanie. My provedem ocenki dlØ vseh vozmoßnyh vza-

imnyh raspoloßeniæ a i b, no v otsutstvii ograniqeniØ

max(|a − b|, d_a, d_b) ≥ C max(Δ_A, Δ_B) poluqatsØ tol~ko standart-

nye ocenki klassa Gœl~dera.

Pokaßem, qto ffti ocenki deæstvitel~no oznaqa¸t povyxenie gladkosti, formal~no ffto sleduet iz ocenki (1.1), no za obiliem parametrov trudno usledit~, kak sobstvenno povyxaetsØ gladkost~. Qtoby uvidet~ povyxenie gladkosti, usilim uslovie regulØrnosti i budem sqitat~, qto Δ_n ≍ e^{−nγ} . Rassmotrim vnaqale, kak povyxaetsØ gladkost~ na “sredneæ linii”, t.e. budem sqitat~, qto d_b ≍ e^{−B} , d_a ≍ e^{−A}, i pust~

A > B +1. Togda iz geometriqeskoæ skorosti ubyvaniØ razmerov

vitkov sleduet, qto |a − b| ≍ e^{−B} . VyØsnim, qto moßno poluqit~ iz ocenok (1), (2) i (3) v fftom sluqae: 1. |f(a) − f(b)| ≤ C ( |a − b| + e^{−Bαγ} + e^{−Aαγ} log^e �B e�A ) ≤ C|a − b|. 2. |f(a) − f(b)| ≤ C ( |a − b| log^1_{|a−b|} + e^{−Bαγ} + e^{−Aαγ} log^e �B e�A ) ≤ C|a − b| log^1_{|a−b|} . 3. |f(a) − f(b)| ≤ C ( |a − b|^{αγ} + e^{−Bαγ} + e^{−Aαγ} log^e �B_e �A ) ≤ C|a − b|^{αγ}. V fftih ocenkah ispol~zovano to, qto funkciØ ϕ(x) = x^β log^C_x vozrastaet v okrestnosti nulØ.

�FFEKT POVYXENI˚ GLADKOSTI 123

S drugoæ storony, esli toqki a i b blizki meßdu soboæ i blizki k granice spirali, to sohranØetsØ ocenka ishodnogo klassa Gœl~dera. Deæstvitel~no, esli |a − b| ≍ d_a ≍ d_b ≍ Δ_A, to ocenki (1)–(3) stanovØtsØ ffkvivalentnymi ocenke |f(a) − f(b)| ≤ C|a − b|^α. Odnako, dlØ dalekih toqek, leßawih na granice spirali, gladkost~ funkcii povyxaetsØ poqti tak ße, kak na sredneæ linii. Zametim predvaritel~no, qto ocenki iz teoremy vyderßiva¸t predel~nyæ perehod, kogda odna ili obe toqki stremØtsØ k granice. Fiksiruem toqki a i b na granice spirali (d_b = d_a = 0), prinadleßawie raznym ee vitkam. Kak i v pervom sluqae, budem polagat~, qto A > B + 1. Ocenki (1) i (2) sohranØ¸tsØ takimi ße, kak dlØ sredneæ linii, a ocenka (3) priobretet sledu¸wiæ vid: |f(a) − f(b)| ≤ C|a − b|^{αγ} log 1 |a − b| . T.e. analitiqeskaØ funkciØ klassa Gœl~dera na xirokoæ spirali moßet realizovat~ ocenku klassa Gœl~dera tol~ko lokal~no, a na udalennyh toqkah ocenka priraweniØ funkcii uluqxaetsØ.

§3. Predvaritel~nye ocenki

Formula Koxi–Grina daet nam vozmoßnost~ predstavit~ prirawenie funkcii v vide integrala po dopolnitel~noæ spirali, i to obstoØtel~stvo, qto otnositel~nyæ razmer mnoßestva, po kotoromu proishodit integrirovanie, oqen~ mal, skazyvaetsØ na okonqatel~noæ ocenke.

Pust~ S xirokaØ spiral~ takaØ, qto dopolnitel~naØ k neæ spiral~ regulØrna. Fiksiruem paru toqek a, b ∈ S i funkci¸

f ∈ Λ^α_A(S). Teorema E. M. Dyn~kina o psevdoanalitiqeskom pro-

dolßenii [7] pozvolØet postroit~ prodolßenie takoæ funkcii na vs¸ kompleksnu¸ ploskost~ (my sohranim dlØ nego oboznaqenie f) takoe, qto poluqennaØ funkciØ prinadleßit tomu ße klassu Gœl~dera vo vseæ ploskosti i vypolnØetsØ ocenka | | | | ∂f ∂z | | | | ≤ C||f|| dist^{α−1}(z, S) pri z ∈ C \ S. (3.1)

124 A. M. KOTOQIGOV

Zapixem predstavlenie funkcii po formule Koxi–Grina [4]: f(z) = 1 2πi ∫ |w|=R f(w) w − z dw − 1 π ∫ |w|<R ∂f ∂w (w) dudv w − z , zdes~ R l¸boe qislo takoe, qto R > |z|.

NußnaØ nam formula dlØ ocenki priraweniØ sleduet ots¸da neposredstvenno: f(a) − f(b) = 1 2πi ∫ |w|=R ( 1 w − a − 1 w − b ) f(w)dw−

− 1 π ∫ |w|<R ∂f ∂w (w) ( 1 w − a − 1 w − b ) dudv. �ta formula daet nam sledu¸wu¸ bazovu¸ ocenku: |f(a) − f(b)| ≤ C_1|a − b| ∫ |w|=1 1 |w − a||w − b| |dw|+

+C_1|a − b| ∫ |w|<1 | ∂f ∂w (w)| 1 |w − a||w − b| dudv. Tak kak toqki a i b moßno sqitat~ ravnomerno otdelennymi ot okrußnosti |w| = 1 i veliqina |f(w)| ØvlØetsØ ograniqennoæ, to pervyæ integral ocenivaetsØ sverhu qerez C|a − b| – ffto nailuqxaØ iz vozmoßnyh ocenok priraweniØ dlØ nepostoØnnoæ funkcii. Pofftomu vse dal~neæxie deæstviØ budut svØzany tol~ko s ocenkoæ vtorogo slagaemogo, v kotorom my moßem umen~xit~ oblast~ integrirovaniØ, tak kak^{∂f}_{∂w} (w) = 0 pri w ∈ S, t.e. integrirovanie proishodit tol~ko po dopolnitel~noæ spirali, priqem v fftom sluqae dlØ ocenki proizvodnoæ u nas imeetsØ ocenka (3.1). Zapixem voznikxu¸ ocenku, razbivaØ integral po spirali v integraly po otdel~nym vitkam: |f(a) − f(b)| ≤ C_2|a − b| + C_2 ∞∑ n=1 |a − b| ∫ S�_n dudv |w − a||w − b| dist^{1−α}(w, S) .

�FFEKT POVYXENI˚ GLADKOSTI 125

My perehodim k ocenkam integralov, obrazu¸wih summu, i dlØ udobstva vvedem dlØ nih special~noe oboznaqenie I = ∞∑ n=1 |a − b| ∫ S�_n dudv |w − a||w − b| dist^{1−α}(w, S) = ∞∑ n=1 I_n. (3.2)

Naxa blißaæxaØ cel~ – ocenka integralov I_n. Osnovu fftih ocenok sostavlØet razbienie oblasti integrirovaniØ na komponenty, gde veliqiny |w − a|, |w − b| malo menØ¸tsØ. Na kaßdoæ takoæ komponente H nußno budet ocenit~ integral ∫ H (dist(w, ∂S))^{α−1}dudv. �tu ocenku my oformim v sledu¸wem

predloßenii.

Predloßenie 3.1. Esli mnoßestvo H, leßawee vnutri spira-

li, dopuskaet bilipxicevo otobraßenie na prØmougol~nik {0 < x < d_1, 0 < y < d_2}, pri kotorom dist(w, ∂S) ≍ y, to ∫ H (dist(w, ∂S))^{α−1}dudv ≤ Cd_1d^α_2 . Dokazatel~stvo. V usloviØh predloßeniØ Økobian otobraße-

niØ, perevodØwego mnoßestvo H v prØmougol~nik, ffkvivalenten 1 i, sledovatel~no, ∫ H (dist(w, ∂S))^{α−1}dudv ≍ d1∫ 0 dx d2∫ 0 y^{α−1}dy = d_1d^α_2 .

Predloßenie dokazano.

§4. Dokazatel~stvo teoremy v sluqae dalekih toqek

Pust~ toqka a prinadleßit vitku spirali S_A, a toqka b vitku S_B . My rassmotrim zdes~ sluqaæ, kogda meßdu vitkami S_A i S_B leßit ewe hotØ by odin vitok spirali (dalekie toqki). Zametim, qto pri fftom vsegda vypolneno uslovie teoremy 2.1

|a − b| ≥ Δ_B. Ne umalØØ obwnosti moßno sqitat~, qto A > B

(toqnee, A > B +1) i qto rasstoØnie ot toqek a ili b do bokovyh granic soderßawih ih vitkov bol~xe rasstoØniØ do granicy spirali (kartinku vsegda moßno povernut~).

Specifika naxeæ spirali takova, qto dlØ bol~xinstva perexeækov S^∗_n nikakogo dopolnitel~nogo razbieniØ ne trebuetsØ.

126 A. M. KOTOQIGOV

DlØ togo, qtoby toqno opisat~ situaci¸, vvedem neskol~ko oboznaqeniæ. Budem govorit~, qto vitki spiraleæ (osnovnoæ) S_m i (dopolnitel~noæ) S^∗_n primyka¸t, esli oni ime¸t obwu¸ granicu, a v protivnom sluqae budem govorit~, qto vitki otdeleny.

Predloßenie 4.1. Pust~ a ∈ SA, w ∈ S^∗_n, togda pri n < A − 1 imeem |w − a| ≍ e^{−n}, a pri n > A imeem |w − a| ≍ e^{−A}. Predloßenie 4.2. Ocenka vkladov ne primyka¸wih vitkov.

Pust~ a ∈ S_A, b ∈ S_B (A ≥ B), w ∈ S^∗_n, priqem perexeek S^∗_n ne primykaet k vitkam S_A, S_B , t.e. n ≠ A, A + 1, B, B + 1. Togda

I_n ≤ e^{n−B} Δ^α_n pri n < B;

I_n ≤ Δ^α_n pri A > n > B + 1;

I_n ≤ e^{n−A}Δ^α_n pri n > A + 1.

Dokazatel~stvo. Zametim, qto esli A ≠ B, to |a − b| ≍ e^{−B}. Is-

kl¸qim iz integrala somnoßiteli |w − a|, |w − b|, pol~zuØs~ tem, qto oni ffkvivalentny diametru vitka s minimal~nym nomerom (A, B, n), a zatem vospol~zuemsØ ocenkoæ predloßeniØ 3.1 s “dlinoæ” e^{−n} i “xirinoæ” Δ_n. �ti ocenki pozvolØ¸t dokazat~ vse utverßdeniØ rassmatrivaemogo predloßeniØ.

Ocenki integralov po perexeækam, primyka¸wim k toqkam a ili b, trebu¸t dopolnitel~nyh konstrukciæ. V fftom paragrafe my rassmotrim bolee prostoæ sluqaæ, kogda ni odin iz perexeækov ne primykaet k oboim toqkam odnovremenno (t.e. A > B + 1). Provedem opisanie nußnogo nam razbieniØ primyka¸wego perexeæka.

Opredelenie 4.3. Pust~ fiksirovana toqka a i vitok granicy

spirali, togda proekcieæ toqki a na vitok spirali nazovem toqku pereseqeniØ granicy vitka i luqa, ishodØwego iz naqala koordinat i prohodØwego qerez toqku a.

Opredelenie 4.4. DlØ fiksirovannoæ toqki a ∈ C, poloßitel~-

nogo qisla d i γ ∈ [0, 2π] opredelim sistemu mnoßestv

P^∗_0 (a, d, γ) = {w = a + e^{iγ} (t_1 + it_2) : |t_1|, |t_2| ≤ d}, P^∗_m(a, d, γ) = P^∗_0 (a, 2^md, γ) \ P^∗_0 (a, 2^{m−1}d, γ), m = 1, 2, .. .

�FFEKT POVYXENI˚ GLADKOSTI 127 Vvedem oboznaqenie dlØ fragmentov mnoßestv P^∗_m(a, d, γ), leßawih vnutri vitka dopolnitel~noæ spirali. Fiksiruem vitok dopolnitel~noæ spirali S^∗_n i oboznaqim P_m(a, d, γ) = S^∗_n ∩ P^∗_m(a, d, γ), m = 2, ..., M, M ≍ log e^{−n} d ; P_1(a, d, γ) = S^∗_n ∩ P^∗_0 (a, 2d, γ). Dalee my postoØnno predpolagaem, qto a /∈ S^∗_n i d = dist(a, S^∗_n). DlØ analiza struktury mnoßestv P_m(a, d, γ) vvedem natural~- noe qislo Q takoe, qto 2^Qd ≤ d + Δ_n < 2^{Q+1}d. Esli d ≤ Δ_n, to poloßim Q = 0.

Otmetim vaßnye dlØ nas fflementarnye svoæstva postroennyh mnoßestv.

Predloßenie 4.5. 1. Esli w ∈ P_m(a, d, γ), m > 0, to |a − w| ≍ 2^md. 2. Esli w_1 ∈ P_m(a, d, γ), w_2 ∈ P_q(a, d, γ), m − 1 > q, to |w_1 − w_2| ≍

2^md.

3. S^∗_n = ⋃_M m=1 P_m(a, d, γ). 4. Esli m ≤ Q, to ∫ Pm dudv dist1�α(w,∂S) ≤ C(2 md)^{1+α}.

5. Esli Q ≤ m ≤ M , to ∫ Pm dudv dist1�α(w,∂S) ≤ C2 mdΔ^{1+α}_n .

Dokazatel~stvo. Vse utverßdeniØ fftogo predloßeniØ ØvlØ¸tsØ

prØmym sledstviem opredeleniØ 4.4 (“pod nih” ono i bylo sformulirovano). ModifikaciØ opredeleniØ mnoßestva P_1(a, d, γ) pozvolila nam iskl¸qit~ v predstavlenii punkta 3 m = 0. DlØ dokazatel~stva ocenok integralov dostatoqno vospol~zovat~sØ predloßeniem 3.1.

Teper~ my moßem prodolßit~ ocenki integralov I_n.

Predloßenie 4.6. Esli oblast~ S^∗_n primykaet k oblasti SA

(n = A−1, A) i ne primykaet k S_B (n > B), to spravedliva ocenka

I_n ≤ CΔ^α_n(1 + log e^{−n} max(d, Δ_n) ). Esli oblast~ S^∗_n primykaet k oblasti S_B i ne primykaet k S_A, to spravedliva analogiqnaØ ocenka.

Dokazatel~stvo. Pust~ a0 radial~naØ proekciØ toqki a na bli-

ßaæxu¸ k neæ granicu vitka S^∗_n, d = dist(a, ∂S). Tak kak granica

128 A. M. KOTOQIGOV

spirali udovletvorØet uslovi¸ Lavrent~eva, to d ≍ |a − a_0|. Opredelim veliqinu γ = arg(i(a − a_0)). Perepixem ocenivaemyæ integral, ispol~zuØ predstavlenie oblasti integrirovaniØ iz punkta 3 predloßeniØ 4.5:

I_n = M∑ m=1 ∫ Pm(a,d,γ) dudv |w − a||w − b| dist^{1−α}(w, ∂S) . Predloßenie 4.2 daet ocenku dlØ |w − b| i |a − b|, a predloßenie 4.5 (punkt 1) – dlØ |w − a|. Posle fftogo ocenki predloßeniØ 4.5 (punkty 4, 5) svodØt delo k ocenke geometriqeskih progressiæ. Zapixem voznika¸wie pri fftom ocenki, predpolagaØ, qto Δ_n > d (Q > 0): I_n ≤ C|a − b| Q∑ m=1 e^B 2^md

(2^md)^{1+α} + M∑ m=Q e^B 2^md

2^mdΔ^α_n ≤

C(1 + M − Q)Δ^α_n ≤ C ( 1 + log e^{−n} Δ_n ) . V sluqae Δ_n < d (Q = 0) iz predyduweæ ocenki isqezaet pervoe slagaemoe i poluqaetsØ neravenstvo

I_n ≤ C(1 + log e^{−n} d ). OstaetsØ zametit~, qto v sluqae, kogda vitok S^∗_n primykaet k vitku S_B , prohodit ta ße shema ocenki. Predloßenie dokazano.

Podvedem promeßutoqnyæ itog – dokaßem teoremu 2.1 v sluqae, kogda toqki horoxo razdeleny.

Sledstvie 4.7. Pust~ spiral~ S ØvlØetsØ regulØrnoæ, t.e. Δn ≤

e^{−nγ} , γ < 1. Pust~ vitki spirali, soderßawie toqki a i b, ne primyka¸t. Togda spravedlivy sledu¸wie ocenki.

1. Pri αγ > 1 |f(a) − f(b)| ≤ ≤ C||f|| ( |a − b| + Δ^α_A log |a − b| d_a + Δ_A

+ Δ^α_B log |a − b| d_b + Δ_B ) . (4.1)

2. Pri αγ = 1 |f(a) − f(b)| ≤

�FFEKT POVYXENI˚ GLADKOSTI 129 ≤ C||f|| ( |a − b| log 1 |a − b| + Δ^α_A log |a − b| d_a + Δ_A

+ Δ^α_B log |a − b| d_b + Δ_B ) . (4.2)

3. Pri αγ < 1 |f(a) − f(b)| ≤ ≤ C||f|| ( |a − b|^{αγ} + Δ^α_A log |a − b| d_a + Δ_A

+ Δ^α_B log |a − b| d_b + Δ_B ) . (4.3)

Dokazatel~stvo. DlØ opredelennosti budem sqitat~, qto |a| <

|b| i, sledovatel~no, A > B + 1. V sootvetstvii s prinØtymi oboznaqeniØmi (3.2) my moßem zapisat~ |f(a) − f(b)| = I = ∑ n I_n =

= ∑ n<B I_n + I_{B−1} + I_B + ∑ B+1<n<A−1 I_n + I_{A−1} + I_A + ∑ n>A I_n. Ocenim kaßdu¸ iz summ na osnovanii predloßeniØ 4.2 s uqetom usloviØ regulØrnosti spirali: ∑ n<B I_n ≤ C ∑ n<B e^{n−B}Δ^α_n ≤ C ( |a − b| + e^{−B} ∑ n<B (eΔ^{αn}n )^n ) , ∑ B+1<n<A−1 I_n ≤ C ( |a − b| + ∑ B+1<n<A−1 Δ^α_n ) ≤

≤ C ( |a − b| + ∑ B+1<n<A−1 e^{−n}(eΔ^{αn}_n )^n ) , ∑ n>A I_n ≤ C ( |a − b| + ∑ n>A e^{A−n}Δ^α_n ) ≤

≤ C ( |a − b| + e^A ∑ n>A e^{−2n}(eΔ^{αn}_n )^n ) . Prodolßim ocenki voznikxih summ, priqem dlØ ocenki pervoæ iz nih pridetsØ rassmotret~ neskol~ko variantov v zavisimosti ot znaqenie parametra αγ. Pri αγ > 1 imeem

130 A. M. KOTOQIGOV ∑ n<B I_n ≤ Ce^{−B} ∑ n<B e^ne^{−nαγ} ≤ Ce^{−B} ≤ C|a − b|, pri αγ = 1 imeem ∑ n<B I_n ≤ Ce^{−B} ∑ n<B e^ne^{−n} ≤ C|a − b| log 1 |a − b| , pri αγ < 1 imeem ∑ n<B I_n ≤ Ce^{−B} ∑ n<B e^{n(1−αγ)} ≤ Ce^{−B}e^{B(1−αγ)} ≤ C|a − b|^{αγ} . DlØ vtoroæ summy vsegda vypolnena ocenka ∑ B+1<n<A−1 I_n ≤ C ∑ B+1<n<A−1 e^{−nαγ} ≤ e^{−Bαγ} ≤ C|a − b|^{αγ}. Analogiqno dlØ tret~eæ summy ∑ n>A I_n ≤ Ce^{−Aαγ} ≤ C|a − b|^{αγ}. OstaetsØ ocenit~ slagaemye, otveqa¸wie primyka¸wim vitkam, na osnovanii predloßeniØ 4.6:

I_{B−1} ≤ CΔ^α_{B−1} log e^{−B+1} d_{B−1} + Δ_{B−1}

, I_B ≤ CΔ^α_B log e^{−B}

d_B + Δ_B , I_{A−1} ≤ CΔ^α_{A−1} log e^{−A+1} d_{A−1} + Δ_{A−1}

, I_A ≤ CΔ^α_A log e^{−A}

d_A + Δ_A , zdes~ d_{B−1} = dist(b, S^∗_{B−1}) i analogiqno opredeleny d_A, d_{A−1},

d_A. OslablØØ ocenki, my moßem zamenit~ d_{B−1} i d_B na d_b = dist(b, ∂S). Analogiqno vvedem v ocenku veliqinu d_a. Poskol~ku Δ_{n−1} ≍ Δ_n, predloßenie dokazano.

§5. Dokazatel~stvo teoremy v sluqae blizkih toqek ProdolßaØ ocenki dlØ integralov I_n, my perehodim k rassmotreni¸ sluqaØ, kogda toqki a i b nahodØtsØ v vitkah spirali S, primyka¸wih k vitku S^∗_n, po kotoromu proishodit integrirovanie. �to samaØ trudoemkaØ qast~ ocenok – zdes~ nam nado stroit~ razbienie s uqetom togo, qto rasstoØnie do oboih toqek

�FFEKT POVYXENI˚ GLADKOSTI 131

a i b moßet sil~no i nezavisimo menØt~sØ v oblasti integrirovaniØ. Nam pridetsØ rassmotret~ mnogo variantov ocenki v zavisimosti ot soqetaniØ geometriqeskih parametrov, kakovymi ØvlØ¸tsØ:

Δ(= Δ_n) – xirina vitka dopolnitel~noæ spirali (dlØ krat-

kosti uprostim oboznaqenie);

d_a, d_b – rasstoØniØ ot kaßdoæ iz toqek do vitka dopolni-

tel~noæ spirali (dlØ opredelennosti budem sqitat~, qto d_a ≤

d_b);

|a_0 − b_0| – zdes~ a_0, b_0 radial~nye proekcii toqek a na b na

granicu perexeæka S^∗_n, blißaæxu¸ k toqke a.

Postroenie komponent razbieniØ, prigodnogo dlØ pary toqek, trebuet special~nogo vybora orientacii: γ = arg(i(a_0 − b_0)).

Rassmotrim vnaqale sluqaæ, kogda d_b ≥ |a_0 − b_0|. Oboznaqim qerez R celoe qislo takoe, qto 2^Rd_a ≥ d_b > 2^{R−1}d_a.

Predloßenie 5.1. Pust~ db ≥ |a0 − b0|, togda spravedlivy sledu-

¸wie utverßdeniØ:

1) b_0 ∈ P_0(a, 2^Rd_a, γ), 2) esli w ∈ P_0(a, 2^{R+1}d_a, γ), to |w − b| ≍ d_b, 3) esli w ∈ P_m(a, d_a, γ), to |w − b| ≍ 2^md_a.

Dokazatel~stvo. Pervoe utverßdenie prØmo sleduet iz oprede-

leniØ qisla R.

Zametim, qto dlØ w ∈ S^∗ vypolnena ocenka |w − b| ≥ d_b. Sledovatel~no, dlØ dokazatel~stva utverßdeniØ 2 dostatoqno ustanovit~ ocenku sverhu: |w − b| ≤ |w − b_0| + |b_0 − b| ≤ 2^{R+2}d_a + Cd_b ≤ Cd_b.

Qtoby dokazat~ tret~e utverßdenie, dostatoqno zametit~, qto iz togo, qto b ∈ P^∗_0 (a, 2^Rd_a, γ) i w ∈ P_m(a, d_a, γ), sleduet (predloßenie 4.5 punkt 2) sootnoxenie |w − b| ≍ 2^md_a. Predloßenie dokazano.

Vidno, qto ocenka zavisit ot variantov vzaimnogo raspoloßeniØ qisel 1, Q, R: Q < 1 < R, 1 < Q < R, 1 < R < Q, qto v geometriqeskih terminah oznaqaet: Δ_n < d_a, d_a < Δ_n < d_b,

d_b < Δ_n.

Predloßenie 5.2. Pust~ db ≥ |a0 − b0| i Δn < da, togda spraved-

liva ocenka

I_n ≤ CΔ^α_n(1 + log d_b d_a ).

132 A. M. KOTOQIGOV

Dokazatel~stvo. Rassmotrim razbienie perexeæka S^∗_n iz pred-

loßeniØ 4.5: P_m(a, d_a, γ), m = 1, 2, .., M . Iz togo ße predloßeniØ sleduet, qto |w − a| ≍ 2^md_a pri w ∈ P_m(a, d_a, γ) i ∫ Pm(a,da) dudv dist1�α(w,∂S) ≤ C2 md_aΔ^α_n pri m = 1, ..., M . Qtoby zaver-

xit~ ocenki integralov po komponentam razbieniØ, ostaetsØ vospol~zovat~sØ neravenstvami iz predloßeniØ 4.5: |w − b| ≍ d_b pri w ∈ P_0(a, 2^{R+1}d_a) i |w − b| ≍ 2^md_a pri w ∈ P_m(a, 2^md_a),

m > R + 1. Na osnovanii otmeqennyh ocenok my poluqim I_n ≤ C|a − b| (_R ∑ m=1 1 2^md_a 1 2^Rd_a

2^md_aΔ^α_n + M∑ m=R+1 1 (2^md_a)^2

2^md_aΔ^α_n ) ≤

≤ CΔ^α_n |a − b| d_b (1 + log d_b d_a ). OstaetsØ zametit~, qto v rassmatrivaemom sluqae^{|a−b|}_{db} ≤ C.

Predloßenie dokazano.

Predloßenie 5.3. Pust~ db ≥ |a0 − b0| i da < Δn < db, togda

spravedliva ocenka

I_n ≤ CΔ^α_n(1 + log d_b Δ_n ). Dokazatel~stvo. Ocenka prohodit po toæ ße sheme, no poØvitsØ

ewe odna summa (ot 1 do Q), vnutri kotoroæ dlØ ocenki integrala nado ispol~zovat~ neravenstvo punkta 5 predloßeniØ 4.5. V rezul~tate poluqim ocenku I_n ≤ C|a − b| (_Q ∑ m=1 1 2^md_a 1 2^Rd_a

(2^md_a)^{1+α}+

+ R∑ m=Q 1 2^md_a 1 2^Rd_a

2^md_aΔ^α_n + M∑ m=R 1 (2^md_a)^2

2^md_aΔ^α_n ≤

CΔ^α_n(1 + log d_b d_a − log

Δ_n d_a ) ≤ CΔ^α_n(1 + log d_b Δ_n ). Predloßenie dokazano.

�FFEKT POVYXENI˚ GLADKOSTI 133

Predloßenie 5.4. Pust~ db ≥ |a0 − b0| i da < db < Δn, togda

spravedliva ocenka I_n ≤ C|a − b|^α. Dokazatel~stvo. Ocenka prohodit po toæ ße sheme, qto i v pre-

dyduwem predloßenii, no proishodit smena indeksov summirovaniØ v pervoæ i vtoroæ summe i v obeih dlØ ocenki integrala nado ispol~zovat~ neravenstvo punkta 5 predloßeniØ 4.5. V rezul~tate poluqim ocenku I_n ≤ C|a − b| (_R ∑ m=1 1 2^md_a 1 2^Rd_a

(2^md_a)^{1+α}+

Q∑ m=R 1 (2^md_a)^2

(2^md_a)^{1+α} + M∑ m=Q 1 (2^md_a)^2

2^md_aΔ^α_n ≤

C|a − b|( 1 2^Rd_a

(2^Rd_a)^α + 1 (2^Rd_a)^{1−α}

+ Δ^α_n 1 2^Qd_a ) ≤ ≤ C|a − b|( 1 d^{1−α}_b + 1 Δ^{1−α}n ) ≤ C|a − b|^α. Predloßenie dokazano.

Pereædem k rassmotreni¸ dalekih toqek a i b, t.e. sluqaØ, kogda |a_0 − b_0| > d_b(> d_a). Ocenka integrala dlØ takoæ pary toqek potrebuet ispol~zovaniØ “svoego” razbieniØ v okrestnosti kaßdoæ iz toqek i postroenie “ob¨edinØ¸wego” ih razbieniØ. My naqnem s opisaniØ “ob¨edinØ¸wego” razbieniØ.

Opredelenie 5.5. Pust~ toqki a i b leßat vne perexeæka S^∗_n,

d_a = dist(a, S^∗_n), d_b = dist(b, S^∗_n), d_b > d_a, a_0 i b_0 radial~nye proekcii toqek a i b na granicu perexeæka S^∗_n, blißaæxu¸ k toqke a, i vypolneno neravenstvo |a_0 − b_0| > d_b(> d_a). Togda oboznaqim qerez c “sredn¸¸” toqku meßdu toqkami a i b: c =^{a0+b0}_2 i poloßim d_c =^{|a0−b0|}_2 . Rassmotrim razbienie (opredelenie 4.4) P_m(c, d_c, γ), m = 1, .., M , M ≍^e �n_d c , γ = arg(i(a_0 − b_0)). Mnoßestvo P_0(c, d_c, γ) soderßit na svoeæ granice “verxiny” – toqki a_0 i b_0. Razdelim ego luqom, prohodØwim qerez toqku c, na dve poloviny P_{0,a} i P_{0,b}, soderßawie toqki a i b sootvetstvenno. Opixem “isqerpanie”

134 A. M. KOTOQIGOV kaßdogo iz vvedennyh mnoßestv fflementami lokal~nyh pokrytiæ. Oboznaqim qerez R_a takoe celoe qislo, qto 2^{Ra} d_a ≤ d_c < 2^{Ra+1}d_a, R_a ≍ log^{dc}_{da} , toqno tak ße vvedem qislo R_b, R_b ≍ log^{dc}_{db} . Vvedem fflement pokrytiØ, soglasu¸wiæ lokal~nye pokrytiØ s “ob¨edinØ¸wim”: P_{0,c} = P_0(c, d_c) \ ( P_0(a, 2^{Ra} d_a) ∪ P_0(b, 2^{Rb}d_b) ) . Napomnim ewe odnu neobhodimu¸ harakteristiku pokrytiæ:

celoe qislo Q_a opredelØetsØ iz neravenstv 2^{Qa} d_a ≤ Δ_n <

2^{Qa+1}d_a, Q_a ≍ log^{Δn}_{da} , my polagaem Q_a = 0, esli Δ_n < d_a. Ana-

logiqno opredelØ¸tsØ qisla Q_b i Q_c.

Sledu¸wee predloßenie daet opisanie i pereqislØet svoæstva nußnogo nam razbieniØ.

Predloßenie 5.6. Pust~ |a0 − b0| > db > da, togda spravedlivy

sledu¸wie utverßdeniØ:

1) S^∗_n = ( ⋃_M m=2 P_m(c, d_c))∪P_{0,c}∪( ⋃_{Ra} m=1 P_m(a, d_a))∪( ⋃_{Rb} m=1 P_m(b, d_b)), 2) |w − a| ≍ |w − b| ≍ 2^md_c, pri w ∈ P_m(c, d_c), m = 2, .., M , i pri w ∈ P_{0,c} m = 0. 3) |w − a| ≍ 2^md_a, |w − b| ≍ d_c, pri w ∈ P_m(a, d_a), m = 1, .., R_a, 4) |w − a| ≍ d_c, |w − b| ≍ 2^md_b, pri w ∈ P_m(b, d_b), m = 1, .., R_b, 5) sohranØ¸tsØ ocenki dlØ integralov iz predloßeniØ 4.5 punkt 4 (pri m < Q_∗) i punkta 5 (pri m > Q_∗), qislo Q_∗ dolßno imet~ tot ße indeks, qto i rassmatrivaemyæ fflement pokrytiØ.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno vosproizvesti sootvetstvu¸wie

qasti dokazatel~stv predloßeniæ 5.2–4.

Predloßenie 5.7. Esli Δn < da < db < |a0 − b0|, to In ≤ CΔ^α_n(1+

log^{|a0−b0|}_{da} ).

Dokazatel~stvo. Zapixem integral, opredelØ¸wiæ In, kak sum-

mu integralov po fflementam pokrytiØ (formula (3.2)). V kaßdom iz integralov veliqiny |w − a| i |w − b| moßno ocenit~ sootvetstvu¸wimi postoØnnymi (predloßenie 5.6, punkty 2–4). OstavxiesØ posle fftogo integraly dopuska¸t ocenku v sootvetstvii s punktom 5 predloßeniØ 5.6, priqem vsØkiæ raz my budem ispol~zovat~ ocenku, otveqa¸wu¸ m > Q_∗, tak kak iz usloviØ sleduet, qto vse Q_∗ ravny 0. V itoge poluqitsØ ocenka I_n ≤ C|a − b| (_{Ra} ∑ m=1 1 2^md_a 1 d_c 2^md_aΔ^α_n + Rb∑ m=1 1 2^md_b 1 d_c 2^md_bΔ^α_n+

�FFEKT POVYXENI˚ GLADKOSTI 135 + M∑ m=1 1 (2^md_c)^2

2^md_aΔ^α_n ) ≤ CΔ^α_n |a − b| d_c (R_a+R_b+1) ≤ CΔ^α_n(1+log d_c d_a ). Predloßenie dokazano.

Predloßenie 5.8. Esli da < Δn < db < |a0 − b0|, to In ≤ CΔ^α_n(1+

log^{|a0−b0|}_{Δn} ).

Dokazatel~stvo. Vosproizvedem pervyæ fftap dokazatel~stva

predyduwego predloßeniØ s edinstvennoæ ogovorkoæ – na fftot raz pervu¸ summu pridetsØ razbit~ na dve ot 1 do Q_a i ot Q_a do R_a (iz usloviæ sleduet, qto Q_a > 0) i v pervoæ iz voznikxih summ primenit~ ocenku integrala iz punkta 5 predloßeniØ 5.6, otveqa¸wu¸ m < Q_∗. PoluqitsØ sledu¸waØ ocenka: I_n ≤ C|a − b| Qa∑ m=1 1 2^md_a 1 d_c (2^md_a)^{1+α} + Ra∑ m=Qa 1 2^md_a 1 d_c 2^md_aΔ^α_n+ Rb∑ m=1 1 2^md_b 1 d_c 2^md_bΔ^α_n + M∑ m=1 1 (2^md_c)^2

2^md_aΔ^α_n ) ≤

CΔ^α_n |a − b| d_c (1 + R_a − Q_a + R_b + 1) ≤ CΔ^α_n(1 + log d_c Δ_n ). Predloßenie dokazano.

Predloßenie 5.9. Esli da < db < Δn < |a0 − b0|, to In ≤ CΔ^α_n(1+

log^{|a0−b0|}_{Δn} ).

Dokazatel~stvo. Vosproizvedem pervyæ fftap dokazatel~stva

predloßeniØ 5.7. Na fftot raz pervu¸ i vtoru¸ summy pridetsØ razbit~ na dve. V pervoæ prosummiruem otdel~no ot 1 do Q_a i ot Q_a do R_a (iz usloviæ sleduet, qto Q_a > 0), a vo vtoroæ – ot 1 do Q_b i ot Q_b do R_b (iz usloviæ sleduet, qto Q_b > 0). V sootvetstvu¸wih summah primenim ocenku integralov iz punkta 5 predloßeniØ 5.6, otveqa¸wu¸ m < Q_∗. PoluqitsØ sledu¸waØ ocenka: I_n ≤ C|a − b| ( Q_a∑ m=1 1 2^md_a 1 d_c (2^md_a)^{1+α}+

+ Ra∑ m=Qa 1 2^md_a 1 d_c 2^md_aΔ^α_n + Qb∑ m=1 1 2^md_b 1 d_c (2^md_b)^{1+α}+

136 A. M. KOTOQIGOV + Rb∑ m=Qb 1 2^md_b 1 d_c 2^md_bΔ^α_n + M∑ m=1 1 (2^md_c)^2

2^md_aΔ^α_n ) ≤

CΔ^α_n |a − b| d_c (1 + R_a − Q_a + R_b − Q_b + 1) ≤ CΔ^α_n(1 + log d_c Δ_n ). Predloßenie dokazano.

Predloßenie 5.10. Esli da < db < |a0 − b0| < Δn, to In ≤ C|a − b|^α. Dokazatel~stvo. Vosproizvedem pervyæ fftap dokazatel~stva

predyduwego predloßeniØ 5.9. V usloviØh predloßeniØ v pervyh dvuh summah Q_∗ > R_∗, pri fftom v fftih summah dlØ ocenki integralov my ispol~zuem ocenku punkta 5 predloßeniØ 5.6, otveqa¸wu¸ m < Q_∗. Tret~Ø summa razbivaetsØ na dve qasti, kak v predyduwih predloßeniØh. PoluqitsØ sledu¸waØ ocenka: I_n ≤ C|a − b| (_{Ra} ∑ m=1 1 2^md_a 1 d_c (2^md_a)^{1+α} + Qb∑ m=1 1 2^md_b 1 d_c (2^md_b)^{1+α}+ Rc∑ m=1 1 (2^md_c)^2

(2^md_c)^α + M∑ m=Rc 1 (2^md_c)^2

2^md_aΔ^α_n ) ≤ C|a − b|(3d^{α−1}_c + Δ^{α−1}_n ) ≤ C|a − b|^α. Predloßenie dokazano.

Zaverxim dokazatel~stvo teoremy 2.1.

Sledstvie 5.11. Pust~ spiral~ S ØvlØetsØ regulØrnoæ, t.e. Δn ≤

e^{−nγ} , γ < 1. Pust~ toqki a i b leßat v odnom vitke spirali (B = A), libo v sosednih (B = A − 1). Budem dlØ opredelennosti sqitat~, qto d_a ≤ d_b. Esli |a − b| + d_b ≥ Δ_B, to spravedlivy ocenki.

1. Pri αγ > 1 |f(a) − f(b)| ≤ C||f|| ( |a − b| + Δ^α_A log |a − b| d_a + Δ_A ) . (5.1)

2. Pri αγ = 1 |f(a) − f(b)| ≤ C||f|| ( |a − b| log 1 |a − b| + Δ^α_A log |a − b| d_a + Δ_A ) . (5.2)

�FFEKT POVYXENI˚ GLADKOSTI 137

3. Pri αγ < 1 |f(a) − f(b)| ≤ C||f|| ( |a − b|^{αγ} + Δ^α_A log |a − b| d_a + Δ_A ) . (5.3)

Dokazatel~stvo. DlØ opredelennosti budem sqitat~, qto |a| <

|b| i, sledovatel~no, A > B + 1. V sootvetstvii s prinØtymi oboznaqeniØmi (3.2) my moßem zapisat~ |f(a) − f(b)| = I = ∑ n I_n = ∑ n<B I_n + I_∗ + ∑ n>A I_n. Zdes~ v zavisimosti ot raspoloßeniØ toqek a i b libo I_∗ = I_{B−1}+

I_B +I_A, libo I_∗ = I_{B−1}+I_B . V oboih sluqaØh ocenka I_∗ proishodit

odinakovo. Dostatoqno soslat~sØ na ocenki predloßeniæ 5.2– 3 i 5.7–9. Uslovie |a − b| + d_b ≥ Δ_B garantiruet, qto nam ne potrebu¸tsØ ocenki predloßeniæ 5.4 i 5.10; sledovatel~no,

I_∗ ≤ CΔ^α_A log |a − b| d_a + Δ_A . Ocenki summ ∑ n<B I_n i ∑ n>A I_n, poluqennye v hode dokazatel~-

stva sledstviØ 4.7, dostatoqny dlØ zaverxeniØ dokazatel~stva i v fftom sluqae.

Ob¨edinØØ rezul~taty sledstviæ 4.7 i 5.11, my ubeßdaemsØ v spravedlivosti utverßdeniØ teoremy 2.1.

Literatura

1. A. M. Kotoqigov, InterpolØciØ v analitiqeskih klassah klassah Gœl~- dera v okrestnosti toqki vnutrennego zaostreniØ. Nelineænye kraevye zadaqi i nekotorye voprosy teorii funkciæ. V kn.: Problemy matematiqeskogo analiza, SPbGU, SPb, 1997, vyp.17, 90–100.

2. M. A. Lavrent~ev, B. A. Xabat, Metody teorii funkciæ kompleksnogo peremennogo. Nauka, M. (1965).

3. A. M. Kotoqigov, N. A. Xirokov, SvobodnaØ interpolØciØ dlØ klassov Gœl~dera v ßordanovyh oblastØh. Nelineænye kraevye zadaqi i nekotorye voprosy teorii funkciæ. V kn.: Problemy matematiqeskogo analiza, SPbGU, SPb, 1995, vyp 15, 109–138.

4. A. M. Kotoqigov, N. A. Xirokov, InterpolØciØ v okrestnosti toqki ostriØ. Algebra i analiz, 10, vyp. 4 (1998), 142–176.

5. V. K. DzØdyk, Vvedenie v teori¸ ravnomernogo priblißeniØ funkciæ polinomami. Nauka, M. (1977).

6. A. M. Kotoqigov, InterpolØciØ v obobwennoæ polose. Zap. nauqn. semin.

POMI, 270 (2000), 124–174.

138 A. M. KOTOQIGOV 7. E. M. Dyn~kin, KonstruktivnaØ harakteristika klassov S. L. Soboleva i O. V. Besova. Trudy MIAN, 155 (1980), 41–76.

Kotochigov A. M. Additional smoothness phenomena for analytic functions.

The influence is studied of the geometric properties of a domain on the smoothness of Hölder class analytic functions defined on it. The case of the disc is covered by classical results of Hardy and Littlewood. We consider a domain G with an inward cusp boundary point ξ (this means that, meas U_ξ ∩ (C \ G)/meas U_ξ → 0 as meas U_ξ → 0, where U_ξ stands for a neighborhood of ξ). Three zones are distinguished near such a point: the outer zone, where high smoothness occur; the boundary zone, where the smoothness is “standard”, and the intermediate zone, where the smoothness decays steadily from high to standard. A sharp geometric description of these zones is given.

Postupilo 13 i¸nØ 2001 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ fflektrotehniqeskiæ universitet

kam@peterlink.ru