Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 282, 2001 g.

G. S. Mustafaev

O VPOLNE NEPRERYVNOSTI NEKOTOROGO KLASSA BANAHOVYH ALGEBR

0. Vvedenie.

Pust~ A – banahova algebra nad polem kompleksnyh qisel. I. Kaplanskiæ [1] nazval algebru A vpolne nepreryvnoæ, esli vse operatory umnoßeniØ sleva i sprava v A na fflementy A kompaktny. V toæ ße rabote Kaplanskiæ (teorema 5.1) dokazal diskretnost~ strukturnogo prostranstva (v Øderno-oboloqeqnoæ topologii) vpolne nepreryvnyh banahovyh algebr. V rabote [11] Dß. Aleksander vvel kompaktnye banahovy algebry: A nazyvaetsØ kompaktnoæ, esli dlØ kaßdogo a ∈ A operatory b → aba(b ∈ A) kompaktny v A. Naprimer, algebra K(X) kompaktnyh operatorov v banahovom prostranstve X ØvlØetsØ kompaktnoæ [11, teorema 3.2]. No, voobwe govorØ, algebra K(X) ne ØvlØetsØ vpolne nepreryvnoæ [7]. ObobwaØ vyxeupomØnutyæ rezul~tat Kaplanskogo, Aleksander [11, teorema 6.1] dokazal diskretnost~ strukturnogo prostranstva kompaktnyh banahovyh algebr.

Analogiqnym obrazom moßno rassmotret~ klass slabo vpolne nepreryvnyh i slabo kompaktnyh banahovyh algebr. V fftom napravlenii takße ime¸tsØ rezul~taty, obespeqiva¸wie diskretnost~ sootvetstvu¸wego “dual~nogo ob¨ekta”. Naprimer, izvestno [4, 21, 24–26], qto gruppovaØ algebra L^1(G) lokal~no kompaktnoæ gruppy G ØvlØetsØ slabo vpolne nepreryvnoæ togda i tol~ko togda, kogda gruppa G kompaktna (sledovatel~no, dual~noe prostranstvo ^G diskretno).

Napomnim, qto a ∈ A nazyvaetsØ pravym kompaktnym (slabo kompaktnym) fflementom algebry A, esli operator umnoßeniØ sprava na a kompakten (slabo kompakten). Algebra A nazyvaetsØ pravoæ vpolne nepreryvnoæ (slabo vpolne nepreryvnoæ), esli proizvol~nyæ fflement a ∈ A ØvlØetsØ pravym kompaktnym (slabo kompaktnym). Levye kompaktnye (slabo kompaktnye) fflementy i levye vpolne nepreryvnye (slabo vpolne nepreryvnye) algebry opredelØ¸tsØ analogiqnym obrazom. 139

140 G. S. MUSTAFAEV

V fftoæ zametke v osnovnom rassmatrivaetsØ klass banahovyh algebr, ØvlØ¸wihsØ nepreryvnymi obrazami gruppovyh algebr. Opisyva¸tsØ pravye (levye) kompaktnye fflementy fftih algebr. Pri opredelennyh usloviØh dokazyvaetsØ diskretnost~ strukturnogo prostranstva pravyh (levyh) slabo vpolne nepreryvnyh banahovyh algebr iz fftogo klassa. Krome togo, ukazany mnogoqislennye priloßeniØ fftih rezul~tatov.

1. OboznaqeniØ i predvaritel~nye svedeniØ. PrinØtye zdes~ oboznaqeniØ bolee ili menee standartny: X – banahovo prostranstvo, X^∗ – ego soprØßennoe, X^{∗∗} – vtoroe soprØßennoe i X_{(1)} – zamknutyæ ediniqnyæ xar v X. DlØ φ ∈ X^∗ i x ∈ X, ⟨ φ, x ⟩ ili φ(x) budet oboznaqat~ estestvennu¸ dvoæstvennost~ meßdu X i X^∗. Slabu¸ topologi¸ v X i ∗-slabu¸ topologi¸ v X^∗ budem oboznaqat~ qerez w i w^∗, sootvetstvenno. E budet oboznaqat~ zamykanie po norme mnoßestva E ⊂ X. Qerez B(X) budem oboznaqat~ algebru ograniqennyh lineænyh operatorov v X.

Pust~ A – proizvol~naØ kompleksnaØ banahova algebra. Qerez R_a i L_a budem oboznaqat~ operatory umnoßeniØ na a ∈ A sprava i sleva sootvetstvenno: R_ab = ba, L_ab = ab (b ∈ A). Pravye kompaktnye (slabo kompaktnye) fflementy algebry A opredeleny vo vvedenii. Oboznaqim qerez K_r (A) (W K_r (A)) mnoßestvo vseh pravyh kompaktnyh (slabo kompaktnyh) fflementy algebry A. Analogiqno opredelØ¸tsØ K_l(A) i W K_l(A). Netrudno videt~, qto K_r (A), W K_r (A), K_l(A) i W K_l(A) ØvlØ¸tsØ zamknutymi dvustoronnimi idealami v A. Dalee, poloßim K(A) = K_r(A) ∩ K_l(A). Esli A = K_r(A) (A = W K_r(A)), to algebra A nazyvaetsØ vpolne nepreryvnoæ sprava (slabo vpolne nepreryvnoæ sprava). Analogiqno opredelØ¸tsØ vpolne nepreryvnye sleva (slabo vpolne nepreryvnye sleva) algebry. PolnaØ nepreryvnost~ v smysle Kaplanskogo [1] oznaqaet, qto K(A) = A. Esli R_a (L_a) koneqnomernyæ operator, to a budem nazyvat~ pravym (levym) koneqnomernym fflementom algebry A.

Kak izvestno [17, s. 50], [27], v A^{∗∗} moßno zadat~ dva umnoßeniØ (umnoßeniØ Arensa), kaßdoe iz kotoryh ØvlØetsØ estestvennym prodolßeniem ishodnogo umnoßeniØ v A. Pervoe iz fftih umnoßeniæ opredelØetsØ sledu¸wim obrazom: pust~ a, b ∈ A, φ ∈ A^∗ i F , G ∈ A^{∗∗}. Opredelim φ · a ∈ A^∗ i G · φ ∈ A^∗ ra- venstvami ⟨ φ · a, b ⟩ = ⟨ φ, ab ⟩ i ⟨ G · φ, a ⟩ = ⟨ G, φ · a ⟩. Poloßim

O VPOLNE NEPRERYVNOSTI NEKOTOROGO KLASSA 141 ⟨ F · G, φ ⟩ = ⟨ F, G · φ ⟩. F · G moßno opredelit~ takße kak:

F · G = w^∗- lim_λ lim_μ (a_λb_μ),

gde a_λ^w � → F i b_μ^w � → G. V dal~neæxem budem predpolagat~, qto A^{∗∗} snabßeno umnoßeniem, postroennym vyxe. Otnositel~no fftogo umnoßeniØ A^{∗∗} stanovitsØ banahovoæ algebroæ, i pofftomu A moßno sqitat~ podalgebroæ v A^{∗∗}. Izvestno [27, lemma 3], qto A ØvlØetsØ slabo vpolne nepreryvnoæ sprava (sleva) togda i tol~ko togda, kogda A est~ levyæ (pravyæ) ideal v A^{∗∗}.

Pust~ G – lokal~no kompaktnaØ gruppa s levoæ meroæ Haara dg, L^1(G) – gruppovaØ algebra gruppy G. Levye i pravye sdvigi v L^1(G) opredelØ¸tsØ ravenstvami: gf(x) = f(g^{−1} x), f_g (x) = Δ(g)f(xg) (g ∈ G), gde f ∈ L^1(G), a Δ(g) – modulØrnaØ funkciØ gruppy G. Otmetim, qto dlØ proizvol~nyh f, h ∈ L^1(G) spravedlivy formuly g ( f ∗ h ) =_gf ∗ h, ( f ∗ h ) g = f ∗ h_g . DlØ proizvol~noæ funkcii f ∈ L^1(G) poloßim f^v (g) = f(g^{−1} ) i ~f (g) = Δ(g−1)f(g−1 ). Pust~ e est~ ediniqnyæ fflement gruppy G, i pust~ (α) – sßima¸waØsØ k {e} napravlennost~ predkompaktnyh okrestnosteæ fflementa e, a e_α – neotricatel~nye nepreryvnye funkcii s nositelem iz α i takie, qto ‖e_α‖_1 = 1. Togda (e_α) est~ ograniqennaØ approksimativnaØ edinica (o.a.e.) v L^1(G).

Dalee nam ponadobØtsØ sledu¸wie oboznaqeniØ: C(K) – banahovo prostranstvo nepreryvnyh funkciæ na kompakte K, C_{00}(G) – prostranstvo nepreryvnyh funkciæ na G s kompaktnym nositelem, C_0(G) – banahovo prostranstvo nepreryvnyh funkciæ na G, stremØwihsØ k nul¸ na beskoneqnosti, AP (G) (W AP (G)) – prostranstvo ograniqennyh nepreryvnyh poqti periodiqeskih (slabo poqti periodiqeskih) funkciæ na G, G_{ru}(G) (G_{lu}(G), G_u(G)) – prostranstvo ograniqennyh ravnomerno nepreryvnyh sprava (sleva, s dvuh storon) funkciæ na G.

142 G. S. MUSTAFAEV

2. Kompaktnye fflementy v obraze gruppovyh algebr. Osnovnym rezul~tatom fftogo punkta ØvlØetsØ sledu¸waØ teorema.

Teorema 2.1. Pust~ A – banahova algebra, i pust~ suwestvuet ne-

preryvnyæ gomomorfizm θ : L^1(G) → A s plotnym obrazom. Togda spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ:

a) K_r(A) est~ zamknutaØ lineænaØ oboloqka minimal~nyh koneqnomernyh levyh idealov v A, b) K_l(A) est~ zamknutaØ lineænaØ oboloqka minimal~nyh koneqnomernyh pravyh idealov v A, c) K(A) est~ zamknutaØ lineænaØ oboloqka minimal~nyh koneqnomernyh dvustoronnih idealov v A.

DlØ dokazatel~stva fftoæ teoremy nam potrebuetsØ nekotoraØ informaciØ. Pust~ T – ograniqennoe nepreryvnoe predstavlenie gruppy G v banahovom prostranstve X. Vektor x ∈ X nazyvaetsØ poqti periodiqeskim (p.p.), esli ego orbita O(x) = {T_gx : g ∈ G} predkompaktna. Mnoßestvo p.p. vektorov predstavleniØ T oboznaqaetsØ qerez AP (T ). Kak izvestno [30, s. 100], v AP (T ) polna sistema koneqnomernyh T -invariantnyh podprostranstv (i.p.), na kotoryh predstavlenie moßno sqitat~ neprivodimym. T nazyvaetsØ p.p. predstavleniem, esli AP (T ) = X.

Dokazatel~stvo teoremy 2.1. a) Pust~ {Ji : i ∈ I} est~ mnoßestvo vseh minimal~nyh koneqnomernyh levyh idealov v A. My dolßny pokazat~, qto K_r(A) = span {J_i : i ∈ I}. Pust~ a ∈ span {J_i : i ∈ I}. �to oznaqaet, qto dlØ proizvol~nogo ε > 0 suwe-

stvuet J_1, . . . , J_n i a_1 ∈ J_1, . . . , a_n ∈ J_n takie, qto ‖ ‖a −^n∑ i=1 a_i ‖ ‖ < ε. Ots¸da sleduet, qto ‖ ‖R_a −^n∑ i=1 R_{ai} ‖ ‖ < ε. Tak kak J_1, . . . , J_n – levye idealy i a_1 ∈ J_1, . . . , a_n ∈ J_n, to R_{ai} otobraßaet A v J_i, i potomu R_{ai} (i = 1, . . . , n) – koneqnomernye operatory. Poslednee neravenstvo pokazyvaet, qto R_a approksimiruetsØ koneqnomernymi operatorami i, sledovatel~- no, R_a – kompaktnyæ operator. Teper~ pokaßem, qto K_r(A) ⊂ span {J_i : i ∈ I}. Opredelim v A levoe i pravoe regulØrnoe predstavleniØ sledu¸wim obrazom: L_gθ(f) = θ(_g f), R_gθ(f) = θ(f_g ). Pust~ (e_α) est~ o.a.e. v L^1(G). Poskol~ku θ(_g e_α)θ(f) → L_g θ(f), imeem: ‖L_gθ(f)‖ 6 ‖θ‖ ‖θ(f)‖.

O VPOLNE NEPRERYVNOSTI NEKOTOROGO KLASSA 143 V silu plotnosti mnoßestva {θ(f) : f ∈ L^1(G)} v A, iz poslednego neravenstva sleduet, qto L_g (a takße i R_g) prodolßaetsØ edinstvennym obrazom na vs¸ algebru A kak ograniqennoe nepreryvnoe predstavlenie. Netrudno videt~, qto dlØ proizvol~nyh a, b ∈ A spravedlivy formuly L_g(ab) = (L_g a)b, R_g(ab) = a(R_gb).

Teper~ pust~ a ∈ K_r (A). Legko videt~, qto (θ(e_α)) slußit o.a.e. dlØ A. Tak kak θ(e_α)a → a, imeem (L_g θ(e_α))a → L_ga (g ∈ G). Odnako ‖L_gθ(e_α)‖ = ‖θ(_g e_α)‖ 6 ‖θ‖ i potomu {L_ga : g ∈ G} ⊂ {ba : ‖b‖ 6 ‖θ‖}. Ots¸da sleduet, qto mnoßestvo {L_g a : g ∈ G} predkompaktno i, sledovatel~no, a ∈ AP (L). Znaqit, a prinadleßit zamknutoæ lineænoæ oboloqke sistemy koneqnomernyh Linvariantnyh podprostranstv, na kotoryh predstavlenie L neprivodimo [30, s. 100]. OstaetsØ zametit~, qto L-invariantnye podprostranstva – v toqnosti zamknutye levye idealy v A. Deæstvitel~no, esli J est~ L-invariantnoe podprostranstvo i b ∈ J, to legko videt~, qto dlØ proizvol~nogo f ∈ L^1(G) verno ravenstvo θ(f)b = ∫ G f(g)L_g bdg ∈ J, i pofftomu J est~ levyæ ideal v A.

Pust~ J – zamknutyæ levyæ ideal v A i b ∈ J. Togda iz sootnoxeniæ (L_g θ(e_α))b ∈ J i (L_g θ(e_α))b → L_gb sleduet, qto J est~ L-invariantnoe podprostranstvo

Utverßdenie b) dokazyvaetsØ analogiqno.

Dokaßem utverßdenie c). Kak v dokazatel~stve utverßdeniØ a), legko proverit~, qto zamknutaØ lineænaØ oboloqka koneqnomernyh dvustoronnih idealov A soderßitsØ v K(A). Pust~ a ∈ K(A). Oboznaqim qerez L × R prØmoe proizvedenie predstavleniæ L i R: L × R : G × G → B(A), (L × R)(g, s)a = L_gR_sa, (a ∈ A). Poskol~ku a ∈ K(A), mnoßestva {L_ga : g ∈ G} i {R_sa : s ∈ G} predkompaktny (sm. dokazatel~stvo punkta a). Netrudno videt~, qto esli {L_{gi} a : i = 1, . . . , n} est~ koneqnaØ ε/2-set~ dlØ {L_ga : g ∈ G}, a {R_{sj} a : j = 1, . . . , m} est~ koneqnaØ ε/2-set~ dlØ {R_sa : s ∈ G}, to {L_{gi} R_{sj} a : i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m} budet ko- neqnoæ ε/2-set~¸ dlØ {L_g R_sa : (g, s) ∈ G × G}. �to oznaqaet, qto a ∈ AP (L × R). Pofftomu a prinadleßit zamknutoæ lineænoæ oboloqke koneqnomernyh L×R-invariantnyh podprostranstv, na kotoryh predstavlenie L × R neprivodimo. OstaetsØ pokazat~, qto L × R-invariantnye podprostranstva – ffto v toqnosti zamknutye dvustoronnie idealy v A. Pust~ J est~ L × R-invariantnoe

144 G. S. MUSTAFAEV podprostranstvo i b ∈ J. Prostye vykladki pokazyva¸t, qto θ(h)bθ(~k) = ∫ G×G h(g)k(s)(L × R)(g, s)b dg ds ∈ J. (2.1) Poskol~ku mnoßestvo {θ(f) : f ∈ L^1(G)} plotno v A i k → ~k est~ izometriØ L^1(G) na L^1(G), imeem AJA ⊂ J. S drugoæ storony, A imeet o.a.e., i pofftomu AJ ⊂ J i JA ⊂ J. Pust~ teper~ J – zamknutyæ dvustoronniæ ideal v A. Pokaßem, qto J est~ L × R-invariantnoe podprostranstvo. Pust~ b ∈ J. Poskol~ku lineænaØ oboloqka funkciæ vida {h(g)k(s) : h, k ∈ L^1(G)} plotna v L^1(G × G), iz ravenstva (2.1) poluqaem, qto ∫ G×G f(g, s)(L × R)(g, s)b dg ds ∈ J dlØ proizvol~noæ funkcii f ∈ L^1(G × G). S drugoæ storony, netrudno videt~, qto dlØ proizvol~noæ pary (p, q) ∈ G × G ∫ G×G e_α ( g, s ) (p�1_{,q}�1_)(L × R)(g, s)b dg ds → (L × R)(p, q) b ∈ J. Teorema dokazana. �

V hode dokazatel~stva teoremy 2.1 my zaodno ustanovili sledu¸wie utverßdeniØ.

Teorema 2.2. Pust~ vypolnØ¸tsØ usloviØ teoremy 2.1. Togda:

a) K_r (A) = AP (L), b) K_l(A) = AP (R), c) K(A) = AP (L × R), gde L i R – levoe i pravoe regulØrnoe predstavleniØ v A, a L × R – ih prØmoe proizvedenie.

Teorema 2.3. Pust~ A – banahova algebra, i pust~ suwestvuet

nepreryvnyæ gomomorfizm θ : L^1(G) → A^{∗∗} s plotnym obrazom. Togda spravedlivo zakl¸qenie teoremy 2.1.

Dokazatel~stvo. Dokaßem spravedlivost~ utverßdeniØ a) teoremy 2.1 (utverßdeniØ b) i c) dokazyva¸tsØ analogiqno). Kak v dokazatel~stve teoremy 2.1 a), legko videt~, qto zamknutaØ lineænaØ oboloqka koneqnomernyh levyh idealov algebry A soderßitsØ v K_r (A). Pust~ L – levoe regulØrnoe predstavlenie v A^{∗∗}. Sperva pokaßem, qto K_r(A) ØvlØetsØ L-invariantnym podprostranstvom i, bolee togo, dlØ proizvol~nogo a ∈ K_r(A) mnoßestvo {L_ga : g ∈ G} predkompaktno v A, t.e. L|K_r(A) ØvlØetsØ p.p. predstavleniem. Kak my uße zametili, θ(e_α) slußit

O VPOLNE NEPRERYVNOSTI NEKOTOROGO KLASSA 145 o.a.e. dlØ A^{∗∗}. Ne umalØØ obwnosti, moßno predpolagat~, qto θ(e_α) shoditsØ (v w^∗-topologii prostranstva A^{∗∗}) k nekotoromu E ∈ A^{∗∗}. Zametim, qto E slußit ediniceæ dlØ A^{∗∗}, tak kak, esli F ∈ A^{∗∗} i a_β^w � → F , to

E · F = w^∗- lim_α lim_β ( θ(e_α)a_β ) = w^∗- lim_α θ(e_α)F = F,

F · E = w^∗- lim_β lim_α ( a_β θ(e_α) ) = w^∗- lim_β a_β = F.

Pust~ teper~ a ∈ K_r (A). Tak kak K_r (A) – dvustoronniæ ideal v A, to R_a otobraßaet A v K_r (A). V silu kompaktnosti operatora R_a, operator R^{∗∗}_a otobraßaet A^{∗∗} v K_r(A) i toße kompakten. Dalee, v silu togo, qto R^{∗∗}_a F = F · a (F ∈ A^{∗∗}), iz ravenstva L_g a = L_g (E · a) = (L_g E) · a poluqaem, qto K_r(A) ØvlØetsØ L-invariantnym podprostranstvom i L|K_r(A) ØvlØetsØ p.p. predstavleniem. Pofftomu v K_r (A) polna sistema koneqnomernyh L-invariantnyh podprostranstv iz K_r(A). Nam ostaetsØ pokazat~, qto esli J ⊂ K_r (A) est~ L-invariantnoe podprostranstvo takoe, qto sußenie L|J neprivodimo, to J est~ minimal~nyæ levyæ ideal v A. Pust~ a ∈ J. Kak v dokazatel~stve teoremy 2.1, θ(f)a = ∫ G f(g)L_g adg ∈ J, f ∈ L^1(G), qto vleqet A^{∗∗}J ⊂ J i, sledovatel~no, AJ ⊂ J. Pust~ imeetsØ nenulevoæ levyæ ideal J_0 ⊂ J, i pust~ a ∈ J_0. V silu rassußdeniæ, privedennyh vyxe, imeem: L_g a = L_g (E) · a ∈ J_0, t.e. J_0 ØvlØetsØ L-invariantnym podprostranstvom. V silu neprivodimosti sußeniØ L|J imeem J_0 = J. �

Niße my privedem nekotorye sledstviØ teorem 2.1–2.3. S. Akeman [8, teorema 4] dokazal, qto esli gruppa G kompaktna, to algebra L^1(G) vpolne nepreryvna sprava (ili sleva). Sledstvie 2.4. Pust~ vypolnØ¸tsØ usloviØ teoremy 2.1. Esli

gruppa G kompaktna, to A vpolne nepreryvna sprava (sleva).

Dokazatel~stvo. Esli gruppa G kompaktna, to levoe (pravoe) regulØrnoe predstavlenie v A ØvlØetsØ p.p. predstavleniem. OstaetsØ primenit~ teoremu 2.2. �

S. Sakai [5, teorema 1] dokazal, qto esli gruppa G ne kompaktna, to v L^1(G) ne imeetsØ nenulevyh fflementov kompaktnyh

146 G. S. MUSTAFAEV sleva (sprava). �tot fakt poluqaetsØ iz teoremy 2.1 sledu¸wim obrazom: pust~ gruppa G ne kompaktna, i pust~ f est~ nenulevoæ fflement algebry L^1(G), kompaktnyæ sprava. Po teoreme 2.2 mnoßestvo {f_{g−1} : g ∈ G} predkompaktno, i potomu ⟨ e_α, f_{g−1} ⟩ = ~f ∗ e_α ØvlØ¸tsØ p.p. funkciØmi. Poskol~ku ~f ∗ e_α ∈ C_0(G), poluqaem, qto ~f ∗ e_α = 0, potomu qto na nekompaktnoæ lokal~no kompaktnoæ gruppe ne suwestvuet nenulevoæ p.p. funkcii iz C_0(G); sm. [13, s. 41]. Odnako ~f ∗ e_α → ~f po L^1-norme, i potomu f = 0.

Niße my privedem prostoe dokazatel~stvo odnogo iz osnovnyh rezul~tatov raboty [31].

Sledstvie 2.5. Esli A – banahova algebra, to l¸boæ kompaktnyæ

gomomorfizm θ : L^1(G) → A koneqnomeren.

Dokazatel~stvo. Moßno sqitat~, qto θ imeet plotnyæ obraz. Legko videt~, qto esli θ kompakten, to levoe regulØrnoe predstavlenie v A ØvlØetsØ p.p. predstavleniem. Po teoreme 2.2, algebra A vpolne nepreryvna sprava. S drugoæ storony, predel~- naØ toqka (θ(e_α)) slußit ediniceæ dlØ A, i potomu algebra A koneqnomerna. � Niße uvidim, qto klass banahovyh algebr, udovletvorØ¸wih usloviØm teoremy 2.1, dostatoqno xirok. Pust~ T – ograniqennoe nepreryvnoe predstavlenie gruppy G v banahovom prostranstve X. DlØ l¸boæ funkcii f ∈ L^1(G) opredelim operator T_f ∈ B(X), polagaØ T_f x = ∫ G f(g)T_g xdg. Pust~ L_T (G) – nai-

men~xaØ zamknutaØ podalgebra v B(X), soderßawaØ vse operatory {T_f : f ∈ L^1(G)}. Netrudno videt~, qto otobraßenie θ : L^1(G) → L_T (G), zadavaemoe pravilom f → T_f , est~ nepreryvnyæ gomomorfizm s plotnym obrazom. Teper~ pust~ X = L^p(G) (1 < p < ∞), i pust~ T – levoe regulØrnoe predstvlenie v L^p(G). Togda T_f h = f ∗h, gde f ∈ L^1(G) i h ∈ L^p(G). V fftom sluqae L_T (G) oboznaqa¸t qerez P F_p(G) [32].

V rabote [32 (lemma 8.6)] dokazano, qto esli gruppa G kompaktna, to algebra P F_p(G) vpolne nepreryvna sprava (sleva). Sledstvie 2.6. Algebra P Fp(G) ØvlØetsØ vpolne nepreryvnoæ

sprava (sleva) togda i tol~ko togda, kogda gruppa G kompaktna.

Dokazatel~stvo. Esli gruppa G kompaktna, to algebra P Fp(G) ØvlØetsØ vpolne nepreryvnoæ sprava (sleva) v silu sledstviØ 2.4. Teper~ predpoloßim, qto gruppa G nekompaktna, a

O VPOLNE NEPRERYVNOSTI NEKOTOROGO KLASSA 147 algebra P F_p(G) vpolne nepreryvna sprava. V silu teoremy 2.2 levoe regulØrnoe predstavlenie v P F_p(G) ØvlØetsØ p.p. predstavleniem, t.e. mnoßestvo {T_{gf} : g ∈ G} predkompaktno dlØ proizvol~noæ funkcii f ∈ L^1(G). Togda netrudno videt~, qto g → ⟨ T_{g f} h, k ⟩ = ⟨_g f ∗ h, k ⟩ ØvlØetsØ p.p. funkcieæ dlØ proizvol~nyh h ∈ L^p(G) i k ∈ L^q (G) (1/p + 1/q = 1). Dalee, poskol~ku ⟨_ge_α ∗ h, k ⟩ → ⟨_gh, k ⟩ ravnomerno, poluqaem, qto g → ⟨_gh, k ⟩ ∈ AP (G), i potomu g → ⟨_{g−1}h, k ⟩ = h ∗ k^v ∈ AP (G). Tak kak h ∗ k^v ∈ C_0(G), imeem h ∗ k^v = 0. V qastnosti, dlØ proizvol~nogo k ∈ C_{00}(G) imeem e_α ∗ k^v = 0. Poskol~ku k^v ∈ L^q (G) i e_α ∗ k^v → k^v po L^q -norme, poluqaem, qto k = 0. �

Pust~ A – C^∗-algebra. Netrudno videt~, qto esli a ∈ K_r(A), to a^∗ ∈ K_l(A) i, poskol~ku K_l(A) ØvlØetsØ zamknutym dvustoronnim idealom, poluqaem, qto a = (a^∗)^∗ ∈ K_l(A). Takim obrazom, dlØ C^∗-algebr imeem K_r (A) = K_l(A) = K(A). Pust~ ( A_i ) i∈I – semeæstvo C^∗-algebr. Qerez ( ∑ i∈I ⊕A_i ) ∞ i ( ∑ i∈I ⊕A_i ) 0 budem obo-

znaqat~ ih l^∞ i c_0-prØmoe proizvedenie, sootvetstvenno. Sledstvie 2.7 [1, teorema 8.2; 28, teorema 2.5]. Pust~ A – C^∗-

algebra, i pust~ P_c(A) – semeæstvo minimal~nyh koneqnomernyh central~nyh proektorov v A. Togda

K_r (A) = K_l(A) = K(A) = ( ∑ p∈P_c (A) ⊕pA ) 0 . Dokazatel~stvo. V silu vyxeskazannogo, dostatoqno dokazat~ poslednee ravenstvo dlØ K(A). Horoxo izvestno, qto A^{∗∗} otoßdestvlØetsØ s obertyva¸weæ algebroæ fon Neæmana algebry A. Pust~ Γ – gruppa (v diskretnoæ topologii) unitarnyh fflementov algebry A^{∗∗}. Iz teoremy Russo-DaØ [17, s. 210] sleduet, qto suwestvuet nepreryvnyæ gomomorfizm θ : L^1(Γ) → A^{∗∗} s plotnym obrazom. Togda po teoreme 2.3 imeem

K(A) = span (J_i : i ∈ I),

gde {J_i : i ∈ I} – semeæstvo minimal~nyh koneqnomernyh dvustoronnih idealov v A. Tak kak idealy J_i (i ∈ I) minimal~ny, to J_i ∩ J_j = (0) pri i ≠ j, i pofftomu

J_1 + . . . + J_n = (_n∑ i=1 ⊕J_i ) ∞ .

148 G. S. MUSTAFAEV Ots¸da netrudno poluqit~ ravenstvo K(A) = ( ∑ i=I ⊕J_i ) 0 . OstaetsØ zametit~, qto minimal~nye koneqnomernye dvustoronnie idealy v A v toqnosti sovpada¸t s semeæstvom {pA : p ∈ P_c(A)}. �

Napomnim, qto (hausdorfovo) topologiqeskoe prostranstvo S nazyvaetsØ vpolne nesoverxennym, esli S ne soderßit nepustyh soverxennyh podmnoßestv. Naprimer, vpolne nesoverxennye mnoßestva v C (ili v R) – ffto sqetnye mnoßestva (teorema Kantora–Bendiksona). Izvestno [18, s. 113, teorema 4], qto esli K – beskoneqnyæ vpolne nesoverxennyæ kompakt, to C(K) soderßit prostranstva, izomorfnye c_0, gde c_0 – prostranstvo shodØwihsØ k nul¸ qislovyh posledovatel~nosteæ. Pust~ T ∈ B(X). Oboznaqim qerez A_T ravnomerno zamknutu¸ podalgebru v B(X), poroßdennu¸ operatorom T i ediniqnym operatorom 1_X . Iz vyxeskazannogo, v qastnosti, sleduet, qto esli T – kompaktnyæ samosoprØßennyæ operator (v gil~bertovom prostranstve) s beskoneqnym spektrom σ(T ), to algebra A_T ≃ C(σ(T )) soderßit podprostranstva, izomorfnye c_0. Niße uvidim, qto analogiqnyæ fakt ostaetsØ v sile dlØ kompaktnyh ffrmitovyh operatorov v reflektivnyh banahovyh prostranstvah. Napomnim, qto operator T ∈ B(X) nazyvaetsØ ffrmitovym, esli ‖ exp(itT )‖ = 1 dlØ vseh t ∈ R.

Sledstvie 2.8. Pust~ T – kompaktnyæ ffrmitovyæ operator v

refleksivnom banahovom prostranstve X. Esli spektr σ(T ) beskoneqen, to prostranstvo A_T soderßit podprostranstva, izomorfnye c_0.

Dokazatel~stvo. Suwestvuet nepreryvnyæ gomomorfizm θ :

L^1(R) → A_T (s plotnym obrazom), opredelennyæ ravenstvom θ(f) = ∫ R f(t) exp(itT )dt. RegulØrnoe predstavlenie v A_T zadaetsØ ravenstvom L_t(S) = exp(itT )S, S ∈ A_T . Predpoloßim, qto A_T ne soderßit podprostranstv, izomorfnyh c_0. Pokaßem, qto regulØrnoe predstavlenie ØvlØetsØ p.p. predstavleniem v A_T . DlØ proizvol~nogo

O VPOLNE NEPRERYVNOSTI NEKOTOROGO KLASSA 149 S ∈ A_T i fiksirovannogo s ∈ R rassmotrim semeæstvo kompaktnyh operatorov

L_{t+s}(S) − L_t(S) = exp(itT ) ( exp(isT ) − 1_X ) S. (2.2)

Iz vektornogo varianta teoremy Askoli–Arcela [20, s. 350] sleduet, qto esli X refleksivno, to semeæstvo kompaktnyh operatorov D ⊂ B(X) predkompaktno, esli {Sx : S ∈ D} predkompaktno dlØ l¸bogo x ∈ X_{(1)} i sup_{S∈D} ‖Sx_n‖ → 0 dlØ l¸boæ slabo shodØweæ-

sØ k nul¸ posledovatel~nosti (x_n) v X.

Poskol~ku exp(isT ) − 1_X kompaktnyæ operator i exp(itT )Sx (x ∈ X_{(1)}) ograniqeno, mnoßestvo exp(itT )(exp(isT ) − 1_X )Sx predkompaktno dlØ l¸bogo x ∈ X_{(1)}. Teper~ pust~ x_n^w→ 0. Tak kak ‖(exp(isT ) − 1_X )x_n‖ → 0, to

sup_{t∈} R ‖ ‖ exp(itT )(exp(isT ) − 1_X )Sx_n ‖ ‖ 6 ‖S‖^‖(exp(isT ) − 1X )xn^‖ → 0. Pofftomu semeæstvo (2.2) ØvlØetsØ predkompaktnym dlØ kaßdogo

s ∈ R. Iz rezul~tata Bolesa Bosita [14], ØvlØ¸wegosØ este-

stvennym obobweniem izvestnogo rezul~tata M. I. Kadeca [12] o poqti periodiqnosti integrala ot vektornoæ poqti periodiqeskoæ funkcii, sleduet, qto pri uslovii poqti periodiqnosti semeæstva L_{t+s}(S) − L_t(S) (dlØ kaßdogo s ∈ R) funkciØ t → L_t(S) poqti periodiqna. Znaqit, regulØrnoe predstavlenie ØvlØetsØ p.p. predstavleniem v A_T . Po teoreme 2.2, A_T – vpolne nepreryvnaØ algebra. Poskol~ku A_T imeet ediniqnyæ fflement, poluqaem, qto A_T koneqnomerna, i, sledovatel~no, spektr σ(T ) koneqen. �

Pust~ A – proizvol~naØ banahova algebra. Netrudno videt~, qto esli e – pravyæ (levyæ) kompaktnyæ idempotent v A, to e ØvlØetsØ pravym (levym) koneqnomernym fflementom. Oboznaqim qerez E^r_A (E^l_A) mnoßestvo vseh minimal~nyh pravyh (levyh) koneqnomernyh (ili kompaktnyh) idempotentov algebry A. Netrudno videt~, qto esli e ∈ E^r_A (e ∈ E^l_A), to Ae (eA) est~ minimal~nyæ koneqnomernyæ levyæ (pravyæ) ideal v A. Esli algebra A – poluprostaØ, to verno i obratnoe: l¸boæ minimal~nyæ koneqnomernyæ levyæ (pravyæ) ideal J v A imeet vid J = Ae (J = eA) dlØ nekotorogo e ∈ E^r_A (e ∈ E^l_A) [17, glava IV].

Sledstvie 2.9. Pust~ vypolnØ¸tsØ usloviØ teoremy 2.1 ili te-

oremy 2.3. Krome togo, pust~ algebra A poluprostaØ. Togda i) K_r(A) = span (Ae : e ∈ E^r_A), ii) K_l(A) = span (Ae : e ∈ E^l_A). �

150 G. S. MUSTAFAEV

Pust~ A – proizvol~naØ banahova algebra. Qerez Π_A budem oboznaqat~ strukturnoe prostranstvo algebry A s Ødernooboloqeqnoæ (hk) topologieæ. Iz teoremy Aleksandera [11, teorema 6.1] sleduet, qto strukturnoe prostranstvo pravoæ (levoæ) vpolne nepreryvnoæ banahovoæ algebry diskretno. Odnako v rassmatrivaemyh nami sluqaØh fftot fakt ØvlØetsØ sledstviem teoremy 2.1 i sledu¸wego predloßeniØ, kotoroe, po mneni¸ avtora, predstavlØet samostoØtel~nyæ interes.

Predloßenie 2.10. Pust~ A – banahova algebra, takaØ, qto v neæ

polna sistema minimal~nyh levyh (pravyh) idealov. Togda prostranstvo Π_A diskretno.

Dokazatel~stvo. V silu togo, qto strukturnye prostranstva

A/Rad (A) i A gomeomorfny i v A/Rad (A) polna sistema minimal~nyh levyh idealov, moßno sqitat~, qto algebra A poluprosta. My imeem A = span (Ae : e ∈ E_A), gde E_A – mnoßestvo minimal~nyh idempotentov algebry A. Pust~ P ∈ Π_A. Nam nußno pokazat~, qto Π_A \ {P } zamknuto, t.e. P /∈ Π_A \ {P }^{hk} ili ∩{Q ∈ Π_A : Q ≠ P } ⊄ P . Poskol~ku mnoßestvo P zamknuto, imeetsØ idempotent e ∈ E_A takoæ, qto e /∈ P . Dostatoqno pokazat~, qto e ∈ Q dlØ vseh Q ∈ Π_A \ {P }. Pust~ e /∈ Q dlØ nekotorogo Q ≠ P . Poskol~ku idempotent e minimalen, t.e. eAe = Ce, i P – dvustoronniæ ideal, imeem eP e = (0), i potomu AeP Ae = (0). Teper~ ispol~zuem sledu¸wiæ fakt [17, s. 123, predloßenie 12 (iii)]: esli L_1 i L_2 dva levyh ideala takih, qto L_1L_2 ⊂ Q, to libo L_1 ⊂ Q, libo L_2 ⊂ Q. Tak kak e /∈ Q, to Ae ⊄ Q, i pofftomu P Ae ⊂ Q. Snova, ispol~zuØ vyxeupomØnutyæ fakt, poluqim, qto P ⊂ Q. MenØØ mestami P i Q, poluqaem, qto P = Q. A ffto protivoreqit tomu, qto P ≠ Q. � 3. Slabo kompaktnye fflementy v obraze gruppovyh algebr. V fftom punkte my dokaßem (pri opredelennyh usloviØh) diskretnost~ strukturnogo prostranstva slabo vpolne nepreryvnyh banahovyh algebr, rassmotrennyh nami v p. 2.

DlØ udobstva dal~neæxego izloßeniØ, vezde v fftom punkte polnu¸ nepreryvnost~ sprava budem nazyvat~ prosto polnoæ nepreryvnost~¸.

Predloßenie 3.1. Pust~ A – banahova algebra takaØ, qto l¸boe

neprivodimoe eœ predstavlenie koneqnomerno, i pust~ suwestvuet nepreryvnyæ gomomorfizm θ : L^1(G) → A s plotnym obrazom.

O VPOLNE NEPRERYVNOSTI NEKOTOROGO KLASSA 151 Togda kaßdyæ fflement a ∈ W K_r (A) edinstvennym obrazom predstavim v vide a = b + r, gde b ∈ K_r (A) i r ∈ Rad (A).

DlØ dokazatel~stva fftogo predloßeniØ nam ponadobitsØ sledu¸wee. Pust~ T – ograniqennoe nepreryvnoe predstavlenie gruppy G v banahovom prostranstve X. Vektor x ∈ X nazyvaetsØ slabo poqti periodiqeskim, esli orbita O(x) slabo predkompaktna. Mnoßestvo slabo p.p. vektorov predstavleniØ T oboznaqaetsØ qerez W AP (T ). Po teoreme de L¸– Gliksberga [3, teorema 4.11], W AP (T ) = AP (T ) ⊕ X_0, gde X_0 = { x ∈ X : (0) ∈ O(x)^w } . T nazyvaetsØ slabo poqti periodiqeskim predstavleniem, esli W AP (T ) = X.

Dokazatel~stvo predloßeniØ 3.1. Pust~ a ∈ W Kr(A). Tak kak mnoßestvo {ba : ‖b‖ 6 ‖θ‖} slabo predkompaktno i vypuklo, to mnoßestvo {ba : ‖b‖ 6 ‖θ‖} slabo kompaktno. Teper~, kak v dokazatel~stve teoremy 2.1, imeem: {L_ga : g ∈ G} ⊂ {ba : ‖b‖ 6 ‖θ‖}, gde L – levoe regulØrnoe predstavlenie v A. Ots¸da sleduet, qto mnoßestvo {L_ga : g ∈ G} slabo predkompaktno, i potomu a ∈ W AP (L). Po teoreme de L¸–Gliksberga, privedennoæ vyxe, fflement a predstavim (edinstvennym obrazom) v vide a = b + r, gde b ∈ AP (L) i (0) ∈ {L_g r : g ∈ G}^w. Po teoreme 2.2, b ∈ K_r (A). Teper~ pokaßem, qto r ∈ Rad (A). Pust~ π – neprivodimoe predstavlenie algebry A v koneqnomernom prostranstve X. Netrudno videt~, qto π ∘ θ est~ nepreryvnoe neprivodimoe predstavlenie algebry L^1(G) v X. V silu [15, s. 161, teorema 1] imeetsØ ograniqennoe nepreryvnoe predstavlenie T gruppy G v X takoe, qto π ( θ(f) ) = ∫ G f(g)T_g dg. Ots¸da poluqa-

em, qto π ( L_g θ(f) ) = T_g π ( θ(f) ) (g ∈ G). V silu plotnosti mnoßestva {θ(f) : f ∈ L^1(G)} v A imeem π(L_g r) = T_g π(r). Poskol~ku (0) ∈ {L_g r : g ∈ G}^w, imeetsØ shodØwaØsØ k “beskoneqnosti” napravlennost~ (g_α) takaØ, qto L_{gα} r^w→ 0. Tak kak predstavlenie π koneqnomerno, to T_{gα} π(r) = π(L_{gα} r) → 0 po norme. Ots¸da poluqaem, qto ‖π(r)‖ 6 ‖ ‖T_g�_{1α} ‖ ‖ ‖T_{gα} π(r)‖ → 0. Sledovatel~no, π(r) = 0 i potomu r ∈ Rad (A). �

Predloßenie 3.2. Pust~ A – banahova algebra takaØ, qto l¸boe

eœ neprivodimoe predstavlenie koneqnomerno, i pust~ suwestvuet nepreryvnyæ gomomorfizm θ : L^1(G) → A^{∗∗} s plotnym obrazom.

152 G. S. MUSTAFAEV Togda spravedlivo zakl¸qenie predloßeniØ 3.1.

Dokazatel~stvo. Pust~ L – levoe regulØrnoe predstavlenie v

A^{∗∗}. Pokaßem, qto W K_r (A) ØvlØetsØ L-invariantnym podprostranstvom, a L|W K_r (A) – slabo p.p. predstavleniem. Pust~ a ∈ W K_r (A). Poskol~ku W K_r (A) – dvustoronniæ ideal, R_a otobraßaet A v W K_r(A). V silu slaboæ kompaktnosti operatora R_a, vtoroæ soprØßennyæ operator R^{∗∗}_a otobraßaet A^{∗∗} v W K_r(A) [19, s. 520, teorema 2], i po teoreme Gantmahera [19, s. 522] operator R^{∗∗}_a toße slabo kompakten. Dalee zametim, qto R^{∗∗}_a F = F · a, gde F ∈ A^{∗∗}. Teper~, esli E – ediniqnyæ fflement v A^{∗∗} (sm. dokazatel~stvo teoremy 2.3), to iz ravenstv L_ga = L_g (E · a) = L_g (E)a (g ∈ G) sleduet, qto W K_r(A) ØvlØetsØ L-invariantnym podprostranstvom i qto L|W K_r(A) – slabo p.p. predstavlenie. Po teoreme de L¸–Gliksberga, fflement a predstavim (edinstvennym obrazom) v vide a = b + r, gde b ∈ AP (L|W K_r(A)) i (0) ∈ {L_gr : g ∈ G}^w. Znaqit, fflement b prinadleßit zamknutoæ lineænoæ oboloqke koneqnomernyh L-invariantnyh podprostranstv iz A. Odnako, kak v dokazatel~stve teoremy 2.3, legko videt~, qto L-invariantnye podprostranstva iz A ØvlØ¸tsØ zamknutymi levymi idealami v A. Pofftomu b ∈ K_r(A). OstaetsØ pokazat~, qto r ∈ Rad (A). Pust~ π – neprivodimoe predstavlenie algebry A v koneqnomernom prostranstve X. Netrudno videt~, qto π^{∗∗} ØvlØetsØ neprivodimym predstavleniem algebry A^{∗∗} v X, i potomu π^{∗∗} ∘θ – nepreryvnoe neprivodimoe predstavlenie algebry L^1(G) v X. Pofftomu suwestvuet ograniqennoe nepreryvnoe predstavlenie T gruppy G v X takoe, qto π^{∗∗}(θ(f)) = ∫ G f(g)T_g dg; sledovatel~no, π^{∗∗} ( L_g (θ(f)) ) = T_g π^{∗∗}(θ(f)). Ots¸da poluqaem, qto π(L_g r) = T_g π(r). Dalee dokazatel~stvo zaverxaetsØ kak dokazatel~stvo predloßeniØ 3.1. � Otmetim odno sledstvie fftogo predloßeniØ.

Sledstvie 3.3. Pust~ A – C^∗-algebra takaØ, qto l¸boe neprivo-

dimoe predstavlenie algebry A koneqnomerno. Togda l¸boæ slabo kompaktnyæ fflement algebry A ØvlØetsØ i kompaktnym.

Dokazatel~stvo. Kak v dokazatel~stve sledstviØ 2.7, suwestvuet nepreryvnyæ gomomorfizm θ : L^1(Γ) → A^{∗∗} s plotnym obrazom,

O VPOLNE NEPRERYVNOSTI NEKOTOROGO KLASSA 153 gde Γ – unitarnaØ gruppa v A^{∗∗}. Poskol~ku algebra A poluprosta, iz predloßeniØ 3.2 poluqaem to, qto trebuetsØ. �

Pust~ C^∗(G) oboznaqaet C^∗-algebru lokal~no kompaktnoæ gruppy G. Napomnim [32, s. 331], qto G nazyvaetsØ gruppoæ Mura, esli l¸boe nepreryvnoe neprivodimoe unitarnoe predstavlenie gruppy G koneqnomerno. Netrudno videt~, qto esli G est~ gruppa Mura, to l¸boe neprivodimoe predstavlenie algebry C^∗(G) koneqnomerno. Drugoæ primer: usloviØm predloßeniØ 3.2 udovletvorØ¸t CCR – C^∗-algebry s ediniceæ [20, s. 114].

Teper~ sformuliruem osnovnoæ rezul~tat fftogo punkta.

Teorema 3.4. Pust~ vypolnØ¸tsØ usloviØ predloßeniØ 3.1. Esli

algebra A slabo vpolne nepreryvna, to prostranstvo Π_A diskret- no. DlØ dokazatel~stva nam ponadobitsØ sledu¸waØ lemma.

Lemma 3.5. Pust~ A – banahova algebra i J – dvustoronniæ ideal

v A. Esli algebra A slabo vpolne nepreryvna, to i faktor-algebra A/J slabo vpolne nepreryvna.

Dokazatel~stvo. Pust~ π : A → A/J kanoniqeskiæ gomomorfizm. Pokaßem, qto dlØ l¸bogo a ∈ A operator R_{π(a)} slabo kompakten v A/J. Tak kak operator R_a slabo kompakten, po teoreme Gantmahera operator R^∗_a | J^⊥ toße slabo kompakten. Odnako, poskol~ku R^∗_{π(a)} = R^∗_a | J^⊥, snova ispol~zuØ teoremu Gantmahera, poluqaem, qto R_{π(a)} – slabo kompaktnyæ operator. �

Dokazatel~stvo teoremy 3.4. Pust~ B = A/Rad (A) i π : A → B kanoniqeskiæ gomomorfizm. Poskol~ku algebra A slabo vpolne nepreryvna, po lemme 3.5 algebra B toße slabo vpolne nepreryvna. Netrudno videt~, qto π ∘ θ : L^1(G) → B est~ nepreryvnyæ gomomorfizm s plotnym obrazom i, krome togo, l¸boe neprivodimoe predstavlenie algebry B koneqnomerno. V silu togo, qto algebra B poluprosta, primenØØ predloßenie 3.1, poluqaem, qto ona vpolne nepreryvna, i potomu prostranstvo Π_B diskretno. Sledovatel~no, prostranstvo Π_A diskretno. �

Teorema 3.6. Pust~ vypolnØ¸tsØ usloviØ predloßeniØ 3.2. Esli

algebra A slabo vpolne nepreryvna, to prostranstvo Π_A diskret- no.

154 G. S. MUSTAFAEV

Dokazatel~stvo. Pust~ B = A/Rad (A) i π : A → B kanoniqeskiæ gomomorfizm. Togda π^{∗∗} : A^{∗∗} → A^{∗∗}/Rad (A)^{⊥⊥}(= B^{∗∗}) – kanoniqeskiæ gomomorfizm i π^{∗∗} ∘ θ : L^1(G) → B^{∗∗} est~ nepreryvnyæ gomomorfizm s plotnym obrazom. PrimenØØ predloßenie 3.2, poluqaem, qto algebra B vpolne nepreryvna, i potomu prostranstvo Π_B diskretno. Sledovatel~no, prostranstvo Π_A diskretno. � Kak izvestno [4, 21, 24–26], algebra L^1(G) ØvlØetsØ slabo vpolne nepreryvnoæ togda i tol~ko togda, kogda gruppa G kompaktna. V literature izvestny mnogoqislennye dokazatel~stva fftogo fakta. Niße my privedem naibolee prostoe (po mneni¸ avtora) dokazatel~stvo. Pust~ algebra L^1(G) slabo vpolne nepreryvna. Po teoreme Koffna o faktorizacii [23, 32.26], kaßdyæ fflement f ∈ L^1(G) predstavim v vide f = h ∗ k, gde h, k ∈ L^1(G). Tak kak L_g f = L_g h ∗ k i mnoßestvo {L_gh : g ∈ G} ograniqeno, to ots¸da sleduet, qto mnoßestvo {L_gf : g ∈ G} slabo predkompaktno. Po teoreme �berleæna [13, s. 36] otobraßenie g → ⟨ φ, L_gf ⟩ = φ ∗ f^v ØvlØetsØ slaboæ p.p. funkcieæ dlØ proizvol~- nogo φ ∈ L^∞(G). Poskol~ku {φ ∗ f^v : φ ∈ L^∞, f ∈ L^1} = C_{ru}(G) [23, 32.45], poluqaem, qto C_{ru}(G) ⊂ W AP (G). Izvestno [13, s. 68], qto W AP (G) ⊂ C_u(G), i potomu verno ravenstvo C_u(G) = W AP (G). A ffto vozmoßno tol~ko pri kompaktnosti gruppy G [16]. Esli gruppa G kompaktna, to algebra L^1(G) vpolne nepreryvna v silu sledstviØ 2.4.

Pust~ A – proizvol~naØ banahova algebra, a e idempotent v neæ. Netrudno videt~, qto esli fflement e slabo kompakten, to ideal Ae refleksiven. Odnako my imeem sledu¸wee.

Predloßenie 3.7. Pust~ vypolnØ¸tsØ usloviØ predloßeniØ 3.1

ili 3.2. Togda slabo kompaktnye idempotenty algebry A ØvlØ¸tsØ koneqnomernymi.

Dokazatel~stvo. Pust~ e – slabo kompaktnyæ idempotent algebry A. Po predloßeniØm 3.1 ili 3.2 imeetsØ razloßenie e = e_1 + e_2, gde e_1 kompaktnyæ fflement algebry A i e_2 ∈ Rad (A). Zametim, qto e^2_1 + e_1e_2 + e_2e_1 ØvlØetsØ kompaktnym fflementom algebry A i e^2 ∈ Rad (A). Teper~ iz edinstvennosti razloßeniØ e = e^2_1 + e_1e_2 + e_2e_1 + e^2 poluqaem, qto e^2 = e_2. Poskol~ku e_2 ∈ Rad (A), imeem e_2 = 0. Znaqit, e ØvlØetsØ kompaktnym idempotentom, i potomu fflement e koneqnomeren. �

O VPOLNE NEPRERYVNOSTI NEKOTOROGO KLASSA 155 Pust~ gruppa G abeleva, a J – zamknutyæ ideal v L^1(G). V rabote [6, sledstvie 2.6] dokazano, qto esli faktor-prostranstvo A = L^1(G)/J izomorfno nekotoromu gil~bertovu prostranstvu, to algebra A koneqnomerna. V rabote [33, sledstvie 2.3] dokazano bol~xe: esli algebra A refleksivna, to ona koneqnomerna. Odnako spravedlivo sledu¸wee utverßdenie.

Sledstvie 3.8. Pust~ A – banahova algebra takaØ, qto l¸boe eœ

neprivodimoe predstavlenie koneqnomerno, i pust~ suwestvuet nepreryvnyæ gomomorfizm θ : L^1(G) → A s plotnym obrazom. Esli algebra A refleksivna, to ona koneqnomerna.

Dokazatel~stvo. Esli algebra A refleksivna, to ona slabo vpolne nepreryvna. S drugoæ storony, slabaØ predel~naØ toqka o.a.e. slußit ediniceæ dlØ A. PrimenØØ predloßenie 3.7, poluqaem, qto algebra A koneqnomerna.

4. Kommutativnyæ sluqaæ. Pust~ A – kommutativnaØ banahova algebra, Σ_A – eœ prostranstvo Gel~fanda. Qerez ^a budem oboznaqat~ preobrazovanie Gel~fanda fflementa a ∈ A. A^∗ · A budet oboznaqat~ mnoßestvo {φ · a : φ ∈ A^∗, a ∈ A}. Iz teoremy Koffna– H~¸itta o faktorizacii [23, 32.22] sleduet, qto esli A imeet o.a.e., to A^∗ · A ØvlØetsØ zamknutym podprostranstvom v A^∗.

Vs¸du v fftom punkte budem predpolagat~, qto G – lokal~- no kompaktnaØ abeleva gruppa. Pust~ suwestvuet nepreryvnyæ gomomorfizm θ : L^1(G) → A s plotnym obrazom. Kak izvestno [29, s. 80], Σ_A otoßdestvlØetsØ s mnoßestvom hull (Ker θ), kotoroe ØvlØetsØ zamknutym podmnoßestvom gruppy harakterov ^G. My takße imeem ^θ(f)(χ) = ^f (χ) (χ ∈ Σ_A), gde ^f – preobrazovanie Fur~e funkcii f ∈ L^1(G). Dalee qerez σ(φ) budem oboznaqat~ w^∗-spektr proizvol~nogo fflementa φ ∈ L^∞(G). Po opredeleni¸ [9, s. 139], σ(φ) = hull {f ∈ L^1(G) : φ ∗ f = 0}.

Predloßenie 4.1. Pust~ suwestvuet nepreryvnyæ gomomorfizm

θ : L^1(G) → A s plotnym obrazom. Esli spektr Σ_A diskreten, to A^∗ · A = span Σ_A.

Dokazatel~stvo. Pust~ φ = c1χ1 + . . .+ cnχn, gde χ1, . . . , χn ∈ ΣA. ImeetsØ fflement f ∈ L^1(G) takoæ, qto ^f (χ_1) = . . . = ^f (χ_n) = 1, otkuda φ = φ · θ(f). Znaqit, v silu zamknutosti mnoßestva A^∗ · A imeem span Σ_A ⊆ A^∗ · A. Teper~ pust~ φ ∈ A^∗. Poskol~ku mnoßestvo {θ(f) : f ∈ L^1(G), ^f ∈ C_{00}( ^G)} plotno v A, dostatoqno poka-

156 G. S. MUSTAFAEV zat~, qto φ·θ(f) ∈ span Σ_A dlØ proizvol~nyh f ∈ L^1(G) takih, qto ^f ∈ C_{00}( ^G). Sperva pokaßem, qto σ(θ∗φ) ∈ Σ_A. Pust~ suwestvuet χ_0 ∈ σ(θ^∗φ), no χ_0 /∈ Σ_A. Togda suwestvuet fflement f ∈ L^1(G) takoæ, qto f(χ_0 ) ≠ 0 i ^f = 0 v nekotoroæ okrestnosti mnoßestva Σ_A. Ots¸da sleduet, qto ^f_s = 0 (s ∈ G) v nekotoroæ okrestnosti mnoßestva Σ_A. Znaqit, f_s prinadleßit naimen~xemu idealu v L^1(G) s oboloqkoæ hull (Ker θ), i pofftomu θ(f_s) = 0 (s ∈ G). Dalee imeem 0 = ⟨ φ, θ(f_{s−1}) ⟩ = (θ^∗φ) ∗ f. Poskol~ku χ_0 ∈ σ(θ^∗φ), poluqaem qto ^f(χ_0) = 0. A ffto protivoreqit sootnoxeni¸ ^f (χ_0) ≠ 0. Teper~ pust~ funkciØ f ∈ L^1(G) takova, qto ^f ∈ C_{00}( ^G). Netrudno videt~, qto σ ( (θ^∗φ) ∗ f ) ⊂ σ(θ^∗φ) ∩ supp ^f ⊂ Σ_A ∩ supp ^f . Ots¸- da sleduet, qto spektr σ ( (θ^∗φ) ∗ f ) koneqen, i pofftomu (θ^∗φ) ∗ f est~ koneqnaØ lineænaØ kombinaciØ harakterov iz Σ_A [9, s. 144]: (θ^∗φ) ∗ f = c_1χ_1 + . . . + c_nχ_n. Znaqit, ⟨ (θ^∗φ) ∗ f, h ⟩ = ⟨ c_1χ_1 + . . . + c_nχ_n, h ⟩, h ∈ L^1(G), ili ⟨ φ · θ(f), θ(h) ⟩ = ⟨ c_1χ_1 + . . . + c_nχ_n, θ(h) ⟩. Sledovatel~no, φ · θ(f) = c_1χ_1 + . . . c_nχ_n. � Zameqanie. Pust~ gruppa G kompaktna i A = L^1(G). Poskol~ku

A^∗ · A = L^∞(G) ∗ L^1(G) = C(G), v fftom sluqae predloßenie 4.1 utverßdaet, qto C(G) = span ^G. A ffto – kommutativnyæ variant C-teoremy Petera–VeælØ.

Sledstvie 4.2. Pri usloviØh predloßeniØ 4.1 algebra A polupro-

sta.

Dokazatel~stvo. Tak kak algebra A imeet o.a.e., to mnoßestvo

A^∗ · A w^∗-plotno v A^∗. Pofftomu iz predloßeniØ 4.1 poluqaem, qto A^∗ = span^w � Σ_A. �

Teper~ dokaßem sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 4.3. Pust~ suwestvuet nepreryvnyæ gomomorfizm θ :

L^1(G) → A s plotnym obrazom. Sledu¸wie usloviØ ffkvivalentny:

a) algebra A slabo vpolne nepreryvna, b) prostranstvo Σ_A diskretno, c) algebra A vpolne nepreryvna,

O VPOLNE NEPRERYVNOSTI NEKOTOROGO KLASSA 157 d) v algebre A polny odnomernye ortogonal~nye idempotenty.

Dokazatel~stvo. a)⇒b). Esli algebra A slabo vpolne nepreryvna, to prostranstvo Π_A diskretno po teoreme 3.4. Poskol~ku hk-topologiØ slabee, qem gel~fandovskaØ topologiØ, poluqaetsØ, qto prostranstvo Σ_A toße diskretno.

b)⇒c). Esli prostranstvo Σ_A diskretno, to algebra A poluprosta, v silu sledstviØ 4.2. Pust~ funkciØ f iz L^1(G) takova, qto ^f ∈ C_{00}( ^G). Togda supp ^θ(f) – koneqnoe mnoßestvo, i pofftomu R_{θ(f )} – koneqnomernyæ operator. V silu plotnosti mnoßestva {θ(f) : f ∈ L^1(G), ^f ∈ C_{00}( ^G)} v A poluqaem, qto R_a – kompaktnyæ operator dlØ l¸bogo a ∈ A.

c)⇒d). Esli algebra A vpolne nepreryvna, to prostranstvo Σ_A diskretno, i potomu algebra A poluprosta v silu sledstviØ 4.2. Po sledstvi¸ 2.9, A = span {Ae : e ∈ E_A}, gde E_A est~ mnoßestvo vseh minimal~nyh (koneqnomernyh) idempotentov v A. V silu minimal~nosti idempotenta e ∈ E_A suwestvuet funkcional φ ∈ A^∗ takoæ, qto ae = φ(a)e dlØ proizvol~nyh a ∈ A. Netrudno videt~, qto funkcional φ mul~tiplikativen, i pofftomu ae = ^a(χ)e dlØ nekotorogo χ ∈ Σ_A. Zametim, qto ^e(χ) = 1 i ^e(λ) = 0 pri λ ≠ χ. Oboznaqim fftot fflement e qerez e_χ. Togda legko videt~, qto (e_χ : χ ∈ Σ_A) – ortogonal~nye odnomernye idempotenty i A = span {e_χ : χ ∈ Σ_A}.

d)⇒a) trivial~no. �

Literatura

1. I. Kaplansky, Normed algebras. — Duke Math. J., 16 (1949), 399–418. 2. M. Freundlich, Completely continuous elements of a normed ring. — Duke Math.

J., 16 (1949), 273–283.

3. K. deLeew, I. Glicksberg, Applications of almost periodic compactifications. — Acta Math., 105 (1961), 63–97.

4. P. Civin, Ideals in the second conjugate algebra of a group algebra. — Math.

Scand., 11 (1962), 161–174.

5. S. Sakai, Weakly compact operators on operator algebras. — Pacific J. Math., 14 (1964), 659–664.

6. H. Rosenthal, Projections onto translation-invariant subspaces of Lp(G). — Mem.

AMS, 63 (1966), 1–84.

7. F. Bonsall, Compact operators from an algebraic standpoit. — Glasgow Math. J., 8 (1967), 41–49.

8. C. Akemann, Some mapping properties of the group algebra of a compact group.

— Pacific J. Math., 22 (1967), 1–8.

158 G. S. MUSTAFAEV

9. H. Reiter, Classical Harmonic Analysis and Locally Compact Group. Oxford Univ.

Press (1968).

10. M. A. Naæmark, Normirovannye kol~ca. Nauka, M. (1968).

11. J. Alexander, Compact Banach algebras. — Proc. London Math. Soc., 18 (1968), 1–18.

12. M. I. Kadec, Neopredelennyæ integral ot poqti periodiqeskih funkciæ v prostranstve Banaha. — Funkc. analiz i ego priloß., 3, No. 3 (1969), 71–74.

13. R. Burckel, Weakly Almost Periodic Functions on Semigroups. Gordon and Breach, New York (1970).

14. R. Boles Bosit, Obobwenie dvuh teorem M. I. Kadeca o neopredelennom integrale abstraktnyh poqti periodiqeskih funkciæ. — Mat. zametki, 9, No. 3 (1971), 311–321.

15. A. A. Kirillov, �lementy teorii predstavleniæ. Nauka, M. (1972).

16. E. Granirer, Exposed points of convex sets and weak sequential convergence. — Mem. AMS, 123 (1972), 1–80.

17. F. Bonsall, J. Duncan, Complete Normed Algebras. Springer-Verlag, New York (1974).

18. H. Lacey, The Isometric Theory of Classical Banach Spaces. Springer-Verlag, New York (1974).

19. N. Danford, D. Xvarc, Lineænye operatory. Mir, M. (1974). 20. ȷ. Diksm~e, C^�-algebry i ih predstavleniØ. Nauka, M. (1974).

21. S. Watanabe, A Banach algebra which is an ideal in its second dual space. — Sci.

Rep. Niigata Univ., Ser. A11 (1974), 95–101.

22. �. H~¸itt, K. Ross, Abstraktnyæ garmoniqeskiæ analiz. T. 1, Nauka, M. (1975).

23. �. H~¸itt, K. Ross, Abstraktnyæ garmoniqeskiæ analiz. T. 2, Nauka, M. (1975).

24. S. Watanabe, A Banach algebra which is an ideal in the second dual space. — Sci. Rep. Niigata Univ., Ser. A13 (1976), 43–48.

25. D. Johnson, A characterization of compact groups. — Proc. AMS, 74 (1979), 381–382.

26. M. Grosser, L1(G) as an ideal in its second dual space. — Proc. AMS, 73 (1979), 363–364.

27. J. Duncan, S. A. Hosseiniun, The second dual of Banach algebra. — Proc. Roy.

Soc. Edinburgh, A84 (1979), 309–325.

28. C. Akemann, S. Wright, Compact action on C�-algebras. — Glasgow Math. J., 21 (1980), 143–149.

29. ı. A. Brudnyæ, E. A. Gorin, Izometriqeskie predstavleniØ i differencial~nye neravenstva. ˚GU, ˚roslavl~ (1981).

30. ı. I. L¸biq, Vvedenie v teori¸ banahovyh predstavleniæ grupp. Har~- kov (1985).

31. J. Gale, Weakly compact homomorphisms and semigroups in Banach algebras. — J. London Math. Soc., 45 (1992), 113–125.

32. A. Lau, A. Ülger, Some geometric properties of the Fourier and Fourier–Stieltjes algebras of locally compact groups, Arens regularity and related problems. — Trans. AMS, 337 (1993), 321–359.

O VPOLNE NEPRERYVNOSTI NEKOTOROGO KLASSA 159

33. A. Ülger, Some results about the spectrum of commutative Banach algebras under the weak topology and applications. — Monatsh. Math., 121 (1996), 353–379.

Mustafaev G. S. Complete continuity for a class of Banach algebras. For the quotiens of group algebras, the elements are studied that yield a compact (left or right) multiplication operator. The spectrum of such an algebra is analyzed in the case where all such (left or right) multiplication operators are weakly compact.

Postupilo 2 sentØbrØ 2001 g.

Institut Matematiki i Mehaniki AN Azerbaædßana

hmustafayev@hotmail.com