Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 282, 2001 g.

S. ˚. Novikov

PROSTRANSTVA POSLEDOVATEL^NOSTE`

↕√_,∐ V VERO˚TNOSTNYH HARAKTERIZACI˚H

OPERATOROV SLABOGO TIPA

§0. Vvedenie

My budem rassmatrivat~ operatory T : X → L_∘ ([0, 1], M, m) (ne obØzatel~no lineænye), opredelennye na nekotorom kvazibanahovom prostranstve X so znaqeniØmi v prostranstve vewestvennyh funkciæ, izmerimyh po Lebegu. Izvestno, qto issledovanie takih operatorov suwestvenno uprowaetsØ, esli ih udaetsØ profaktorizovat~ qerez banahovo ili kvazibanahovo funkcional~noe prostranstvo. Teoremy o faktorizacii lineænyh i nadlineænyh operatorov so znaqeniØmi v L_∘ byli poluqeny E. Nikixinym [1, 2] i B. Morff [3].

ObwaØ shema poluqeniØ faktorizacionnyh teorem izloßena v rabotah [4, 5, 25, 6]. Ona vyglØdit sledu¸wim obrazom:

1) poluqit~ opisanie mnoßestv, ograniqennyh v kakom-to smysle v nekotorom funkcional~nom prostranstve, ispol~zuØ prostranstva qislovyh posledovatel~nosteæ;

2) perevesti poluqennoe na predyduwem xage opisanie na operatornyæ Øzyk, qto i privodit k teoremam o faktorizacii;

3) ispol~zuØ geometriqeskie svoæstva prostranstva X takie, kak tip, kotip i podobnye im, vydelit~ takie prostranstva, na kotoryh l¸boæ operator dopuskaet faktorizaci¸ qerez to ili inoe prostranstvo.

V dannoæ rabote budet pokazana realizaciØ fftoæ shemy s ispol~zovaniem na pervom xage prostranstv Lorenca qislovyh posledovatel~nosteæ l_{p,q} . Takim obrazom, pri 0 < p < ∞, 0 < q ≤ p poluqeny harakteristiqeskie svoæstva posledovatel~nosteæ funkciæ, vhodØwih v mnoßestva, ograniqennye v prostranstvah L_{p,∞} (teorema 3.4). Krome togo, s pomow~¸ posledovatel~nosteæ nezavisimyh sluqaænyh veliqin udaetsØ otliqit~ operatory slabogo tipa (operatory, ograniqennye v prostranstve L_{p,∞}) 160

PROSTRANSTVA POSLEDOVATEL^NOSTE` lp,q 161 ot operatorov, dopuska¸wih faktorizaci¸ qerez prostranstvo L_{p,∞}. PerehodØ zatem k sluqa¸ 0 < p ≤ q ≤ ∞, poluqaem harakterizaci¸ operatorov, simmetriqno porØdkovo ograniqennyh v prostranstvah L_{p,r} dlØ 0 < r ≤ ∞ (sledstvie 4.5).

Osobo vydeleny vozmoßnosti usileniØ poluqennyh rezul~- tatov dlØ mnoßestv i operatorov, invariantnyh otnositel~no sdviga.

Napomnim opredelenie vewestvennogo kvazibanahova prostranstva X. Tak nazyvaetsØ polnoe metrizuemoe vewestvennoe vektornoe prostranstvo, topologiØ kotorogo zadaetsØ kvazinormoæ x → ‖x‖, udovletvorØ¸weæ sledu¸wim aksiomam: ‖x‖ ≥ 0, priqem ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0 (x ∈ X), ‖αx‖ = |α|‖x‖ (α ∈ R, x ∈ X), ‖x_1 + x_2‖ 6 C(‖x_1‖ + ‖x_2‖) (x_1, x_2 ∈ X) ,

gde C ≥ 1 – nekotoraØ konstanta, ne zavisØwaØ ot x_1 i x_2. Zametim, qto, v otliqie ot klassiqeskogo neravenstva treugol~nika, s uveliqeniem koliqestva slagaemyh v poslednem neravenstve konstanta C ne sohranØetsØ.

Kvazinorma ‖·‖_p prostranstva X nazyvaetsØ p-normoæ (0 < p ≤ 1), esli dlØ l¸bogo koneqnogo nabora fflementov x_1, . . . , x_n ∈ X vypolnØetsØ neravenstvo ‖x_1 + . . . + x_n‖^p ≤ ‖x_1‖^p + . . . ‖x_n‖^p . IzvestnaØ teorema Aoki–Roleviqa utverßdaet, qto esli opredelit~ qislo p sootnoxeniem C = 2^{1/p−1}, to na kvazinormirovannom prostranstve X moßno opredelit~ p-normu ‖ · ‖_p tak, qto ‖x‖_p ≤ ‖x‖ ≤ 2^{1/p}‖x‖_p, x ∈ X. Pri fftom metrika, zada¸waØ topologi¸ prostranstva X, opredelØetsØ sootnoxeniem d(x_1, x_2) = ‖x_1 − x_2‖^p [10, 11]. Klass mnoßestv E, ograniqennyh v topologiqeskom vektornom prostranstve X, i klass mnoßestv, ograniqennyh po kvazinorme (sup_{e∈E} ‖e‖ < ∞), sovpada¸t. V qastnosti, ograniqennym ØvlØetsØ

mnoßestvo B_X = {x : ‖x‖ ≤ 1}.

Pust~ A i B – kvazibanahovy simmetriqnye prostranstva vewestvennyh qislovyh posledovatel~nosteæ, to est~ polnye lineænye metriqeskie prostranstva, kvazinormy kotoryh dvumØ dopolnitel~nymi svoæstvami:

162 S. ˚. NOVIKOV 1) esli a = (a_n) ∈ A i |b_n| ≤ |a_n|, n = 1, 2, . . ., to b ∈ A i ‖b‖ ≤ ‖a‖ 2) invariantnost~ otnositel~no koordinatnyh perestanovok, to est~ ‖ ( x_{π(i)} ) ‖ = ‖ (x_i) ‖ dlØ l¸boæ perestanovki π(i) natural~nogo rØda.

DlØ funkcii f ∈ L_∘ ([0, 1], M, m) opredeleny eœ funkciØ raspredeleniØ d_f (τ ) = m(t : |f(t)| > τ ), τ ≥ 0, i ubyva¸waØ perestanovka f^∗(t) = inf{τ : d_f (τ ) < t}. Funkcii f i g nazyva¸tsØ ravnoizmerimymi (oboznaqenie f ∼ g), esli d_f (τ ) = d_g(τ ) dlØ l¸bogo τ ≥ 0.

Nabor funkciæ {f_n(x)}^N_{n=1} ⊂ L_∘([0, 1], m) nazyvaetsØ naborom nezavisimyh funkciæ, esli dlØ l¸byh intervalov na qislovoæ prØmoæ I_n, n = 1, 2, . . . , N , spravedlivo ravenstvo m (_N ⋂ n=1 {x ∈ [0, 1] : f_n(x) ∈ I_n} ) = N∏ n=1 m {x ∈ [0, 1] : f_n(x) ∈ I_n} .

BeskoneqnaØ posledovatel~nost~ funkciæ {f_n(x)}^∞_{n=1} nazyvaetsØ posledovatel~nost~¸ (ili sistemoæ) nezavisimyh funkciæ, esli dlØ l¸bogo N = 1, 2, . . . nabor {f_n(x)}^N_{n=1} ØvlØetsØ naborom nezavisimyh funkciæ.

Izvestno, qto dlØ l¸boæ posledovatel~nosti (f_n) ∈ L_∘ (m) suwestvuet posledovatel~nost~ (F_n) ∈ L_∘ (m) nezavisimyh funkciæ takaØ, qto F_n ∼ f_n, n = 1, 2, . . . [7, 8]. V dal~neæxem posledovatel~nosti izmerimyh funkciæ (f_n) i (g_n) takie, qto f_n ∼ g_n, n = 1, 2, . . . budut nazyvat~sØ podobnymi. Takie posledovatel~nosti mogut sostoØt~ iz funkciæ, opredelennyh na razliqnyh prostranstvah s meroæ.

OpredeleniØ (mnoßestva, opredelØemye posledovatel~nostØmi).

a) Mnoßestvo U ⊂ L_∘(m) nazyvaetsØ (A, B)-mnoßestvom, esli dlØ l¸boæ posledovatel~nosti a ∈ A i dlØ l¸boæ posledovatel~nosti funkciæ (f_n) ∈ U N imeem

(a_n f_n(t)) ∈ B p.v.

b) Mnoßestvo U ⊂ L_∘(m) nazyvaetsØ nezavisimym (A, B)- mnoßestvom, esli dlØ l¸boæ posledovatel~nosti a ∈ A, dlØ l¸boæ posledovatel~nosti (f_n) ∈ U N i dlØ l¸boæ posledovatel~nosti (X_n) ∈ (L_∘(m))N nezavisimyh funkciæ takih, qto

PROSTRANSTVA POSLEDOVATEL^NOSTE` lp,q 163 f_n ∼ X_n, n = 1, 2, . . . imeem

(a_n X_n(t)) ∈ B p.v.

s) Mnoßestvo U ⊂ L_∘(m) nazyvaetsØ svobodnym (A, B)-mnoßestvom, esli dlØ l¸boæ posledovatel~nosti a ∈ A, dlØ l¸boæ posledovatel~nosti (f_n) ∈ U N i dlØ l¸boæ posledovatel~nosti (F_n) ∈ (L_∘(m))N funkciæ takih, qto f_n ∼ F_n, n = 1, 2, . . . imeem

(a_n F_n(t)) ∈ B p.v.

V takom obwem vide mnoßestva, opredelØemye prostranstvami posledovatel~nosteæ, vidimo, vvodØtsØ vpervye. DlØ konkretnyh prostranstv A i B nekotorye iz nih poluqili vnutrennee opisanie. Tak, sqetnye (l_1, c_∘)-mnoßestva opisany v [1] (sm. takße [7]) pod nazvaniem A-sistemy; sqetnye (A, l_1)-mnoßestva nazyva¸tsØ sistemami absol¸tnoæ shodimosti dlØ A i dlØ A = l_p aktivno izuqalis~ [7]; v [3] opisany (l_p, l_p)-mnoßestva, a ponØtie, blizkoe k ponØti¸ (l_p, l_∞)-mnoßestva, rassmatrivalos~ v [5]. Podrobnee sravnenie poluqennyh ranee rezul~tatov s rezul~tatami nastoØweæ raboty provedeno niße.

Oboznaqim qerez F (A, B), I (A, B), S (A, B) klassy svobodnyh, nezavisimyh i (A, B)-mnoßestv sootvetstvenno. Neposredstvenno iz opredeleniæ sledu¸t vkl¸qeniØ F (A, B) ⊂ I (A, B) ; F (A, B) ⊂ S (A, B) . (0.1) OtoßdestvlØØ standartnym obrazom poluinterval [0, 1) s okrußnost~¸ T = R/Z, poluqaem vozmoßnost~ vvesti ponØtie mnoßestva, invariantnogo otnositel~no sdviga. KaßdaØ toqka

t ∈ TopredelØet lineænyæ operator sdviga (Stx)(s) = x(t + s), gde

imeetsØ v vidu sloßenie mod 1.

Opredelenie. Mnoßestvo U ⊂ L∘(T) nazyvaetsØ invariantym

otnositel~no sdviga, esli S_t(U ) ⊂ U dlØ l¸bogo t ∈ T.

Operator T , opredelennyæ na nekotorom invariantnom otnositel~no sdviga prostranstve X ⊂ L_∘ i prinima¸wiæ znaqeniØ v L_∘, nazyvaetsØ invariantnym otnositel~no sdviga, esli T ∘ S_t = S_t ∘ T dlØ l¸bogo t ∈ T.

Primerom mnoßestva, invariantnogo otnositel~no sdviga, ØvlØetsØ ograniqennoe podmnoßestvo simmetriqnogo funkcional~nogo prostranstva, v qastnosti, klassiqeskogo prostran-

164 S. ˚. NOVIKOV stva L_p, 0 < p ≤ ∞, a primerom operatora, invariantnogo otnositel~no sdviga, ØvlØetsØ operator svertki.

Pust~ X – kvazibanahovo prostranstvo, B_X = {x : ‖x‖ ≤ 1}, i pust~ T : X → L_∘.

Opredelenie (nadlineænyæ operator). Operator T : X → L∘

nazyvaetsØ nadlineænym, esli on poloßitel~no odnorodnyæ i sublineænyæ, to est~ 1) |T (γ x)| = |γ||T x|, x ∈ X, γ ∈ R; 2) |T (x_1 + x_2)| ≤ |T x_1| + |T x_2| dlØ l¸byh x_1, x_2 ∈ X.

S pomow~¸ teoremy Hana–Banaha–Kantoroviqa [32, teorema 0.11] netrudno pokazat~, qto dannoe opredelenie nadlineænogo operatora ffkvivalentno tomu, kotoroe ispol~zoval E. M. Nikixin [1].

Opredelenie (nadlineænyæ operator po Nikixinu). Operator

T : X → L_∘ nazyvaetsØ nadlineænym, esli dlØ l¸bogo x ∈ X suwestvuet lineænyæ operator L_x : X → L_∘ takoæ, qto 1) L_x x = T x, 2) |L_x y| ≤ |T y| dlØ l¸bogo y ∈ X. Esli X ØvlØetsØ kvazibanahovoæ rexetkoæ i lineænyæ operator L_x ØvlØetsØ poloßitel~nym dlØ l¸bogo x ∈ X, to i nadlineænyæ operator T nazyvaetsØ poloßitel~nym.

Primery nadlineænyh operatorov [1]:

1) L¸boæ lineænyæ operator T : X → L_∘ ØvlØetsØ nadlineænym.

2) Pust~ sistema {φ_n} ∈ (L_∘)N ØvlØetsØ sistemoæ shodimosti dlØ nekotorogo prostranstva posledovatel~nosteæ A, to est~ rØd ∑ n a_n φ_n(x) shoditsØ poqti vs¸du na [0, 1], kak tol~ko a = (a_n) ∈ A. Operator maßoranty qastnyh summ S^∗ : A → L_∘, opredelennyæ ravenstvom

S^∗ (a) = sup_{1≤N<∞} | | | | N∑ n=1 a_nφ_n(x) | | | | , ØvlØetsØ nadlineænym.

PROSTRANSTVA POSLEDOVATEL^NOSTE` lp,q 165 3) Pust~ Q – izmerimoe sohranØ¸wee meru preobrazovanie otrezka [0, 1] na sebØ. Operator T : L_1 → L_∘, opredelennyæ ravenstvom

T f = sup_{N≥1} 1 N | | | | | N∑ n=1 f (Q^nx) | | | | | , ØvlØetsØ nadlineænym.

4) Maksimal~noe preobrazovanie Hardi H^∗ : L_1 → L_∘, opredelennoe formuloæ

(H^∗f) (t) = sup_{(α,β)∋t} 1 β − α | | | | | β∫ α f(x) dx | | | | | . 5) Esli L_n : X → L_∘ – posledovatel~nost~ lineænyh operatorov, to operator T : x → sup_n |L_n x| ØvlØetsØ nadlineænym operatorom.

Prostranstvo L_∘, oblast~ znaqeniæ rassmatrivaemyh operatorov, nadeleno topologieæ shodimosti po mere i ØvlØetsØ metriqeskim prostranstvom.

Ono ne ØvlØetsØ lokal~no ograniqennym i pofftomu ne ØvlØetsØ kvazinormirovannym. Funkcional, kotoryæ opredelØet metriku v fftom prostranstve, ‖f‖_∘ = ∫ [0,1] |f(t)| 1 + |f(t)| dm(t), ne ØvlØetsØ odnorodnym. Fundamental~nu¸ sistemu okrestnosteæ nulØ obrazu¸t mnoßestva vida V_ε = {f ∈ L_∘ : m[|f| > ε] < ε} , 0 < ε < 1, ili U (A, ε) = {f ∈ L_∘ : ‖fX_A‖_∘ < ε} , A ∈ M, 0 < ε < 1. (Simvolom X_A oboznaqena harakteristiqeskaØ funkciØ mnoßestva A.)

Opredelenie (mnoßestvo, ograniqennoe v prostranstve L∘).

Mnoßestvo E ⊂ L_∘ nazyvaetsØ ograniqennym, esli dlØ kaßdogo ε > 0 suwestvuet R > 0 takoe, qto m[|f| > R] < ε dlØ vseh f ∈ E.

Podrobnee o prostranstve L_∘ i svØzannyh s nim ponØtiØh sm. [12, 13].

166 S. ˚. NOVIKOV

Lemma 0.1 (ograniqennost~ i nepreryvnost~ odnorodnogo ope-

ratora). Pust~ operator T : X → L_∘ udovletvorØet sledu¸wemu uslovi¸ odnorodnosti: |T (γ x)| = |γ||T x|, x ∈ X, γ ∈ R. Sledu¸wie utverßdeniØ ffkvivalentny:

1) Obraz T (B_X ) ograniqen v L_∘.

2) Obraz T (A) kaßdogo mnoßestva, ograniqennogo v X, ograniqen v L_∘.

3) Operator T nepreryven v 0, t.e. T x_n → 0 dlØ x_n → 0, ili, qto ravnosil~no, dlØ kaßdoæ okrestnosti nulØ W v L_∘ suwestvuet okrestnost~ nulØ V v X takaØ, qto T (V ) ⊂ W .

4) DlØ l¸bogo ε ∈ (0, 1] suwestvuet qislo C_ε > 0 takoe, qto (T x)^∗(ε) ≤ C_ε‖x‖, x ∈ X. Esli, krome togo, operator T nadlineænyæ, to kaßdoe iz utverßdeniæ 1)–4) ffkvivalentno sledu¸wemu:

5) operator x → |T x| nepreryven v proizvol~noæ toqke x ∈ X : |T x_n| → |T x|, esli x_n → x. Dokazatel~stvo. �kvivalentnost~ 1) ⇐⇒ 2) oqevidna.

2) =⇒ 3) Prostranstva X i L_∘ metrizuemy, pofftomu suwestvuet

(γ_n) , γ_n > 0, γ_n → ∞ : γ_n a_n → 0

[16, teorema 1.28]. Tak kak mnoßestvo (γ_n a_n), n = 1, 2, . . ., ograniqeno v A, to mnoßestvo (T (γ_n a_n)), n = 1, 2, . . ., ograniqeno v L_∘(m). Sledovatel~no, T x_n = γ^{−1}_n T (γ_n a_n) → 0 [16, teorema 1.30]. 3) =⇒ 2) Pust~ operator T nepreryven v nule, togda i operator |T | : x → |T x| nepreryven v nule. Pust~ E ograniqeno v X, W – okrestnost~ nulØ v L_∘(m). Suwestvuet okrestnost~ nulØ V v X takaØ, qto |T |(V ) ⊂ W . Mnoßestvo E ograniqeno v X, pofftomu E ⊂ tV pri dostatoqno bol~xih t > 0. Imeem: |T |(E) ⊂ |T |(tV ) = t|T |(V ) ⊂ tW, t.e. |T |(E) ograniqeno v L_∘(m). Sledovatel~no, i T (E) ograniqeno v L_∘(m).

1) ⇐⇒ 4) Imeem cepoqku ffkvivalentnosteæ: 1) ⇐⇒ dlØ kaßdogo ε > 0 suwestvuet C_ε > 0 takoe, qto d_{T x} (C_ε) < ε dlØ vseh x ∈ B_X ⇐⇒ dlØ kaßdogo ε > 0 suwestvuet C_ε > 0 takoe, qto sup_{BX} (T x)^∗(ε) ≤

PROSTRANSTVA POSLEDOVATEL^NOSTE` lp,q 167 C_ε. Odnorodnost~ operatora i kvazinormy pozvolØet poluqit~ iz dokazannogo uslovie 4).

3) ⇐⇒ 5) (dlØ nadlineænogo operatora). Nadlineænyæ operator T imeet svoæstvo |T (x − y)| ≥ ||T x| − |T y||, x, y ∈ X [1], ispol~zuØ kotoroe, legko ustanovit~ trebuemu¸ ffkvivalentnost~. �

§1. FaktorizaciØ operatorov qerez prostranstvo Lp,∞

�tot paragraf soderßit, v osnovnom, izvestnye rezul~taty o faktorizacii nadlineænyh operatorov qerez prostranstva L_{p,∞} (sm., naprimer [6, III.H]) i ih obobweniØ na poloßitel~no odnorodnye operatory. My privodim zdes~ ffti rezul~taty dlØ motivirovki postanovok rexaemyh zadaq i dlØ vozmoßnosti sraneniØ operatorov, faktorizuemyh qerez L_{p,∞}, s operatorami slabogo tipa p.

Napomnim opredeleniØ prostranstv Lorenca L_{p,q} [20, 19]. Pust~ 0 < p < ∞, 0 < q ≤ ∞, (J , ν) – prostranstvo s σ-koneqnoæ meroæ, L_{p,q} (J , ν) = { x ∈ L_∘(J , ν) : ‖x‖ =

= [^{ν(J )}∫ 0 (x^∗(t))^q d(t^{q/p}) ]_{1/q} < ∞ } dlØ q < ∞; L_{p,∞}(J , ν; ) = { x ∈ L_∘(J , ν) : ‖x‖ = sup_{0<t<ν(J )} x^∗(t) t^{1/p} < ∞ } . Funkcionaly, opredelØ¸wie topologi¸ fftih prostranstv, ØvlØ¸tsØ, voobwe govorØ, kvazinormami. DlØ p = q imeem L_{p,q} = L_p; esli q_1 < q_2, to L_{p,q1} ⊂ L_{p,q2} . Prostranstva L_{p,q} (N) oboznaqa- ¸tsØ qerez l_{p,q} .

Podrobnee l_{p,q} = { a ∈ R^∞ : ‖a‖ =^{[ ∞∑}_{i=1} (a^∗_i )^q i^{q/p−1]1/q} ≍ ≍ [_∞∑ i=1 (a^∗_i )^q ( i^{q/p} − (i − 1)^{q/p} ) ]1/q < ∞ } pri q < ∞; l_{p,∞} = { a ∈ R^∞ : ‖a‖ = sup_i a^∗(i) i^{1/p} < ∞^}.

168 S. ˚. NOVIKOV

Lemma 1.1 (S (l1, l∞)-mnoßestva). Pust~ U ⊂ L∘([0, 1]). Sledu¸-

wie utverßdeniØ ffkvivalentny:

1) suwestvuet funkciØ g ∈ L_∘, g > 0, takaØ, qto ‖ ‖ ‖ ‖ f g ‖ ‖ ‖ ‖_{1,∞} ≤ 1, f ∈ U ; 2) dlØ l¸bogo ε ∈ (0, 1) suwestvu¸t izmerimye podmnoßestva Ω_ε ⊂ [0, 1] i C_ε > 0 takie, qto

m (Ω_ε) ≥ 1 − ε i ‖f · X_{Ωε} ‖_{1,∞} ≤ C_ε, f ∈ U ;

3) dlØ (sqetnoæ) posledovatel~nosti (f_i) ∈ U N i dlØ kaßdoæ posledovatel~nosti a = (a_i) ∈ l_1 imeem sup_i |a_i f_i| < ∞ p.n.;

t.e. U ∈ S (l_1, l_∞);

4) dlØ l¸bogo ε ∈ (0, 1] suwestvuet C_ε > 0 takoe, qto dlØ kaßdoæ finitnoæ posledovatel~nosti (α_i) vewestvennyh qisel imeem ( sup_i |α_i f_i| )_∗ (ε) ≤ C_ε ∑ i |α_i| , f_i ∈ U. Dokazatel~stvo. 1) =⇒ 2) Poloßim ΩC := {ω ∈ [0, 1] : g(ω) ≤

C}, C > 0. Po teoreme Luzina, dlØ kaßdogo ε > 0 suwestvuet C_ε > 0 takoe, qto m (Ω_{Cε} ) ≥ 1 − ε. PolagaØ Ω_ε := Ω_{Cε} , imeem ‖fX_{Ωε} ‖ C_ε ≤ ‖ ‖ ‖ ‖ f g · X_{Ωε} ‖ ‖ ‖ ‖ ≤ 1, f ∈ U. 2) =⇒ 1) Po uslovi¸, dlØ kaßdogo natural~nogo n suwestvuet izmerimoe mnoßestvo Ω_n takoe, qto m ([0, 1] \ Ω_n) < 1/n i ‖fX_{Ωn} ‖ ≤ C_{1/n}. Poloßim

F_1 := Ω 1_2 , F_2 := F^C_1 Ω 1_3 , . . . , F_n := F^C_1 F^C_2 . . . F^C_{n−1}Ω 1_{n+1} , . . . .

Opredelennye takim obrazom mnoßestva F_n, n = 1, 2, . . . diz¨- ¸nktny i m ( ⋃ F_n) = 1. Na ⋃ F_n opredelim sqetnoznaqnu¸ izmerimu¸ funkci¸

g(ω) := ∑ k 2^kC 1_{k+1} X_{Fk} (ω).

PROSTRANSTVA POSLEDOVATEL^NOSTE` lp,q 169 Imeem m ( ω ∈ ⋃ F_n : |f(ω)| g(ω) ≥ y ) = ∑ n m ( ω ∈ F_n : |f(ω)| 2^nC 1_{n+1} ≥ y ) ≤

≤ ∑ n C 1_{n+1} 2^nC 1_{n+1} y = 1 y . 2) =⇒ 3) [1, teorema 14]. DlØ proizvol~nogo δ > 0 i proizvol~noæ posledovatel~nosti a = (a_n) ∈ l_1 imeem neravenstvo

m (ω ∈ Ω_ε : sup |a_nf_n(ω)| ≥ δ) ≤ ∑ n C_ε δ |a_n|. (∗) Tak kak ε > 0 proizvol~no i m (Ω_ε) ≥ 1 − ε, to i m (ω ∈ [0, 1] : sup |a_nf_n(ω)| = ∞) = 0.

2) =⇒ 4) Neravenstvo (∗), poluqennoe na predyduwem xage dlØ finitnoæ posledovatel~nosti skalØrov (α_n), moßet byt~ zapisano v vide

(sup |α_nf_n|)^∗ (ε) ≤ C^′_ε ε ∑ |a_n| = C^{′′}_ε ∑ |a_n|. 4) =⇒ 2) Uslovie 4) obespesqivaet ograniqennost~ v L_∘ vypuklogo mnoßestva C, sostoØwego iz poloßitel~nyh funkciæ, opredelennogo ravenstvom

C := { f_α : f_α = sup_i |α_if_i|, f_i ∈ U, ∑ |α_i| ≤ 1, (α_i) – finitnaØ posledovatel~nost~ } . Po teoreme Morff [3, teorema 13] (sm. takße [12, lemma 5.5]), dlØ l¸bogo ε > 0 suwestvuet Ω_ε ⊂ [0, 1] takoe, qto m([0, 1] \ Ω_ε) ≤ 2ε i ∫ Ω_ε f dm ≤ 2 sup_{f∈C} f^∗(ε), f ∈ C. Ots¸da, s uqetom usloviØ 4), poluqaem ‖f X_{Ωε} ‖_{1,∞} ≤ ∫ Ω_ε f dm ≤ 2C_ε, f ∈ C.

170 S. ˚. NOVIKOV ImplikaciØ 3) =⇒ 4) budet dokazana niße (sm. zameqanie posle teoremy 2.1.) �

Lemma 1.2. Pust~ f1, . . . , fn ∈ L∘(T, m). Togda funkcii X_j (s_1, . . . , s_n, ω) := f_j (ω + s_j ), j = 1, . . . , n, opredelennye na

(T^{n+1}, m^{n+1)}, ØvlØ¸tsØ nezavisimymi i Xj ∼ fj , j = 1, . . . , n. Dokazatel~stvo. Pust~ B1, . . . , Bn – proizvol~nye borelevskie

mnoßestva v R. Togda, uqityvaØ invariantnost~ mery Lebega otnositel~no sdviga, imeem

m^{n+1} n⋂ j=1 { (s_1, . . . , s_n, ω) ∈ T^{n+1} : f_j(ω + s_j ) ∈ B_j } =

= ∫ Tn+1 n∏ j=1 X_{Bj} (f_j (ω + s_j )) dm^{n+1}(s_1, . . . , s_n, ω) =

= ∫ T^{dm(ω)} ∫ Tn n∏ j=1 X_{Bj} (f_j (ω + s_j )) dm^n(s_1, . . . , s_n) =

= ∫ T^{dm(ω)} ∫ Tn n∏ j=1 X_{Bj} (f_j (ω_j)) dm^n(ω_1, . . . , ω_n) =

= ∫ T^{dm(ω)} n∏ j=1 ∫ T^{XBj (fj (ωj)) dm(ωj) =} = n∏ j=1 ∫ T^{XBj (fj (ω)) dm(ω) =} n∏ j=1 m ({ω ∈ T: f_j (ω) ∈ B_j }) =

= n∏ j=1 m^{n+1} ({ (s_1, . . . , s_n, ω) ∈ T^{n+1} : f_j (ω + s_j ) ∈ B_j }) . Esli poloßit~ B_k = R pri vseh k ≠ j, poluqim X_j ∼ f_j , j = 1, . . . , n. Esli mnoßestva B_j – proizvol~nye borelevskie, to poluqennoe ravenstvo vyraßaet nezavisimost~ funkciæ (ili sluqaænyh veliqin, esli pol~zovat~sØ veroØtnostnoæ terminologieæ) X_1, . . . , X_n. �

PROSTRANSTVA POSLEDOVATEL^NOSTE` lp,q 171

Sledstvie 1.3. Esli E1, . . . , En ∈ M(T) (izmerimye podmnoße-

stva okrußnosti T), to suwestvu¸t dva nabora qisel ( s^′_1, . . . , s^′_n ) ∈ T^n i^(s^{′′}_1 , . . . , s^{′′}_n^) ∈ T^n

takie, qto m (^n⋂ j=1 ( E_j − s^′_j )) ≤ n∏ j=1 m(E_j) ≤ m (^n⋂ j=1 ( E_j − s^{′′}_j )) . Dokazatel~stvo. Voz~mem v lemme fj = XE_j , j = 1, . . . , n. Togda X_j (s_1, . . . , s_n, ω) := X_{Ej −sj} (ω), j = 1, . . . , n, i, sledovatel~no,

m^{n+1} ({ (s_1, . . . , s_n, ω) : ω ∈ n⋂ j=1 (E_j − s_j ) }) = n∏ j=1 m(E_j).

Posle fftogo suwestvovanie naborov ( s^′_1, . . . , s^′_n ) ∈ T^n i^(s^{′′}_1 , . . . , s^{′′}_n^) ∈ T^n

obosnovyvaetsØ s pomow~¸ teoremy Fubini. �

Sledstvie 1.4. Esli mnoßestvo U ⊂ L∘(T) invariantno otno-

sitel~no sdviga, to kaßdoe iz utverßdeniæ lemmy 1.1 ffkvivalentno sledu¸wemu:

5) mnoßestvo U ograniqeno v prostranstve L_{1,∞}(T).

Dokazatel~stvo. To, qto 5) vleqet 1) iz lemmy 1.1, oqevidno.

Pokaßem, qto 1) =⇒ 5). DlØ funkcii g ∈ L_∘(T) suwestvuet izmerimoe E ⊂ T takoe, qto m(E) > 1/2 i sußenie funkcii g na E ograniqeno: suwestvuet postoØnnaØ C_E > 0, dlØ kotoroæ |g · X_E| ≤ C_E . Iz usloviØ 1) poluqaem neravenstvo m (ω : |f · X_E (ω)| > a) ≤ C_E a , a > 0, f ∈ U. Po predyduwemu sledstvi¸, suwestvuet s ∈ T takoe, qto m (ω ∈ E : |f(ω + s)| > a) ≥ ≥ m(E) · m (ω ∈ T: |f(ω)| > a) ≥ 1 2 m (ω ∈ T: |f(ω)| > a) .

172 S. ˚. NOVIKOV

Ots¸da s uqetom invariantnosti mnoßestva U otnositel~no sdviga poluqaem, qto m (ω ∈ T: |f(ω)| > a) ≤ 2C_E a , a > 0, f ∈ U. � Sledstvie 1.5. (S (lp, l∞)-mnoßestva). Pust~ 0 < p < ∞, U ⊂ L∘.

Sledu¸wie utverßdeniØ ffkvivalentny:

1) Suwestvuet funkciØ g ∈ L_∘, g > 0, takaØ, qto ‖ ‖ ‖ f g ‖ ‖ ‖_{p,∞} ≤ 1, f ∈ U ; 2) dlØ kaßdogo ε ∈ (0, 1) suwestvu¸t izmerimoe podmnoßestvo Ω_ε ⊂ [0, 1] i postoØnnaØ C_ε > 0 takie, qto m (Ω_ε) ≥ 1 − ε i ‖f · X_{Ωε} ‖_{p,∞} ≤ C_ε, f ∈ U ; 3) dlØ l¸boæ (sqetnoæ) posledovatel~nosti (f_i), f_i ∈ U , i dlØ l¸boæ posledovatel~nosti a = (a_i) ∈ l_p imeem sup_i |a_i f_i| < ∞

poqti vs¸du; t.e. U ∈ S (l_p, l_∞);

4) dlØ kaßdogo ε ∈ (0, 1] suwestvuet C_ε > 0 takoe, qto dlØ kaßdoæ finitnoæ posledovatel~nosti (α_i) vewestvennyh qisel imeem ( sup_i |α_i f_i| )_∗ (ε) ≤ C_ε ( ∑ i |α_i|^p )_{1/p} , f_i ∈ U. 5) Esli mnoßestvo U ⊂ L_∘ invariantno otnositel~no sdvigov, to kaßdoe iz utverßdeniæ 1)–4) ffkvivalentno sledu¸- wemu: mnoßestvo U ograniqeno v prostranstve L_{p,∞}.

Dokazatel~stvo neposredstvenno sleduet iz lemmy 1.1 i sled-

stviØ 1.4, esli zametit~, qto dlØ p > 0, f ∈ L_{p,∞} ⇐⇒ |f|^p ∈ L_{1,∞}, a ∈ l_p ⇐⇒ (|a_i|^p) ∈ l_1. � Interesno sravnit~ tol~ko qto sformulirovannoe sledstvie s rezul~tatami B. Morff i ȷ. Piz~e. Pervym avtorom poluqeno takoe opisanie S (l_p, l_p)-mnoßestv [3, sledstvie 15]: Pust~ 0 < p ≤ ∞, U ⊂ L_∘. Sledu¸wie utverßdeniØ ffkvivalentny:

PROSTRANSTVA POSLEDOVATEL^NOSTE` lp,q 173 1) Suwestvuet funkciØ g ∈ L_∘, g > 0 takaØ, qto ‖ ‖ ‖ ‖ f g ‖ ‖ ‖ ‖_p ≤ 1, f ∈ U ; 2) dlØ kaßdogo ε ∈ (0, 1) suwestvu¸t izmerimye mnoßestva Ω_ε ⊂ [0, 1] i C_ε > 0 takie, qto

m (Ω_ε) ≥ 1 − ε i ‖f · X_{Ωε} ‖_p ≤ C_ε, f ∈ U ;

3) dlØ kaßdogo ε ∈ (0, 1] suwestvuet C_ε > 0 takoe, qto dlØ kaßdogo finitnogo nabora (α_i) vewestvennyh qisel imeem (( ∑ i |α_i f_i|^p )_{1/p})∗ (ε) ≤ C_ε ( ∑ i |α_i|^p )_{1/p} . V rabote [5, teorema 1.1] dokazana teorema o podmnoßestvah prostranstva L_r dlØ r > 0.

Pust~ 0 < r < p < ∞. Pust~ I nekotoroe mnoßestvo indeksov i pust~ {x_i|i ∈ I} – nekotoroe podmnoßestvo v L_r(m). Sledu¸wie utverßdeniØ ffkvivalentny.

1) Suwestvuet konstanta C > 0 takaØ, qto dlØ vseh finitnyh naborov (α_i)_{i∈I} vewestvennyh qisel imeem ‖ ‖ ‖ ‖sup_i |α^i x^i| ‖ ‖ ‖ ‖_{Lr (}m_) ≤ C ( ∑ i |α_i|^p )_{1/p} . 2) Suwestvu¸t konstanta C^′ > 0 i funkciØ f ∈ L_1(m), f ≥ 0, ∫ [0,1]

f dm ≤ 1, takie, qto {f = 0} ⊂ ⋂ i{x_i = 0} i ‖ ‖ ‖xi f^{−1/r} ‖ ‖ ‖_{Lp,∞(ν)} ≤ C^′, i ∈ I, gde ν(E) = ∫ E f dm, E ∈ M. Oboznaqenie. Mnoßestvo plotnosteæ f∈L1(m), f≥0,^∫_{[0,1]} f dm≤1

budet oboznaqat~sØ qerez D(m).

NarØdu s operatorom T : X → L_∘ my budem rassmatrivat~ operator ~T : XN → (L_∘)N, opredelennyæ sledu¸wim obrazom ~T (x_n) := (T x_n). Takie operatory xiroko ispol~zu¸tsØ v teorii

174 S. ˚. NOVIKOV absol¸tno summiru¸wih operatorov [24, 25]. DlØ ego opisaniØ udobno vvesti prostranstva funkcional~nyh posledovatel~nosteæ:

L_∘(l_∞) = { (f_i) ∈ (L_∘)N : sup_i |f_i| < ∞ poqti vs¸du } ; L_{p,q}(l_r ) = { (f_i) ∈ (L_{p,q} )N : ‖(f_i(t))‖_r ∈ L_{p,q} } , 0 < p < ∞, 0 < q ≤ ∞, r > 0; A(X) = { (x_i) ∈ XN : (‖x_i‖_X ) ∈ A } . Teorema 1.6 [6. Predloßenie III.H.5]. Pust~ 0 < p < ∞ i pust~

T : X → L_∘ udovletvorØet sledu¸wemu uslovi¸ odnorodnosti: |T (γ x)| = |γ||T x|, x ∈ X, γ ∈ R. Sledu¸wie utverßdeniØ ffkvivalentny:

1) Suwestvuet funkciØ g ∈ L_∘, g > 0 takaØ, qto ‖ ‖ ‖ ‖ T x g ‖ ‖ ‖ ‖_{p,∞} ≤ 1, x ∈ B^X . 2) Operator ~T otobraßaet prostranstvo l_p(X) v prostranstvo L_∘ (l_∞).

3) DlØ kaßdogo ε ∈ (0, 1] suwestvuet C_ε > 0 takoe, qto dlØ kaßdoæ finitnoæ posledovatel~nosti x_i ∈ X imeem ( sup_i |T x_i| )_∗ (ε) ≤ C_ε ( ∑ i ‖x_i‖^p )_{1/p} . 4) Operator T dopuskaet faktorizaci¸ vida

X^{T1}→ L_{p,∞}(m)^{Mg}→ L_∘(m),

gde M_g – (ograniqennyæ) operator umnoßeniØ na funkci¸ g ∈ L_∘, g > 0, i operator T_1 ograniqen.

5) Esli operator T invarianten otnositel~no sdviga, to kaßdoe iz utverßdeniæ 1)–4) ffkvivalentno tomu, qto operator T ØvlØetsØ ograniqennym iz X v L_{p,∞}.

Dokazatel~stvo. Lemmu 1.1 primenim k mnoßestvu T (BX ). Po-

luqim, qto dlØ kaßdogo ε ∈ (0, 1] suwestvuet C_ε > 0 takoe, qto

PROSTRANSTVA POSLEDOVATEL^NOSTE` lp,q 175 dlØ kaßdoæ finitnoæ posledovatel~nosti (α_i) ∈ RN vypolnØetsØ neravenstvo ( sup_i |α_i T x_i| )_∗ (ε) ≤ C_ε ( ∑ i |α_i|^p )_{1/p} , (x_i) ∈ BN_X .

Esli z_i ∈ X, z_i ≠ 0, to z_i/‖z_i‖ ∈ B_X , i v kaqestve α_i sleduet vzØt~ ‖z_i‖. Krome togo, sleduet zametit~, qto esli operator T invarianten otnositel~no sdviga, to i mnoßestvo T (B_X ) invariantno otnositel~no sdviga. �

Zameqanie. V nastoØweæ rabote sredi proqego budet dan otvet

na sledu¸wiæ vopros: kak izmenØtsØ utverßdeniØ 4) i 5), esli v utverßdenii 1) funkciØ g leßit v L_∞, a prostranstvo l_p(X) v utverßdenii 2) zamenit~ na prostranstvo Lorenca l_{p,q}(X)?

Sledstvie 1.7. Pust~ X – kvazibanahova rexetka, v kotoroæ vy-

polneno sledu¸wee uslovie: suwestvuet konstanta C > 0 takaØ, qto dlØ vseh koneqnyh naborov (x_i) fflementov X imeem ‖ ‖ ‖sup_i |x^i| ‖ ‖ ‖ ≤ C ( ∑ i ‖x_i‖^p )_{1/p} . (p-sup)

Togda kaßdyæ poloßitel~nyæ ograniqennyæ nadlineænyæ operator T : X → L_∘ udovletvorØet usloviØm teoremy, i, sledovatel~no, dopuskaet faktorizaci¸ qerez prostranstvo L_{p,∞}.

Dokazatel~stvo. DlØ poloßitel~nogo nadlineænogo operatora

T spravedlivo neravenstvo [1, lemma 3.2]: sup 1≤i≤n |T x_i| ≤ T ( sup 1≤i≤n |x_i| ) , x_1, . . . , x_n ∈ X, n = 1, 2, . . . , n. Esli ε > 0, to ( sup 1≤i≤n |T x_i| )_∗ (ε) ≤ T ( sup 1≤i≤n |x_i| )_∗ (ε) ≤ C_ε ‖ ‖ ‖ ‖sup_i |x^i| ‖ ‖ ‖ ‖ ≤

≤ C_ε C ( ∑ i ‖x_i‖^p ) 1_p , x_1, . . . , x_n ∈ X, n = 1, 2, . . . , n. V provedennyh vykladkah ispol~zovana lemma 0.1.

176 S. ˚. NOVIKOV

Takim obrazom, poluqaem vypolnenie utverßdeniØ 3) iz teoremy. � Privedem primery kvazibanahovyh rexetok, v kotoryh (p-sup)-uslovie vypolneno:

1) v proizvol~noæ banahovoæ rexetke s p = 1;

2) v banahovoæ rexetke X dlØ p > 1 (p-sup)-uslovie ffkvivalentno verhneæ p-ocenke dlØ diz¨¸nktnyh fflementov [14. 1.f.6]: suwestvuet konstanta C > 0 takaØ, qto dlØ l¸bogo nabora poparno diz¨¸nktnyh fflementov {x_i} v X imeem ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ i=1 x_i ‖ ‖ ‖ ‖ ≤ C (_n∑ i=1 ‖x_i‖^p )_{1/p} . (p-ue)

DlØ L_p, p > 0, neravenstvo (p-ue) oqevidno i, takim obrazom, dlØ p ≥ 1 poluqaem teoremu Nikixina [1, teorema 3], kotoraØ utverßdaet vozmoßnost~ faktorizacii poloßitel~nogo nadlineænogo operatora, opredelennogo na prostranstve L_p, p ≥ 1, qerez prostranstvo L_{p,∞}.

3) V prostranstvah L_{p,q} , 1 < p < q < ∞ vypolneno neravenstvo (p-ue) [31, 30].

4) V prostranstvah L_{p,∞}, p > 0 legko proverit~ vypolnenie neravenstva (p-sup).

Opredelenie. GovorØt, qto kvazibanahovo prostranstvo X ime-

et tip p-Rademahera dlØ 0 < p ≤ 2, esli suwestvuet konstanta C > 0 takaØ, qto dlØ l¸bogo nabora fflementov {x_i} v X imeem 1∫ 0 ‖ ‖ ‖ n∑ i=1 r_i(t)x_i ‖ ‖ ‖ p dt ≤ C n∑ i=1 ‖x_i‖^p , (p-type)

gde r_1, . . . , r_n – funkcii Rademahera na (0, 1), r_n(t) = sgn (sin 2^nπt).

Sledstvie 1.8. Pust~ X – kvazibanahovo prostranstvo tipa p-

Rademahera dlØ nekotorogo p ∈ (0, 2]. Togda kaßdyæ ograniqennyæ nadlineænyæ operator T : X → L_∘ udovletvorØet usloviØm teoremy i, sledovatel~no, dopuskaet faktorizaci¸ qerez prostranstvo L_{p,∞}:

X^{T1}→ L_{p,∞}(m)^{Mg}→ L_∘(m).

PROSTRANSTVA POSLEDOVATEL^NOSTE` lp,q 177

Dokazatel~stvo. V prostranstve tipa p-Rademahera rØd ∞∑ i=1 r_i(t)x_i (1.1)

shoditsØ po mere Lebega ν na (0, 1) v prostranstve X dlØ l¸boæ posledovatel~nosti (x_i) ∈ l_p(X). DlØ rØdov Rademahera shodimost~ po mere ffkvivalentna shodimosti poqti vs¸du, pofftomu rØd (1) shoditsØ dlØ poqti vseh t v prostranstve X. (Poslednee predloßenie horoxo izvestno dlØ rØdov so znaqeniØmi v banahovom prostranstve, no ono sohranØet silu i v polnom metrizuemom topologiqeskom vektornom prostranstve [12, s. 219].) Operator T nepreryven (lemma 0.1), pofftomu rØd ∞∑ i=1 r_i(t)T x_i(ω) (1.2)

shoditsØ v prostranstve L_∘ (t.e. po mere m) dlØ poqti vseh t. Vospol~zuemsØ izvestnym utverßdeniem o sluqaænyh rØdah [12, predloßenie 5.2.4], s pomow~¸ kotorogo poluqaem shodimost~ rØda (2) dlØ poqti vseh ω poqti vs¸du po mere ν. Iz klassiqeskogo neravenstva Hinqina sleduet teper~, qto ∞∑ i=1 |T x_i(ω)|^2 < ∞ p.v.

Sledovatel~no, sup_i |T x_i| < ∞ poqti vs¸du, ffto oznaqaet, qto

~T : l_p(X) → L_∘(l_∞). OstaetsØ vospol~zovat~sØ teoremoæ. �

Primery. 1) Prostranstvo Lp, p > 0, imeet tip min(p, 2)-Radema-

hera (dlØ p ≥ 1 [14], dlØ p ∈ (0, 1) [15, s. 324]). Takim obrazom, my poluqaem teoremu Nikixina dlØ p ≥ 1 i eœ obobwenie Kaltonom na 0 < p ≤ 2 [2, teorema 2], [15, teorema 3.1].

2) Ewe odin rezul~tat Nikixina [2, teorema 3] poluqaetsØ analogiqnym obrazom. Kaßdoe banahovo prostranstvo imeet tip 1- Rademahera, pofftomu kaßdyæ nadlineænyæ operator iz banahova prostranstva X v L_∘ moßet byt~ profaktorizovan qerez prostranstvo L_{1,∞}:

X^{T1}→ L_{1,∞}(m)^{Mg}→ L_∘(m).

178 S. ˚. NOVIKOV 3) Prostranstvo L_{p,q} , 1 ≤ q < p, imeet tip min(2, q) [31, 30] i, sledovatel~no, kaßdyæ ograniqennyæ nadlineænyæ operator T : L_{p,q} → L_∘ dopuskaet faktorizaci¸ vida

X^{T1}→ L_{min(2,q),∞}(m)^{Mg}→ L_∘(m).

Prostranstvo L_{p,q} , 1 < p < q < ∞, p ≠ 2, imeet tip min(2, p) [31, 30] i, sledovatel~no, kaßdyæ ograniqennyæ nadlineænyæ operator T : L_{p,q} → L_∘ dopuskaet faktorizaci¸ vida

X^{T1}→ L_{min(2,p),∞}(m)^{Mg}→ L_∘(m).

Blizkiæ dokazannoæ teoreme 1.6 rezul~tat byl poluqen v [5, teorema 1.2], gde rassmatrivalis~ lineænye operatory so znaqeniØmi v L_r, r > 0.

Pust~ 0 < r < p < ∞ i pust~ X – kvazibanahovo prostranstvo. Sledu¸wie svoæstva ograniqennogo lineænogo operatora T : X → L_r (m) ffkvivalentny:

1) Suwestvuet konstanta C > 0 takaØ, qto dlØ vseh koneqnyh posledovatel~nosteæ (x_i) ∈ X^I imeem ‖ ‖sup i |T (x_i)| ‖ ‖_{Lr (}m_) ≤ C ( ∑ i ‖x_i‖^p )_{1/p} .

2) Suwestvu¸t konstanta C^′ > 0 i funkciØ f ∈ D(m) takie, qto {f = 0} ⊂ ⋂ x{T (x) = 0} i ‖ ‖ ‖f^{−1/r} T (x) ‖ ‖ ‖_{Lp,∞(ν)} ≤ C^′‖x‖, x ∈ X, gde ν(E) = ∫ E f dm, E ∈ M. 3) Operator T dopuskaet faktorizaci¸ vida X^{T1}→ L_{p,∞}(ν)^M→ L_r(m), gde f ∈ D(m) i M – operator umnoßeniØ na f^{1/r} , a operator T_1 ograniqen.

PROSTRANSTVA POSLEDOVATEL^NOSTE` lp,q 179 §2. Sovpadenie nezavisimyh i svobodnyh (A, l_∞)-mnoßestv DlØ B = l_∞ obnarußilos~ l¸bopytnoe Øvlenie sovpadeniØ nezavisimyh i svobodnyh (A, l_∞)-mnoßestv, kotoroe poluqeno v predyduweæ rabote avtora [23]. Nekotorye rezu~taty fftoæ raboty budut sformulirovany zdes~ dlØ polnoty izloßeniØ.

Pust~ U – (A, B)-mnoßestvo i pust~ (f_n) ∈ U N. Rassmotrim operator T_{(fn )} : a ∈ A → ‖ (a_n f_n(t)) ‖_B. �tot operator ØvlØetsØ poloßitel~no odnorodnym, i k nemu moßno primenit~ lemmu 0.1.

Teorema 2.1 [23, teorema 2.4]. Pust~ U – (A, B)-mnoßestvo.

Esli kvazinorma prostranstva B porØdkovo polunepreryvna, to est~ (x_n ↑ x ∈ B ⇒ ‖x_n‖ ↑ ‖x‖) , to semeæstvo operatorov T_{(fn )}, (f_n) ∈ U N ravnomerno ograniqeno, to est~ mnoßestvo T = {( T_{(fn )}(a) ) (t) : ‖a‖_A ≤ 1, (f_n) ∈ U N } ograniqeno v prostranstve L_∘ (m).

Zameqanie. Teper~ legko obosnovat~ ostavxu¸sØ nedokazannoæ

implikaci¸ 3) =⇒ 4) iz lemmy 1.1. DlØ fftogo nado tol~ko qto sformulirovannu¸ teoremu 2.1 primenit~ k operatoru

T_{(fn)} : a ∈ ℓ_1 → ‖ (a_n f_n(t)) ‖_{ℓ∞} .

Teorema 2.2. Pust~ prostranstvo B imeet svoæstvo Fatu (ili

svoæstva (B) + (C) v drugoæ terminologii), t.e. b_n ∈ B, b_n → b pokoordinatno i neravenstvo lim inf_n ‖b_n‖_B < ∞ vlekut b ∈ B i neravenstvo ‖b‖_B ≤ lim inf_n ‖b_n‖_B. Esli mnoßestvo U ⊂ L_∘(T) invariantno otnositel~no sdviga i U ∈ S (A, B), to U ∈ I (A, B).

Drugimi slovami, dlØ mnoßestv, invariantnyh otnositel~no sdviga, imeet mesto vkl¸qenie S (A, B) ⊂ I (A, B).

Dokazatel~stvo. Pust~ U ⊂ L∘(T) invariantno otnositel~no

sdviga i U ∈ S (A, B). DlØ a ∈ A i (f_n) ∈ U N opredelim funkci¸

χ(τ ) = sup_{(sn)∈}T N m (t ∈ T : ‖{a_nf_n(t + s_n)}‖_B) , τ > 0.

180 S. ˚. NOVIKOV

Po teoreme 2.1, lim_{τ→∞} χ(τ ) = 0.

Na proizvol~nom veroØtnostnom prostranstve (Ω, P) rassmotrim posledovatel~nost~ (X_n) nezavisimyh funkciæ, podobnu¸ posledovatel~nosti (f_n). DlØ proizvol~nogo k ∈ N imeem ∫ T^k m { t ∈ T: ‖(a1f1(t + s1), . . . , akfk(t + sk ), 0, 0, . . . ‖B > τ^} d m^k(s1, . . . , sk) = ∫ T^k d m^k(s1, . . . , s_k) ∫ T X(τ,1) ( ‖(a1f1(t + s1), . . . , akfk(t + sk), 0, 0, . . . ‖B ) d m(t)

= ∫ T d m(t) ∫ T^k X(τ,1) ( ‖(a1f1(t + s1), . . . , akfk(t + sk ), 0, 0, . . . ‖B ) d m^k(s1, . . . , s_k)

= ∫ T^k X(τ,1) ( ‖(a1f1(t1), . . . , akfk(tk), 0, 0, . . . ‖B ) d m^k(t1, . . . , t_k)

= m^k { (t_1, . . . , t_k) ∈ T^k : ‖(a_1f_1(t_1), . . . , a_kf_k(t_k), 0, 0, . . .‖_B > τ } = = P {‖(a_1X_1, . . . , a_kX_k, . . .)‖_B > τ } . (Poslednee ravenstvo poluqaetsØ s ispol~zovaniem nezavisimosti funkciæ (X_i).) Ots¸da poluqaem, qto P {‖(a_1X_1, . . . , a_kX_k, . . .)‖_B > τ } ≤ χ(τ ), τ > 0, k ∈ N. Teper~ s pomow~¸ svoæstva Fatu prostranstva B poluqaem, qto P {‖(a_n X_n)‖_B = ∞} = 0. �

Teorema 2.3 [23, teorema 3.1]. Pust~ A – kvazibanahovo simme-

triqnoe prostranstvo vewestvennyh qislovyh posledovatel~nosteæ. DlØ mnoßestva U ⊂ L_∘(m) sledu¸wie utverßdeniØ ffkvivalentny:

1) U – nezavisimoe (A, l_∞)-mnoßestvo.

2) Suwestvuet poloßitel~noe qislo τ_∘ takoe, qto dlØ vseh a ∈ A s ‖a‖_A ≤ 1 i dlØ vseh (f_n) ∈ U N shoditsØ rØd ∑_∞ n=1 d_{anfn} (τ_∘); 3) U – svobodnoe (A, l_∞)-mnoßestvo.

Takim obrazom, dlØ proizvol~nogo kvazibanahova prostranstva posledovatel~nosteæ A imeet mesto ravenstvo F (A, l_∞) = I (A, l_∞).

PROSTRANSTVA POSLEDOVATEL^NOSTE` lp,q 181 §3. Operatory, ograniqennye v prostranstve L_{p,∞}, p > 0 V naqale fftogo razdela my opixem neskol~ko preobrazovaniæ poloßitel~nyh funkciæ, kotorye zatem budut ispol~zovany dlØ formulirovki rezul~tatov.

Osnovnoæ interes dlØ nas budut predstavlØt~ stepennye funkcii, no okazalos~, qto menee gromozdkie formulirovki rezul~tatov poluqa¸tsØ, esli ispol~zovat~ funkcii obwego vida, snaqala vognutye, a v sledu¸wem razdele – vypuklye.

Pust~ φ : R_+ → R_+ – vozrasta¸waØ vognutaØ funkciØ, lim_{t→+0} φ(t) = 0, lim_{t→∞} φ(t) = ∞.

Opredelim funkci¸

φ̂(t) := inf_{s>0} 1 + ts φ(s) , t ∈ R_+.

FunkciØ φ̂ : R_+ → R_+ vognuta, kak nißnØØ gran~ mnoßestva lineænyh funkciæ [17, gl. 2], 1 φ (_1 t ) = inf_{s>0} 1 φ (_s 1+ts ) ≤ φ̂(t) ≤ 1 + t ·^1_t φ (_1 t ) = 2 φ (_1 t ) , t > 0; v qastnosti, lim_{t→+0} φ̂(t) = 0, lim_{t→∞} φ̂(t) = ∞.

DlØ stepennoæ vognutoæ funkcii φ(t) = t^α, t ∈ R_+, α ∈ (0, 1],

φ̂(t) = φ(t) α^α(1 − α)^{1−α} , t ∈ R_+, pri α ∈ (0, 1)

i φ̂(t) = t, t > 0, pri α = 1.

FunkciØ φ̂ strogo vozrastaet i, sledovatel~no, obladaet obratnoæ funkcieæ φ̌ : R_+ → R_+, kotoraØ vypukla, strogo vozrastaet i lim_{t→+0} φ̌(t) = 0, lim_{t→∞} φ̌(t) = ∞.

Krome togo, ime¸t mesto neravenstva: 1 φ^{−1} (_2 s ) ≤ φ̌(s) ≤ 1 φ^{−1} (_1 s ) , s > 0.

182 S. ˚. NOVIKOV

Po vognutoæ funkcii φ(t) opredelim dva kvazinormirovannyh prostranstva, kotorye obyqno nazyva¸t prostranstvami Lorenca i Marcinkeviqa [17]. OpredelØem ih na proizvol~nom prostranstve (J , ν) s σ-koneqnoæ meroæ ν tak, qtoby fflementami fftih prostranstv mogli byt~ kak funkcii iz L_∘(m), tak i qislovye posledovatel~nosti. Itak, pust~ (J , ν) – prostranstvo s polnoæ σ-koneqnoæ poloßitel~noæ meroæ ν, L_∘(J , ν) – prostranstvo vseh izmerimyh poqti vs¸du koneqnyh funkciæ,

Λ(J , ν; φ) = {x ∈ L_∘(J , ν) : ‖x‖ = ν(J )∫

0 x^∗(t) dφ(t) < ∞}; M (J , ν; φ) = {x ∈ L∘(J , ν) : ‖x‖ = sup_{0<t<ν(J )} x^∗(t) φ(t) < ∞}. Funkcional, opredelØ¸wiæ prostranstvo Λ(φ) dlØ vognutoæ funkcii φ, ØvlØetsØ normoæ, a funkcional, opredelØ¸wiæ prostranstvo M (φ), – kvazinormoæ [17, gl. 2]. Qastnym sluqaem prostranstv Λ(J , ν; φ) ØvlØ¸tsØ prostranstva qislovyh posledovatel~nosteæ

Λ(N; φ) = { a = (a_i) : ‖a‖ = ∞∑ n=1 a^∗_n ( φ(n) − φ(n − 1) ) < ∞ } . Lemma 3.1 [23, lemma 4.1]. Pust~ Γ – proizvol~noe nepustoe mno-

ßestvo; Φ : R_+ × Γ → R_+ – proizvol~naØ ograniqennaØ funkciØ. �kvivalentny sledu¸wie utverßdeniØ:

1) ∃δ > 0 : ∀a ∈ Λ(N; φ), ∀(γ_n) ∈ Γ N

imeet mesto implikaciØ

‖a‖_{Λ(}N_{;φ)} ≤ δ ⇒ ∞∑ n=1 Φ(|a_n|, γ_n) < ∞;

2) ∃ϵ > 0, ∃k > 0 : ∀s ∈ [0, ϵ], ∀γ ∈ Γ imeet mesto neravenstvo Φ(s, γ) ≤ φ̌(ks).

PROSTRANSTVA POSLEDOVATEL^NOSTE` lp,q 183 DlØ formulirovki sledu¸weæ teoremy budet ispol~zovano prostranstvo Orliqa l_ψ vewestvennyh qislovyh posledovatel~- nosteæ. Napomnim ego opredelenie. Pust~ ψ : R_+ → R_+ – nepreryvnaØ vozrasta¸waØ i vypuklaØ funkciØ takaØ, qto ψ(0) = 0, lim_{t→∞} ψ(t) = ∞. Prostranstvo Orliqa l_ψ sostoit iz vseh posledovatel~nosteæ a ∈ R^∞ takih, qto ∑_∞ n=1 ψ(|a_n|/ρ) < ∞ dlØ nekotorogo ρ > 0. Prostranstvo l_ψ s normoæ ‖a‖ = inf { ρ > 0 : ∞∑ n=1 ψ ( |a_n| ρ ) ≤ 1 }

ØvlØetsØ banahovym prostranstvom [18, gl. 4].

Teorema 3.2 [23, teorema 4.2]. DlØ mnoßestva U ⊂ L∘([0, 1],

M, m) sledu¸wie utverßdeniØ ffkvivalentny:

1) U – nezavisimoe (Λ(N, φ), l_∞)-mnoßestvo; 2) U ograniqeno v prostranstve M ([0, 1], M, m; φ̂); 3) U – svobodnoe (l_{φ̌}, l_∞)-mnoßestvo.

Pust~ r > 0. Postroim r-stepennoe preobrazovanie kvazibanahova prostranstva X, kotoroe oboznaqim qerez X^r . Napomnim, qto X^r = {y : |y|^r ∈ X}, ||y||_Xr = ‖ |y|^r ‖^{1/r}_X . Zametim, qto prostranstva L_{p,q} sovpada¸t s prostranstvami Λ^q(t^{q/p}), a L_{p,∞} – s M^q (t^{q/p}) = M (t^{1/p} ), 0 < p < ∞, 0 < q < ∞.

Esli primenit~ teoremu k mnoßestvu {|f|^r : f ∈ U }, poluqim

Sledstvie 3.3. Pust~ r > 0. DlØ mnoßestva U ⊂ L∘ ([0, 1], M, m)

sledu¸wie utverßdeniØ ffkvivalentny:

1) U – nezavisimoe (Λ^r(N, α), l_∞)-mnoßestvo; 2) U ograniqeno v prostranstve M^r ([0, 1], M, m; α̂); 3) U – svobodnoe ( l^r_{φ̌}, l_∞ ) -mnoßestvo.

PolagaØ v sledstvii 3.3 α = q/p i r = q, poluqaem osnovnye rezul~taty fftogo razdela.

Teorema 3.4 (ograniqennye mnoßestva v Lp,∞). Pust~ 0 < p < ∞,

U ⊂ L_∘. Sledu¸wie utverßdeniØ ffkvivalentny:

1) Suwestvuet funkciØ g ∈ L_∞([0, 1]), g > 0, takaØ, qto ‖ ‖ ‖ ‖ f g ‖ ‖ ‖ ‖_{p,∞} ≤ 1, f ∈ U.

184 S. ˚. NOVIKOV

2) Mnoßestvo U ograniqeno v prostranstve L_{p,∞}, to est~ suwestvuet konstanta C > 0 takaØ, qto ‖f‖_{p,∞} ≤ C, f ∈ U .

3) Imeem sup_{f∈U} f^∗(t) ∈ L_{p,∞}.

4) Suwestvuet q ∈ (0, p] takoe, qto U ∈ I(l_{p,q} , l_∞). 5) Mnoßestvo U leßit v F (l_p, l_∞).

6) Suwestvuet konstanta C > 0 takaØ, qto dlØ l¸bogo ε ∈ (0, 1] i dlØ l¸bogo koneqnogo nabora (α_i) vewestvennyh qisel ( sup_i |α_i f_i| )_∗ (ε) ≤ C ε^{1/p} ( ∑ i |α_i|^p )_{1/p} , f_i ∈ U. 7) Posledovatel~nost~ (α_i f_i) leßit v L_{p,∞}(l_∞), esli (α_i) ∈ l_p. 8) Esli dopolnitel~no predpoloßit~, qto mnoßestvo U ⊂ L_∘(T) invariantno otnositel~no sdviga, to kaßdoe iz utverßdeniæ 1)–7) ffkvivalentno sledu¸wemu: suwestvuet funkciØ G ∈ L_∘(T), G > 0, takaØ, qto ‖ ‖ ‖ ‖ f G ‖ ‖ ‖ ‖_{p,∞} ≤ 1, f ∈ U, ili U ∈ S(l_p, l_∞).

Dokazatel~stvo. �kvivalentnost~ 1) ⇐⇒ 2) oqevidna.

2) ⇐⇒ 3). Utverßdenie 2) moßet byt~ zapisano v vide f^∗(t) ≤ C t^{1/p} , t ∈ (0, 1], f ∈ U. ZameqaØ, qto funkciØ^1_{t1/p} leßit v L_{p,∞}, poluqaem 3). Obratnoe utverßdenie oqevidno.

�kvivalentnosti 2) ⇐⇒ 4) ⇐⇒ 5) faktiqeski dokazany vyxe. Dostatoqno poloßit~ v sledstvii 3.3 φ(t) = t^{q/p} i r = q. 2) ⇐⇒ 6). Utverßdenie 2) moßet byt~ predstavleno ewe i v takom vide: suwestvuet konstanta C > 0 takaØ, qto dlØ vsØkoæ funkcii f ∈ U vypolnØetsØ neravenstvo d_f (t) ≤ C^p t^p , t > 0. Ots¸da sleduet, qto d_{sup |αifi|}(t) ≤ ∑ d_{fi} ( t |α_i| ) ≤

PROSTRANSTVA POSLEDOVATEL^NOSTE` lp,q 185 ≤ C^p t^p ∑ |α_i|^p. Po opredeleni¸ nevozrasta¸weæ perestanovki poluqaem neravenstvo (sup |α_if_i|)^∗ ( C^p t^p ∑ |α_i|^p ) ≤ t, t > 0. OboznaqaØ teper~ argument perestanovki qerez ε, prihodim k 6). DlØ poluqeniØ obratnoæ implikacii sleduet vzØt~ nabor, sostoØwiæ iz odnogo qisla.

�kvivalentnost~ 6) ⇐⇒ 7) oqevidna.

�kvivalentnost~ 2) ⇐⇒ 8) dokazana vyxe (sm. sledstvie 1.5 o S (l_p, l_∞)-mnoßestvah). �

Zameqanie. DokazannaØ teorema pozvolØet utoqnit~ sootnoxe-

niØ (0.1) dlØ B = l_∞. DlØ proizvol~nogo kvazibanahova simmetriqnogo prostranstva posledovatel~nosteæ my dokazali ravenstvo F (A, l_∞) = I (A, l_∞) (teorema 2.3), a dlØ A = l_p, p > 0, imeem

I (l_p, l_∞)^≠⊂ S (l_p, l_∞) . (3.1)

DlØ togo qtoby zametit~ ffto, dostatoqno sravnit~ sledstvie 1.5 s teoremoæ 3.4.

S drugoæ storony, po tol~ko qto dokazannoæ teoreme 3.4, imeem takie ravenstva: I (l_{p,q} , l_∞) = F (l_{p,q}, l_∞) = F (l_p, l_∞) , 0 < q ≤ p < ∞. Sledovatel~no, dlØ mnoßestv, invariantnyh otnositel~no sdviga, poluqaem S (l_{p,q} , l_∞) = I (l_{p,q}, l_∞) = F (l_{p,q} , l_∞) = S (l_p, l_∞) , 0 < q ≤ p < ∞ (sm. teoremu 2.5 i (3.1)).

Zadaqa. Poluqit~ vnutrennee opisanie mnoßestv S (lp,q , l∞)

dlØ p ≠ q.

Sledstvie 3.5 (veroØtnostnaØ harakterizaciØ operatorov sla-

bogo tipa). Pust~ 0 < p < ∞, T : X → L_∘ – ograniqennyæ poloßitel~no odnorodnyæ operator. Sledu¸wie utverßdeniØ ffkvivalentny:

1) Operator T ograniqen iz X v L_{p,∞}.

186 S. ˚. NOVIKOV

2) VypolnØetsØ sootnoxenie sup_{‖x‖≤1}(T x)^∗(t) ∈ L_{p,∞}.

3) Suwestvuet q ∈ (0, p] takoe, qto ~T : l_{p,q} (X) → L^I_∘ (l_∞), t.e.

dlØ proizvol~noæ posledovatel~nosti (x_i), x_i ∈ X, takoæ, qto (‖x_i‖) ∈ l_{p,q} , imeem sup_i |Y_i| < ∞ poqti vs¸du dlØ posledovatel~nosti nezavisimyh funkciæ (Y_i), podobnoæ (T x_i).

4) Suwestvuet q ∈ (0, p] takoe, qto ~T : l_{p,q} (X) → L^F_∘ l_∞), t.e.

dlØ proizvol~noæ posledovatel~nosti (x_i), x_i ∈ X, takoæ, qto (‖x_i‖) ∈ l_{p,q} , imeem sup_i |Y_i| < ∞ poqti vs¸du dlØ proizvol~noæ posledovatel~nosti funkciæ (Y_i), podobnoæ (T x_i).

5) Suwestvuet konstanta C > 0 takaØ, qto dlØ l¸bogo ε ∈ (0, 1] i dlØ proizvol~nogo koneqnogo nabora (x_i) fflementov prostranstva X imeem ( sup_i |T x_i| )_∗ (ε) ≤ C ε^{1/p} ( ∑ i ‖x_i‖^p )_{1/p} . 6) Operator ~T deæstvuet iz l_p(X) v L_{p,∞}(l_∞).

7) Esli operator T invarianten otnositel~no sdviga, to kaßdoe iz utverßdeniæ 1)–6) ffkvivalentno vozmoßnosti ego faktorizacii qerez prostranstvo L_{p,∞}:

X^{T1}→ L_{p,∞}(m)^{Mg}→ L_∘(m),

gde M_g – operator umnoßeniØ na funkci¸ g ∈ L_∘, g > 0, i T_1 – ograniqennyæ operator.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno primenit~ teoremu k mnoßestvu

T (B_X ).

Zameqanie. Utverßdenie 3) v sledstvii, formal~no samoe sla-

boe sredi vseh, pozvolØet po-drugomu posmotret~ na Øvlenie, obnarußennoe v [29]. Ono dostatoqno polno ill¸striruetsØ takim primerom. Esli k prostranstvu L_{p,1} s p > 1 primenit~ sledstvie 1.8 (sm. primer 3) posle nego), to my smoßem poluqit~ tol~ko faktorizaci¸ qerez prostranstvo L_{1,∞}, kotoraØ vozmoßna i dlØ proizvol~nogo banahova prostranstva. V [29] byl postroen primer, kotoryæ pokazyvaet, qto niqego luqxego v fftoæ situacii dlØ obwego (ne invariantnogo otnositel~- no sdviga operatora) poluqit~ nel~zØ. S drugoæ storony, esli operator T : L_{p,1} → L_∘ invarianten otnositel~no sdviga, to dlØ

PROSTRANSTVA POSLEDOVATEL^NOSTE` lp,q 187 nego moßno poluqit~ znaqitel~no bolee sil~nyæ rezul~tat, a imenno T : L_{p,1} → L_{min(p,2),∞}. Sledstvie 3.5 pokazyvaet odnu iz priqin fftogo ØvleniØ s pomow~¸ vspomogatel~nogo operatora ~T .

§4. Operatory, simmetriqno porØdkovo ograniqennye v prostranstve L_{p,r} , 0 < p < ∞, 0 < r ≤ ∞

Pust~ φ : R_+ → R_+ – strogo vozrasta¸waØ nepreryvnaØ funkciØ, φ(0) = 0. Qerez L_φ([0, 1], m) budem oboznaqat~ mnoßestvo vseh izmerimyh na otrezke [0, 1] funkciæ x(t), dlØ kotoryh 1∫ 0 φ (γ|x(t)|) dt < ∞ pri nekotorom γ > 0.

Esli funkciØ φ udovletvorØet Δ_2-uslovi¸, to mnoßestvo L_φ([0, 1], m) sovpadaet s klassom φ(L), podrobno rassmotrennym v [17] . Esli φ ØvlØetsØ N -funkcieæ (sm. [11, 17]), to L_φ([0, 1], m) ØvlØetsØ banahovym prostranstvom i nazyvaetsØ prostranstvom Orliqa [11].

Naqnem s rassmotreniØ bolee prostogo “kraænego” sluqaØ.

Teorema 4.1 [23, sledstvie 5.2]. Pust~ φ : R+ → R+ – stro-

go vozrasta¸waØ nepreryvnaØ funkciØ, φ(0) = 0. DlØ mnoßestva U ⊂ L_∘ ([0, 1], M, m) sledu¸wie utverßdeniØ ffkvivalentny:

1) U – nezavisimoe (M (N, φ), l_∞)-mnoßestvo; 2) suwestvuet τ_∘ > 0 takoe, qto ∞∫ 0 d(U, τ_∘φ(t)) dt < ∞, gde d(U, τ ) := sup_{f∈U} d_f (τ ), τ > 0.

3) mnoßestvo U simmetriqno porØdkovo ograniqeno v prostranstve L_φ−1 ([0, 1], m), t.e. suwestvuet nevozrasta¸waØ funkciØ h ∈ L_φ−1 ([0, 1], m) takaØ, qto dlØ vseh f ∈ U imeet mesto neravenstvo f^∗(t) ≤ h(t), 0 < t ≤ 1.

4) U – svobodnoe (M (N, φ), l_∞)-mnoßestvo.

Tak ße, kak ffto bylo sdelano v predyduwem razdele, dokazyva¸tsØ dva sledstviØ.

188 S. ˚. NOVIKOV

Sledstvie 4.2. Pust~ φ : R+ → R+ – strogo vozrasta¸waØ

nepreryvnaØ funkciØ, φ(0) = 0, r > 0. DlØ mnoßestva U ⊂ L_∘ ([0, 1], M, m) sledu¸wie utverßdeniØ ffkvivalentny:

1) U – nezavisimoe (M^r (N, φ), l_∞)-mnoßestvo;

2) mnoßestvo U simmetriqno porØdkovo ograniqeno v r-ste-pennom preobrazovanii prostranstva Orliqa L^r_{φ−1} ([0, 1], m), t.e. suwestvuet nevozrasta¸waØ funkciØ h ∈ L^r_φ−1 ([0, 1], m) takaØ, qto dlØ vseh f ∈ U imeet mesto neravenstvo f^∗(t) ≤ h(t), 0 < t ≤ 1.

3) U – svobodnoe (M^r (N, φ), l_∞)-mnoßestvo.

Sledstvie 4.3. Pust~ p > 0. DlØ mnoßestva U ⊂ L∘ ([0, 1], M, m)

sledu¸wie utverßdeniØ ffkvivalentny:

1) U – nezavisimoe (l_{p,∞}, l_∞)-mnoßestvo;

2) mnoßestvo U simmetriqno porØdkovo ograniqeno v prostranstve L_p([0, 1], m), to est~ suwestvuet nevozrasta¸waØ funkciØ h ∈ L_p([0, 1], m) takaØ, qto dlØ vseh f ∈ U imeet mesto neravenstvo f^∗(t) ≤ h(t), 0 < t ≤ 1.

3) U – svobodnoe (l_{p,∞}, l_∞)-mnoßestvo.

Zametim, qto uslovie 2) v poslednem sledstvii moßno pereformulirovat~ sledu¸wim obrazom: mnoßestvo U ograniqeno v prostranstve M ([0, 1];^1_{h(t)} ), gde h(t) ∈ L_p([0, 1], m).

Teorema 4.4 (o simmetriqno porØdkovo ograniqennyh mnoße-

stvah) [23, teorema 5.9]. Pust~ 0 < p < ∞, p ≤ q ≤ ∞, U ⊂ L_∘ ([0, 1], M, m). Sledu¸wie utverßdeniØ ffkvivalentny: 1) U ∈ I (l_{p,q} , l_∞); 2) U ∈ F (l_{p,q} , l_∞); 3) sup_{x∈U} x^∗(t) ∈Ł_{p,r} ([0, 1], M, m) , 1 r = 1 p − 1 q . 4) Suwestvuet ubyva¸waØ funkciØ φ ∈ L_{p,r}, 1/r = 1/p − 1/q, takaØ, qto mnoßestvo U ograniqeno v prostranstve

M ([0, 1], 1/φ).

5) Suwestvuet τ_∘ > 0 takoe, qto dlØ l¸boæ posledovatel~nosti a ∈ B_{lp,q} i dlØ l¸boæ posledovatel~nosti (f_n) ∈ U N imeem_∞ ∑ n=1 d_{fn} ( τ_∘ a_n ) < ∞.

PROSTRANSTVA POSLEDOVATEL^NOSTE` lp,q 189 6) Esli mnoßestvo U leßit v S (l_{p,q}, l_∞) i invariantno otnositel~no sdviga, to dlØ nego spravedlivo l¸boe iz utverßdeniæ 1)–5).

Sledstvie 4.5 (operatornyæ variant teoremy). Pust~ 0 < p <

∞, p ≤ q ≤ ∞, T : X → L_∘ – ograniqennyæ poloßitel~no odnorodnyæ operator. Sledu¸wie utverßdeniØ ffkvivalentny:

1) Imeem

Ψ_T (t) := sup_{‖x‖≤1}(T x)^∗(t) ∈ L_{p,r}, 1 r = 1 p − 1 q . 2) Suwestvuet ubyva¸waØ funkciØ ψ ∈ L_{p,r} , 1/r = 1/p − 1/q, takaØ, qto operator T ograniqen iz X v M ([0, 1];^1_{Ψ(t)} ), t.e. mnoßestvo T (B_X ) ograniqeno v prostranstve M ([0, 1];^1_{Ψ(t)} ),

‖T x‖M_( 1_{Ψ(t) )} ≤ 1, ‖x‖ ≤ 1.

3) Operator ~T deæstvuet iz l_{p,q} (X) v L^I_∘ (l_∞), t.e. dlØ kaßdoæ posledovatel~nosti (x_i), x_i ∈ X, takoæ, qto (‖x_i‖) ∈ l_{p,q}, imeem sup_i |Y_i| < ∞ poqti vs¸du dlØ kaßdoæ posledovatel~- nosti (Y_i) nezavisimyh funkciæ, podobnoæ (T x_i);

4) Operator ~T deæstvuet iz l_{p,q}(X) v L^F_∘ (l_∞), to est~ dlØ kaßdoæ posledovatel~nosti (x_i), x_i ∈ X, takoæ, qto (‖x_i‖) ∈ l_{p,q}, imeem sup_i |Y_i| < ∞ poqti vs¸du dlØ l¸boæ posledovatel~nosti (Y_i) funkciæ, podobnoæ (T x_i);

5) Suwestvuet konstanta τ_∘ > 0 takaØ, qto dlØ l¸bogo ε ∈ (0, 1] i dlØ l¸boæ posledovatel~nosti (x_i) ∈ XN, (‖x_i‖) ∈ B_{lp,q} , imeem ∞∑ n=1 d_{T xn} (τ_∘) < ∞. 6) Esli operator T invarianten otnositel~no sdviga, a operator ~T deæstvuet tak: ~T : l_{p,q} (X) → L_∘(l_∞), to dlØ dlØ operatora T spravedlivo l¸boe iz utverßdeniæ 1)–5).

190 S. ˚. NOVIKOV Literatura 1. E. M Nikixin, Rezonansnye teoremy i nadlineænye operatory. — Uspehi matem. nauk 25, 6 (1970), 129–191.

2. E. M Nikixin, RezonansnaØ teorema i rØdy po sobstvennym funkciØm operatora Laplasa. — Izv. AN SSSR. Ser. mat. 36, 4 (1972), 795–813.

3. B. Maurey, Théorèmes de factorisation pour les opérateurs linéares a valeurs dans les espaces Lp. — Astérisque, 11 (1974), 163 pp..

4. J.-L. Rubio de Francia, I. Garcia-Cuerva, Weighted Norm Inequalities and Related Topics.. North-Holland, Amsterdam (1985).

5. G. Pisier, Factorisation of Operators through Lp,1 and Lp,1. — Math. Annalen 276 (1986), 105–136.

6. P. Wojtaszczyk,, Banach spaces for analysts. Cambridge Stud. Adv. Math., 25, Cambridge Univ. Press (1991).

7. B. S. Kaxin, A. A. SaakØn, Ortogonal~nye rØdy. AFC, M. (1999). 8. K. Partasarati, Vvedenie v teori¸ veroØtnosteæ i teori¸ mery. Mir, M. (1983).

9. `. Berg, `. Lefstrem, InterpolØcionnye prostranstva. Mir, M.

(1980).

10. S. Rolewich, Metric Linear Spaces. PWN, Warsaw (1972).

11. A. Piq, Operatornye idealy. Mir, M. (1982).

12. N. N. VahaniØ, V. I. Tarieladze, S. A. QobanØn, VeroØtnostnye raspredeleniØ v banahovyh prostranstvah. Nauka, M. (1985).

13. N. Burbaki, Integrirovanie. Mery, integrirovanie mer. Nauka, M.

(1967).

14. J. Lindenstrauss, L. Tzafriri, Classical Banach Spaces, II. Springer, Berlin (1979).

15. N. J. Kalton, Linear operators on Lp for 0 < p < 1. — Trans. of AMS 259, 2 (1980), 319–355.

16. U. Rudin, Funkcional~nyæ analiz. Mir, M. (1975).

17. S. G. Kreæn, ı. I. Petunin, E. M. Semenov, InterpolØciØ lineænyh operatorov. Nauka, M. (1978).

18. J. Lindenstrauss, L. Tzafriri, Classical Banach Spaces, I. Springer, Berlin (1977).

19. I. Steæn, G. Veæs, Vvedenie v garmoniqeskiæ analiz na evklidovyh prostranstvah. Mir, M. (1974).

20. R. A. Hunt, On L(p, q) spaces. — L’Enseignement Math. 12, 4 (1966), 249–276.

21. M. A. Krasnosel~skiæ, ˚. B. Rutickiæ, Vypuklye funkcii i prostranstva Orliqa. Fizmatgiz, M. (1958).

22. S. ˚. Novikov, A. M. Xteænberg, Prostranstva Lorenca i ograniqennost~ poqti navernoe posledovatel~nosteæ nezavisimyh sluqaænyh veliqin. — Sib. matem. ß. XXX, 2 (1989), 138–144.

23. S. ˚. Novikov, A-sistemy, nezavisimye funkcii i mnoßestva, ograniqennye v prostranstvah izmerimyh funkciæ. — (v peqati).

24. B. M. Makarov, p-absol¸tno summiru¸wie operatory i nekotorye ih priloßeniØ. — Algebra i analiz, 3, 2 (1991), 1–76.

25. S. V. KislØkov, Absol¸tno summiru¸wie operatory na disk-algebre. — Algebra i analiz, 3, 4 (1991), 1–77.

PROSTRANSTVA POSLEDOVATEL^NOSTE` lp,q 191

26. W. B. Johnson, G. Schechtman, Sums of independent random variables in rearrangement invariant function spaces. – Annals of Prob. 17, 2 (1989), 789–808.

27. N. L. Carothers, S. J. Dilworth, Inequalities for sums of independent random variables. — Proceedings of AMS 104, 1 (1988), 221–226.

28. P. L. Ul~Ønov, Predstavlenie funkciæ rØdami i klassy φ(L). — Uspehi mat. nauk 27, 2 (1972), 3–52.

29. A. M. Xteænberg, Operatory, invariantnye otnositel~no sdviga v prostranstvah Lorenca. — Funkc. analiz i ego pril. 20, 2 (1986), 92–93.

30. S. ˚. Novikov, Kotip i tip funkcional~nyh prostranstv Lorenca. — Mat. zametki, 32, 2 (1982), 213–221.

31. J. Creekmore, Type and Cotype in Lorentz Lp,q spaces. — Proc. Kon. ned. akad.

wetensch A84, 2 (1981), 145–152.

32. V. L. Levin, Vypuklyæ analiz v prostranstvah izmerimyh funkciæ. Nauka, M. (1985).

Novikov S. Ya. Sequence spaces l_{p,q} in probabilistic characterizations of the weak type operators.

Not necessarily linear operators T : X → L_∘ ([0, 1], M, m) defined on the quasi-Bahach space X and taking values in the space of real-valued Lebesgue measurable functions are considered in this paper. Factorization theorems for linear and superlinear operators with values in the space L_∘ are proved with the help of Lorentz sequence spaces l_{p,q} . In this way sequences of functions belonging to a fixed bounded set in the spaces L_{p,∞} are characterized for 0 < p < ∞, 0 < q ≤ p. The possibility to distinguish weak type operators (bounded in the space L_{p,∞}) from the operators factorizable through L_{p,∞} is obtained in terms of sequences of independent random variables. A criterion is established for an operator to be symmetrically order bounded in L_{p,r}, 0 < r ≤ ∞. Some refinements for the translation invariant sets and operators are obtained.

Postupilo 2 sentØbrØ 2001 g. Samarskiæ gosudarstvennyæ universitet

e-mail: nvks@ssu.samara.ru nvks@transit.samara.ru