Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 282, 2001 g.

S. M. Saprikin

TEORI˚ DISSIPATIVNYH LINE`NYH STACIONARNYH SISTEM RASSE˚NI˚ S DISKRETNYM VREMENEM S

ßˇ-PROSTRANSTVAMI SOSTO˚NI`

Vvedenie

NastoØwaØ rabota posvØwena razviti¸ teorii lineænyh stacionarnyh dissipativnyh sistem rasseØniØ s diskretnym vremenem, u kotoryh, kak i v predxestvu¸wih issledovaniØh [1–3] (sm. takße spisok literatury v [3]), prostranstva vhodnyh i vyhodnyh dannyh U i Y ØvlØ¸tsØ separabel~nymi gil~bertovymi, odnako prostranstvo sostoØniæ X uße ØvlØetsØ prostranstvom PontrØgina klassa π_κ, to est~ s indefinitnoæ metrikoæ, ime¸- weæ κ otricatel~nyh kvadratov.

My obobwaem rezul~taty, izvestnye dlØ κ = 0 (kogda X – separabel~noe gil~bertovo prostranstvo), na sluqaæ κ ≥ 0. Metody – te ße, qto i pri κ = 0, sm. [3]. Pri fftom suwestvenno ispol~zuetsØ material stat~i [4] (sm. takße [5, 6]). V qastnosti, ispol~zuetsØ tot fakt, qto harakteristiqeskie funkcii prostyh unitarnyh uzlov s vnutrennim prostranstvom X klassa π_κ i s vnexnimi separabel~nymi gil~bertovymi prostranstvami U i Y (a v terminah teorii sistem - peredatoqnye funkcii prostyh konservativnyh sistem rasseØniØ s diskretnym vremenem) pri fiksirovannyh prostranstvah vhodnyh i vyhodnyh dannyh sostavlØ¸t mnoßestvo S^0_κ(U, Y) golomorfnyh pri z = 0 funkciæ klassa Xura–Takagi S_κ(U, Y) (imenuemogo takße v angloØzyqnoæ literature obobwennym klassom Xura).

Osnovnym rezul~tatom dannoæ raboty ØvlØetsØ predstavlenie proizvol~noæ funkcii klassa S^0_κ(U, Y) kak peredatoqnoæ funkcii dvuh minimal~nyh i ffkstremal~nyh sistem (optimal~- noæ i ∗-optimal~noæ) s π_κ-prostranstvom sostoØniæ.

Rezul~taty fftoæ stat~i, krome teoremy 2.3, byli anonsirovany v [7]. 192

TEORI˚ DISSIPATIVNYH LINE`NYH 193 Avtor stat~i vyraßaet blagodarnost~ D. Z. Arovu za postanovku zadaq.

1. Lineænye sistemy s prostranstvom sostoØniæ PontrØgina

Qerez L(R, K) oboznaqaetsØ prostranstvo lineænyh nepreryvnyh operatorov, deæstvu¸wih iz R v K, gde R i K mogut byt~ kak gil~bertovymi prostranstvami, tak i prostranstvami PontrØgina. O prostranstvah klassa PontrØgina π_κ i lineænyh operatorah v fftih prostranstvah sm. [8].

Prostranstvo klassa π_κ budem nazyvat~ π_κ-prostranstvom. ȷelaØ podqerknut~, qto kakoe-libo svoæstvo otnositsØ k indefinitnoæ metrike π_κ-prostranstva, my budem dobavlØt~ k fftomu svoæstvu pristavku π- (naprimer, π-ortogonal~nyæ, πunitarnyæ).

Rassmotrim proizvol~nu¸ lineænu¸ stacionarnu¸ sistemu s diskretnym vremenem Σ : { x(n + 1) = Ax(n) + Bu(n) y(n) = Cx(n) + Du(n) , n = 0, 1, 2, . . ., (1.1) gde x(n) prinadleßit π_κ-prostranstvu X (κ ≥ 0), u(n) i y(n) prinadleßat sootvetstvenno separabel~nym gil~bertovym pro- stranstvam U i Y, A ∈ L(X , X ), B ∈ L(U, X ), C ∈ L(X , Y), D ∈ L(U, Y). Taku¸ sistemu budem oboznaqat~ qerez Σ = (A, B, C, D; X , U, Y; κ). V dal~neæxem vmesto “lineænaØ stacio-

narnaØ sistema s diskretnym vremenem” budem pisat~ prosto “sistema”; X nazyvaetsØ prostranstvom sostoØniæ sistemy Σ, U i Y – sootvetstvenno prostranstvami vhodnyh i vyhodnyh dannyh. Qisla x(n), u(n) i y(n) nazyva¸tsØ, sootvetstvenno, vnutrennim sostoØniem, vhodnymi i vyhodnymi dannymi sistemy Σ v moment vremeni n; A nazyvaetsØ osnovnym operatorom sistemy Σ.

Sistema Σ^∗ = (A^∗, C^∗, B^∗, D^∗; X , Y, U, κ) nazyvaetsØ soprØßennoæ sisteme Σ. Zdes~ i dalee v rabote A^∗ oboznaqaet operator, π-soprØßennyæ operatoru A. Analogiqno [Bu, x]_X = (u, B^∗x),

(Cx, y) = [x, C^∗y]_X , gde [·, ·]_X - skalØrnoe (indefinitnoe) proiz-

vedenie v π_κ-prostranstve X , a (·, ·) - skalØrnoe proizvedenie v gil~bertovyh prostranstvah U i Y.

Operator-funkciØ

θ_Σ(z) = D + zC(I − zA)^{−1}B (1.2)

194 S. M. SAPRIKIN nazyvaetsØ peredatoqnoæ funkcieæ sistemy Σ.

Sistema Σ nazyvaetsØ realizacieæ funkcii θ(z), esli θ(z) = θ_Σ(z) v nekotoroæ okrestnosti toqki z = 0. Qetyrehbloqnyæ operator

M_Σ = [ A B C D ] ∈ L(X [+]U, X [+]Y) (1.3)

nazyvaetsØ matriceæ sistemy Σ (simvol [+] oboznaqaet prØmu¸ π-ortogonal~nu¸ summu).

Oqevidno, qto M_Σ∗ = (M_Σ)^∗.

V zavisimosti ot togo, budet li matrica sistemy M_Σ πsßima¸weæ (sootvetstvenno, π-unitarnoæ, π-izometriqeskoæ, ∗- π-izometriqeskoæ), sistema Σ budet nazyvat~sØ dissipativnoæ (sootvetstvenno, konservativnoæ, izometriqeskoæ, ∗-izometriqeskoæ) sistemoæ rasseØniØ. Uslovie dissipativnosti moßno zamenit~ sledu¸wim ravnosil~nym usloviem: dlØ vseh n ≥ 0, pri l¸byh u(k) ∈ U (0 ≤ k ≤ n) i x(0) ∈ X vypolneny neravenstva:

‖u(n)‖^2 − ‖y(n)‖^2 ≥ [x(n + 1), x(n + 1)]_X − [x(n), x(n)]_X . (1.4)

Qerez ‖ · ‖, kak obyqno, oboznaqena norma v sootvetstvu¸wem gil~bertovom prostranstve. V dal~neæxem budem pol~zovat~sØ oboznaqeniem

E_X (h) := [h, h]_X . (1.5)

Zametim, qto esli Σ – dissipativnaØ (konservativnaØ) sistema rasseØniØ, to i soprØßennaØ sistema Σ^∗ ØvlØetsØ dissipativnoæ (sootvetstvenno konservativnoæ) sistemoæ rasseØniØ, tak kak v π_κ-prostranstve operator, π-soprØßennyæ π-sßima¸wemu (π-unitarnomu), sam ØvlØetsØ π-sßima¸wim (sootvetstvenno πunitarnym), sm. [5], sledstvie 2.5. V sluqae konservativnoæ sistemy vmesto neravenstva (1.4) budem imet~ ravenstvo i analogiqnoe ravenstvo budem imet~ dlØ sistemy Σ^∗.

Zametim takße, qto, poskol~ku prostranstva U i Y – gil~- bertovy, osnovnoæ operator A dissipativnoæ sistemy Σ, ravnyæ P_X M_Σ|_X , ØvlØetsØ π-sßatiem (qerez P_X oboznaqaetsØ πortogonal~nyæ proektor na podprostranstvo X ).

Sistema ^Σ = ( ^A, ^B, ^C, D; ^X , U, Y; ^κ) nazyvaetsØ dilatacieæ si-

TEORI˚ DISSIPATIVNYH LINE`NYH 195 stemy Σ = (A, B, C, D; X , U, Y, κ), esli: ^X = E[+]X [+]E_∗, A = P_X ^A|_X , B = P_X ^B, C = ^C|_X ,

^AE ⊂ E, ^A^∗E_∗ ⊂ E_∗, ^CE = {0}, ^B^∗E_∗ = {0}. (1.6)

Pri fftom Σ nazyvaetsØ sußeniem sistemy ^Σ.

UsloviØ (1.6) ravnosil~ny tomu, qto operatory ^A, ^B i ^C otnositel~no dekompozicii ^X = E[+]X [+]E_∗ predstavimy v sledu- ¸wem vide: ^A = A_{11} A_{12} A_{13} 0 A A_{23} 0 0 A_{33} , ^B = B_1 B 0 , ^C = [ 0 C C_3 ] . (1.7)

Ots¸da vytekaet, qto peredatoqnye funkcii sistemy i ee dilatacii sovpada¸t v okrestnosti toqki z = 0.

Zameqanie. PredpolagaetsØ, qto rassmatrivaemye v (1.6) kom-

ponenty E i E_∗ ØvlØ¸tsØ proekcionno-polnymi podprostranstvami prostranstva ^X .

Pri fftom, oqevidno, qto E[+]E_∗ – πb_{κ−κ}-prostranstvo, tak qto ^κ ≥ κ. Esli ße ^κ = κ, to v fftom i tol~ko v fftom sluqae E i E_∗ – gil~bertovy (to est~ poloßitel~nye) podprostranstva prostranstva PontrØgina X .

Vvedem oboznaqeniØ dlØ sistemy Σ = (A, B, C, D; X , U, Y; κ):

X^c_Σ =^∞V_{n=0}A^nBU = V_{z∈Ω}(I − zA)^{−1}BU,

X^o_Σ =^∞V_{n=0}(A^∗)^nC^∗Y = V_{z∈Ω}(I − zA^∗)^{−1}C^∗Y,

(1.8)

gde simvol V oboznaqaet zamknutu¸ lineænu¸ oboloqku rassmatrivaemogo semeæstva mnoßestv, Ω – nekotoraØ okrestnost~ toqki z = 0.

Sistema Σ nazyvaetsØ upravlØemoæ, esli X^c_Σ = X , nabl¸daemoæ, esli X^o_Σ = X , prostoæ, esli X^c_ΣVX^o_Σ = X . Sistema Σ nazyvaetsØ minimal~noæ, esli ona ØvlØetsØ odnovremenno upravlØemoæ i nabl¸daemoæ.

Pust~ U, Y – separabel~nye gil~bertovy prostranstva. Budem govorit~, qto funkciØ θ prinadleßit klassu Xura–Takagi

196 S. M. SAPRIKIN

S_κ(U, Y), esli θ meromorfna v ediniqnom kruge K = {z : |z| < 1}, prinimaet znaqeniØ iz L(U, Y) i ffrmitovo Ødro dvuh peremennyh

K_θ(z, w) = (1 − wz)^{−1}(I − θ^∗(w)θ(z)) (1.9) na Ω × Ω, gde Ω ⊂ K – oblast~ golomorfnosti θ, imeet rovno κ otricatel~nyh kvadratov.

Pri κ = 0 klass S_κ(U, Y) sovpadaet s klassom Xura S(U, Y) sßima¸wih golomorfnyh v K funkciæ so znaqeniØmi iz L(U, Y). Podklass funkciæ iz S_κ(U, Y), golomorfnyh v nule, budem oboznaqat~ qerez S^0_κ(U, Y).

Dve sistemy Σ_j = (A_j , B_j, C_j, D; X_j, U, Y; κ), j = 1, 2, nazyva¸tsØ unitarno ffkvivalentnymi, esli suwestvuet operator R ∈ L(X_1, X_2), π-izometriqeski otobraßa¸wiæ X_1 na X_2 tak, qto A_2R = RA_1, B_2 = RB_1, C_2R = C_1.

V teorii harakteristiqeskih funkciæ unitarnyh uzlov s vnutrennim prostranstvom klassa π_κ poluqeny rezul~taty (smotri [6], teoremy 2.1.2, 2.1.3, 2.3.1), formuliruemye niße v terminah sistem.

Teorema 1.1. Pust~ Σ = (A, B, C, D; X , U, Y; κ) – prostaØ konser-

vativnaØ sistema rasseØniØ. Togda θ_Σ(z) ∈ S^0_κ(U, Y).

Teorema 1.2. Pust~ θ(z) ∈ S^0_κ(U, Y). Togda suwestvuet prostaØ

konservativnaØ sistema Σ = (A, B, C, D; X , U, Y; κ) s θ_Σ(z) = θ(z) v K. TakaØ sistema Σ opredelØetsØ po θ s toqnost~¸ do unitarnoæ ffkvivalentnosti.

2. Predvaritel~nye rezul~taty Teorema 2.1. VsØkaØ dissipativnaØ sistema rasseØniØ Σ =

(A, B, C, D; X , U, Y; κ) imeet konservativnu¸ dilataci¸ ^Σ = ( ^A, ^B, ^C, D; ^X , U, Y; κ). Zameqanie. NesmotrØ na to, qto opredelenie dilatacii dopus-

kaet situaci¸, pri kotoroæ X i ^X prinadleßat raznym klassam π_κ i πb_κ, teorema utverßdaet, qto suwestvuet dilataciØ s prostranstvom sostoØniæ togo ße klassa π_κ, qto i X .

Dokazatel~stvo. Poskol~ku MΣ =^{[ A B}_{C D}^] – π-sßatie, teore-

ma 2.3 iz [5] utverßdaet, qto suwestvu¸t gil~bertovy prostranstva T , ~T i operatory T ∈ L(T , X [+]Y), ~T ∈ L( ~T [+]U, X ), L ∈ L(T , ~T )

TEORI˚ DISSIPATIVNYH LINE`NYH 197 takie, qto operator U = [ M_Σ T ~T ∗ L ] ∈ L(X [+]U[+]T , X [+]Y[+] ~T ) (2.1)

ØvlØetsØ π-unitarnym.

Postroim sistemu ^Σ = ( ^A, ^B, ^C, D; ^X , U, Y; ^κ) sledu¸wim obrazom. Pust~ l^−_2 ( ~T ) :=^{−1} ⨁ −∞ ~T i l^+_2 (T ) :=^{+∞}⨁ 1 T – gil~bertovy prostranstva ( ⨁ oboznaqaet ortogonal~nu¸ summu gil~bertovyh prostranstv). Poloßim ^X := l^−_2 ( ~T )[+]X [+]l^−_2 (T ), ^A(. . . , ~t_{−2}, ~t_{−1}, x, t_1, t_2, t_3, . . . ) := = (. . . , ~t_{−1}, ~T^∗|_X x + Lt_1, Ax + P_X T t_1, t_2, t_3, . . . ), ^Bu := (. . . , 0, 0, ~T^∗|_U u, Bu, 0, 0, . . .), ^C(. . . , ~t_{−2}, ~t_{−1}, x, t_1, t_2, t_3, . . . ) := Cx + P_Y T t_1 (podqerknuty fflementy iz X ). Neposredstvenno proverØetsØ, qto ^Σ – dilataciØ sistemy Σ, i qto operator Mb_Σ π-unitaren. Oqevidno, qto ^X i X odnogo klassa π_κ. �

Teorema 2.2. Pust~ Σ = (A, B, C, D; X , U, Y; κ) – dissipativnaØ

sistema rasseØniØ. Togda θ_Σ(z) ∈ S^0_{κ0} (U, Y) pri nekotorom κ_0 ≤ κ.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim MΣ =^{[ A B}_{C D}^] – matricu sistemy

Σ. Togda dlØ π-samosoprØßennogo operatora I − M^∗_ΣM_Σ suwestvuet faktorizaciØ Bognara–Kramli ([5], teorema 1.1)

I − M^∗_ΣM_Σ = [ M^∗ N^∗ ] [M N ] , (2.2)

gde M ∈ L(X , Y_1), N ∈ L(U, Y_1), priqem tak kak M_Σ – π-sßatie, to Y_1 – gil~bertovo prostranstvo.

Ravenstvo (2.2) moßno perepisat~ pokomponentno s uqetom opredeleniØ matricy M_Σ: I − A^∗A − C^∗C = M^∗M, −A^∗B − C^∗D = M^∗N, I − D^∗D − B^∗B = N^∗N. (2.3)

198 S. M. SAPRIKIN UqityvaØ (2.3), posle preobrazovaniæ poluqaem: I − θ^∗(w)θ(z) = (1 − zw)B^∗(I − wA^∗)^{−1}(I − zA)^{−1}B + φ^∗(w)φ(z), gde φ(z) = [N + wM (I − zA)^{−1}B].

UqityvaØ, qto prostranstvo X ØvlØetsØ π_κ-prostranstvom, a Ødro (1 − wz)^{−1}φ^∗(w)φ(z) ØvlØetsØ neotricatel~no opredelennym na Ω × Ω, gde Ω – oblast~ golomorfnosti funkcii (I − zA)^{−1} v K, poluqaem, qto θ(z) ∈ S^0_{κ0} (U, Y), gde κ_0 ≤ κ. �

Dalee my budem rassmatrivat~ tol~ko takie sistemy rasse- ØniØ Σ = (A, B, C, D; X , U, Y; κ), peredatoqnye funkcii kotoryh prinadleßat mnoßestvu S^0_κ(U, Y), to est~ dlØ kotoryh κ = κ_0. Takomu uslovi¸ udovletvorØ¸t, naprimer, prostye konservativnye, izometriqeskie upravlØemye, ∗-izometriqeskie nabl¸- daemye sistemy rasseØniØ. �to sleduet iz teorem 2.1.3, 2.2.1, 2.2.2 i 2.3.1 raboty [6]. Sledu¸waØ teorema govorit o tom, qto takim svoæstvom oblada¸t i minimal~nye dissipativnye siste- my. Teorema 2.3. Esli Σ = (A, B, C, D; X , U, Y; κ) – proizvol~naØ mi-

nimal~naØ dissipativnaØ sistema rasseØniØ, to θ_Σ(z) ∈ S^0_κ(U, Y).

Dokazatel~stvo. Pust~ Σ = (A, B, C, D; X , U, Y; κ) – proizvol~-

naØ minimal~naØ dissipativnaØ sistema rasseØniØ. Po teoreme 2.2 θ_Σ(z) ∈ S^0_{κ0} (U, Y), gde κ_0 ≤ κ. OstaetsØ dokazat~, qto κ_0 = κ, esli sistema Σ minimal~na. Tak kak A – π-sßatie, to operator A imeet nepoloßitel~nyæ sobstvennyæ vektor x_0 ([9], teorema 11.2): Ax_0 = λx_0. Dokaßem, qto x_0 – otricatel~nyæ vektor. V samom dele, iz dissipativnosti sistemy Σ vytekaet, qto A^∗A + C^∗C ≤ I, [A^∗Ax_0, x_0]_X + [C^∗Cx_0, x_0]_X ≤ [x_0, x_0]_X . Esli x_0 – neætral~nyæ vektor, to [x_0, x_0]_X = 0 i

[A^∗Ax_0, x_0]_X = [Ax_0, Ax_0]_X = |λ|^2[x_0, x_0]_X = 0,

pofftomu

(Cx_0, Cx_0)_Y = 0, Cx_0 = 0.

No togda CA^nx_0 = λ^nCx_0 = 0, to est~ x_0 ∈ ⋂ n≥0 ker CA^n, qto pro-

tivoreqit nabl¸daemosti, a sledovatel~no, i minimal~nosti Σ.

Takim obrazom, operator A imeet otricatel~noe odnomernoe invariantnoe podprostranstvo X^′ , poroßdennoe vektorom x_0.

TEORI˚ DISSIPATIVNYH LINE`NYH 199 Tak kak A – π-sßatie, to sootvetstvu¸wee sobstvennoe znaqenie λ po modul¸ bol~xe 1.

Pust~ X^{′′} = X [−]X^′ . Togda A prinimaet vid A = [ A^′_{11} A^′_{12} 0 A^′_{22} ] , gde A^′_{11} ∈ L(X^′ , X^′ ), A^′_{12} ∈ L(X^{′′} , X^′ ), A^′_{22} ∈ L(X^{′′} , X^{′′} ); A^′_{22} toße ØvlØetsØ sßatiem, poskol~ku A^′_{22} = (A^∗|_X ′′ )^∗, a v π_κprostranstvah soprØßenie k π-sßati¸ est~ snova π-sßatie (sm. [5], sledstvie 2.5 ). ProvodØ analogiqnye rassußdeniØ dlØ A^′_{22} i povtorØØ ih κ raz, poluqim otricatel~noe podprostranstvo X_− razmernosti κ, invariantnoe otnositel~no A. Oboznaqim

X_+ = X [−]X_−.

Otnositel~no dekompozicii X = X_−[+]X_+ operator A imeet vid A = [ A_{11} A_{12} 0 A_{22} ] . Vse sobstvennye znaqeniØ operatora A_{11} po modul¸ bol~xe 1, pofftomu X_− predstavlØet soboæ prØmu¸ summu kornevyh podprostranstv operatora A_{11} i, sledovatel~no, mnoßestvo lineænyh kombinaciæ nekotoryh kornevyh vektorov operatora A, sootvetstvu¸wih sobstvennym znaqeniØm A, bol~xim po modul¸ edinicy. No spektr operatora A, leßawiæ vne kruga K = {z : |z| ≤ 1}, sostoit iz koneqnogo qisla sobstvennyh znaqeniæ operatora A obwim qislom κ (s uqetom razmernosti sootvetstvu¸wih kornevyh podprostranstv, sm. [9]). A togda X_− est~ obraz proektora Rissa P_−, sootvetstvu¸wego toæ qasti spektra A, kotoraØ leßit vne K (sm. [10], glava 7, §3, teorema 24). Oboznaqim P_+ = I − P_−, X_+ = P_+X . Otnositel~no prØmoæ summy X = X_− ˙+X_+ operatory A, B i C ime¸t vid A = [ A_1 0 0 A_2 ] , B = [ B_1 B_2 ] , C = [ C_1 C_2 ] .

Togda

θ_Σ(z) = D + zC_1(I − zA_1)^{−1}B_1 + zC_2(I − zA_2)^{−1}B_2.

Poslednee slagaemoe golomorfno vnutri K, pofftomu koliqestvo pol¸sov (vsegda podsqityvaemoe s uqetom porØdka) funkcii θ_Σ(z) sovpadaet s koliqestvom pol¸sov funkcii D + zC_1(I −

200 S. M. SAPRIKIN

zA_1)^{−1}B_1. Tak kak θ_Σ(z) ∈ S^0_{κ0} (U, Y), to koliqestvo pol¸sov funkcii θ_Σ(z) ne prevoshodit κ_0 (opredelenie ispol~zuemogo zdes~ porØdka pol¸sa sm. v [11], §2). Tak kak sistema Σ minimal~na, to i sistema Σ_1 = (A_1, B_1, C_1, D; X_−, U, Y; κ) minimal~na, a pofftomu ee peredatoqnaØ funkciØ θ_{Σ1} (z) = D + zC_1(I − zA_1)^{−1}B_1 imeet stol~ko ße pol¸sov, skol~ko i funkciØ (I − zA_1)^{−1} (s uqetom porØdka), to est~ κ. Takim obrazom, κ ≤ κ_0, i pofftomu κ = κ_0. �

Lemma 2.4. Pust~ Σ = (A, B, C, D; X , U, Y; κ) – proizvol~naØ kon-

servativnaØ sistema rasseØniØ, peredatoqnaØ funkciØ kotoroæ θ_Σ(z) leßit v S^0_κ(U, Y). Togda podprostranstva X^c_Σ i X^o_Σ ØvlØ¸tsØ proekcionno-polnymi, bolee togo, ih π-ortogonal~nye dopolneniØ

(X^c_Σ)^{[⊥]} i (X^o_Σ)^{[⊥]} gil~bertovy.

Dokazatel~stvo. Pokaßem, naprimer, qto prostranstvo (X^c_Σ)^{[⊥]}

– gil~bertovo. DlØ funkcii θ(z) = θ_Σ(z) suwestvuet ∗-izometriqeskaØ nabl¸daemaØ sistema Σ_0 = (A_0, B_0, C_0, D_0; X_0, U, Y; κ), ØvlØ¸waØsØ realizacieæ funkcii θ(z), gde X_0 - prostranstvo s vosproizvodØwim Ødrom K_{θΣ} (z, w), opredelØemym po formule (1.9) (sm. [6], teorema 2.2.1). Tak kak Σ – konservativnaØ sistema, to K_{θΣ(z,w)} = C(I − zA)^{−1}(I − wA^∗)^{−1}C^∗ (2.4)

(tam ße, teorema 2.1.2). Opredelim lineænoe otnoxenie V ⊂ X_0 × X sledu¸wim obrazom: V = {(C(I − zA)^{−1} n∑ j=1 (I − w_j A^∗)^{−1}C^∗ξ_j ; n∑ j=1 (I − w_j A^∗)^{−1}C^∗ξ_j )| |w_j| < 1, ξ_j ∈ Y, n = 0, 1, 2, . . .}. V silu sootnoxeniæ n∑ j=1 K_{θΣ} (z, w_j)ξ_j; n∑ l=1 K_{θΣ} (z, w^′_j)η_j X0 = n∑ j=1 n∑ l=1 [ K_{θΣ} (z, w_j)ξ_j ; K_{θΣ} (z, w^′_l )η_l ] X0

= n∑ j=1 n∑ l=1 [ K_{θΣ} (w^′_l , w_j)ξ_j ; η_l ] Y

TEORI˚ DISSIPATIVNYH LINE`NYH 201 = n∑ j=1 n∑ l=1 [ C(I − w^′_l A)^{−1}(I − w_jA^∗)^{−1}C^∗ξ_j; η_l ] Y

= n∑ j=1 (I − w_jA^∗)^{−1}C^∗ξ_j ; n∑ l=1 (I − w^′_l A^∗)^{−1}C^∗η_l X V – π-izometriqeskoe otnoxenie na svoeæ oblasti opredeleniØ.

Tak kak oblast~ opredeleniØ otnoxeniØ V plotna v X_0 (v silu nabl¸daemosti sistemy Σ_0), to V prodolßaetsØ po nepreryvnosti na vse prostranstvo X_0 do izometriqeskogo operatora V_0 ([6], teorema 1.4.2). Tak kak V_0X_0 = X^o_Σ, to X^o_Σ – prostranstvo PontrØgina s tem ße qislom otricatel~nyh kvadratov, qto i X_0, to est~ κ. Pofftomu prostranstvo X^o_Σ regulØrno, a tak kak prostranstvo X ⊃ X^o_Σ samo imeet κ otricatel~nyh kvadratov, to prostranstvo (X^c_Σ)^{[⊥]} gil~bertovo.

DlØ (X^o_Σ)^{[⊥]} utverßdenie lemmy dokazyvaetsØ primeneniem uße dokazannogo utverßdeniØ k soprØßennoæ sisteme Σ^∗ = (A^∗, C^∗, B^∗, D^∗; X , Y, U, κ). � Lemma 2.5. Pust~ Σ = (A, B, C, D; X , U, Y; κ) – proizvol~naØ dis-

sipativnaØ sistema rasseØniØ, peredatoqnaØ funkciØ kotoroæ θ_Σ(z) leßit v S^0_κ(U, Y). Togda podprostranstva X^c_Σ i X^o_Σ ØvlØ¸tsØ proekcionno-polnymi, bolee togo, ih π-ortogonal~nye dopolneniØ

(X^c_Σ)^{[⊥]} i (X^o_Σ)^{[⊥]} gil~bertovy.

Dokazatel~stvo. Pust~ Σ = (A, B, C, D; X , U, Y; κ) – proizvol~-

naØ dissipativnaØ sistema rasseØniØ s peredatoqnoæ funkcieæ θ(z) = θ_Σ(z) ∈ S^0_κ(U, Y). Pust~ ^Σ = ( ^A, ^B, ^C, D; ^X , U, Y; κ) – suwestvu¸waØ soglasno teoreme 2.1 konservativnaØ dilataciØ sistemy Σ. DlØ nee lemma 2.4 garantiruet, qto podprostranstva ^X cb_Σ i ^X ob_Σ regulØrny, ( ^X cb_Σ)[⊥] i ( ^X ob_Σ)[⊥] gil~bertovy.

Soglasno (1.7) ^A^n ^B = A_{11} A_{12} A_{13} 0 A_{22} A_{23} 0 0 A_{33} n B_1 B_2 0 = F_n A^nB 0 , gde F_n ∈ L(U,E) – nekotoryæ operator, zavisØwiæ ot n. Dalee,

^X^cb_Σ = V_{n≥0} F_n A^nB 0 U.

202 S. M. SAPRIKIN

Pofftomu, esli vektor x ∈ X π-ortogonalen X^c_Σ, to

[_0 x 0 ] [⊥] ^X^cb_Σ.

Sledovatel~no, l¸boæ vektor x ∈ X , π-ortogonal~nyæ X^c_Σ, poloßitelen. Togda (X^c_Σ)^{[⊥]} – nevyroßdennoe podprostranstvo prostranstva PontrØgina X , a sledovatel~no, ono regulØrno ([8], teorema I.9.11). Stalo byt~, prostranstvo X^c_Σ toße regulØrno. DlØ X^o_Σ dokazatel~stvo analogiqno. �

Pust~ Σ = (A, B, C, D; X , U, Y; κ) – konservativnaØ sistema, θ_Σ(z) ∈ S^0_κ(U, Y). Vvedem oboznaqeniØ

N (Σ) = (X^c_Σ)^{[⊥]} ∩ (X^o_Σ)^{[⊥]}, R(Σ) = N (Σ)^{[⊥]}. (2.5)

Po lemme 2.4 N (Σ) – gil~bertovo podprostranstvo prostranstva X , R(Σ) regulØrno.

Sistema Σ budet prostoæ togda i tol~ko togda, kogda R(Σ) = X . Sobstvennoæ qast~¸ sistemy Σ budem nazyvat~ sistemu Σ_R =

(P_{R(Σ)}A|_{R(Σ)}, P_{R(Σ)}B, C|_{R(Σ)}, D; R(Σ), U, Y; κ). Σ_R snova ØvlØetsØ

konservativnoæ sistemoæ, priqem θ_Σ(z) = θ_{ΣR} (z) v nekotoroæ okrestnosti nulØ, tak kak Σ_R est~ sußenie sistemy Σ.

Predloßenie 2.6. Pust~ Σ = (A, B, C, D; X , U, Y; κ) – konserva-

tivnaØ sistema rasseØniØ, i pust~ θ_Σ(z) ∈ S^0_κ(U, Y). Togda:

1) Maksimal~noe A-invariantnoe podprostranstvo, annuliruemoe operatorom C, na kotorom A deæstvuet kak π-izometriØ, est~ (X^o_Σ)^{[⊥]}

2) Maksimal~noe A^∗-invariantnoe podprostranstvo, annuliruemoe operatorom B^∗, na kotorom A^∗ deæstvuet kak π-izometriØ, est~ (X^c_Σ)^{[⊥]}

3) Maksimal~noe A-invariantnoe podprostranstvo, annuliruemoe operatorami B^∗ i C, na kotorom A induciruet π-unitarnyæ operator, est~ N (Σ) = (X^c_Σ)^{[⊥]} ∩ (X^o_Σ)^{[⊥]}.

Dokazatel~stvo. Nußno povtorit~ dokazatel~stvo sootvetstvu-

¸wego utverßdeniØ dlØ sistem s gil~bertovym prostranstvom sostoØniæ, sm. [3], predloßenie 2.2. �

3. Minimal~nye sußeniØ Lemma 3.1. Pust~ X – πκ-prostranstvo, M i N – ego regulØrnye

podprostranstva, priqem M^{[⊥]} i N^{[⊥]} – gil~bertovy. Togda P_M N i P_N M – regulØrnye podprostranstva.

TEORI˚ DISSIPATIVNYH LINE`NYH 203

Dokazatel~stvo. Dokaßem, naprimer, qto PN M – regulØrnoe

podprostranstvo.

Zametim, qto N^{[⊥]} + P_N M = N^{[⊥]} + M. (3.1)

Dalee, dlØ l¸byh dvuh linealov L_1 i L_2 ⊂ X vypolnØetsØ ravenstvo L^{[⊥]}_1 ∩ L^{[⊥]}_2 = (L_1 + L_2)^{[⊥]}. Tak kak prostranstvo N regulØrno, to ( (N )^{[⊥]} )_{[⊥]} = N . Poluqaem

N ∩ (P_N M )^{[⊥]} = (N^{[⊥]})^{[⊥]} ∩ (P_N M )^{[⊥]}

= (N^{[⊥]} + P_N M )^{[⊥]} = (N^{[⊥]} + M )^{[⊥]} = N ∩ M^{[⊥]} (3.2)

Zametim, qto N ∩ (P_N M )^{[⊥]} – ffto π-ortogonal~noe dopolnenie k P_N M v N . Tak kak prostranstvo N ∩M^{[⊥]} gil~bertovo, to ono nevyroßdeno, pofftomu N ∩(P_N M )^{[⊥]} nevyroßdeno, a sledovatel~no, N ∩ (P_N M )^{[⊥]} – regulØrnoe podprostranstvo v N . Pofftomu P_N M – regulØrnoe podprostranstvo v N , a potomu i v X . �

Teorema 3.2. Pust~ Σ = (A, B, C, D; X , U, Y; κ) – dissipativnaØ

sistema rasseØniØ s peredatoqnoæ funkcieæ θ_Σ(z) ∈ S^0_κ(U, Y). Opredelim sledu¸wie podprostranstva:

X_1 := (X^o_Σ)^{[⊥]}, X_2 := P_X o_Σ X^c_Σ, X_3 := X^o_Σ ∩ (X^c_Σ)^{[⊥]}. (3.3)

Togda X = X_1[+]X_2[+]X_3, (3.4)

priqem matrica sistemy Σ otnositel~no dekompozicii (3.4) imeet vid: [ A B C D ] = A_{11} A_{12} A_{13} B_1 0 A_{22} A_{23} B_2 0 0 A_{33} 0 0 C_2 C_3 D . Dokazatel~stvo. Lemmy 2.5 i 3.1 garantiru¸t regulØrnost~

prostranstv X_1, X_2, X_3 i gil~bertovost~ prostranstv X_1 i X_3. Pofftomu, v qastnosti, X i X_2 prinadleßat odnomu klassu π_κ.

Dal~neæxie rassußdeniØ povtorØ¸t rassußdeniØ dlØ sistem s gil~bertovymi prostranstvami sostoØniæ (sm. [3], lemma 1.3). � Teorema 3.2 govorit o tom, qto l¸baØ dissipativnaØ sistema Σ = (A, B, C, D; X , U, Y; κ) s peredatoqnoæ funkcieæ θ_Σ(z) ∈

204 S. M. SAPRIKIN S^0_κ(U, Y) ØvlØetsØ dilatacieæ nekotoroæ sistemy, kotoru¸ my oboznaqim qerez Σ_{res,1}:

Σ_{res,1} = (P_{X2} A|_{X2} , P_{X2} B, C|_{X2} , D; X_2, U, Y; κ) (3.5)

v oboznaqeniØh (3.3).

Sistema Σ_{res,1} dissipativna, poskol~ku M_{Σres,1} = P_{X2} M_Σ|_{X2} ØvlØetsØ π-sßatiem, tak kak X_1[+]X_3 = X [−]X_2 – poloßitel~noe podprostranstvo.

Pokaßem, qto sistema Σ_{res,1} minimal~na. Oboznaqim A^′ = P_{X2} A|_{X2} , B^′ = P_{X2} B, C^′ = C|_{X2} . DlØ vseh k ≥ 0

(A^′ )^kB^′ = P_{X2} A^kB, (A^′ )^{∗k} (C^′ )^∗ = P_{X2} (A^∗)^kC^∗,

X^c_{Σres,1} = V_{k≥0} (A^′ )^kB^′ U = V_{k≥0}P_{X2} A^kBU = P_{X2} V_{k≥0}A^kBU

= P_{X2} X^c_Σ = P_{X2} P_X o_Σ X^c_Σ = P_{X2} X_2 = X_2,

X^o_{Σres,1} = P_{X2} X^o_Σ = X_2.

Sistemu Σ_{res,1} budem nazyvat~ pervym minimal~nym sußeniem sistemy Σ.

IshodØ iz vsego vyxeskazannogo, verno sledu¸wee

Predloßenie 3.3. VsØkaØ dissipativnaØ sistema rasseØniØ Σ =

(A, B, C, D; X , U, Y; κ) s peredatoqnoæ funkcieæ θ_Σ(z) ∈ S^0_κ(U, Y) Øv-

lØetsØ dilatacieæ nekotoroæ minimal~noæ dissipativnoæ sistemy rasseØniØ s π_κ-prostranstvom sostoØniæ, a imenno, svoego pervogo minimal~nogo sußeniØ Σ_{res,1}.

Lemma 3.4. Pervoe minimal~noe sußenie konservativnoæ si-

stemy Σ = (A, B, C, D; X , U, Y; κ) i ee sobstvennoæ qasti Σ_R =

(A_R, B_R, C_R, D; R(Σ), U, Y; κ) sovpada¸t.

Dokazatel~stvo. RassußdeniØ takie ße, kak i dlØ sistem s

gil~bertovymi prostranstvami sostoØniæ (sm. [3], lemma 2.3). � 4. Minimal~nye i optimal~nye realizacii Pust~ dana dissipativnaØ sistema rasseØniØ Σ_0 = (A_0, B_0, C_0, D_0; X_0, U, Y; κ) s peredatoqnoæ funkcieæ θ(z) = θ_{Σ0} (z) ∈ S^0_κ(U, Y). Sistemu Σ_0 budem nazyvat~ optimal~noæ, esli dlØ l¸boæ drugoæ dissipativnoæ sistemy rasseØniØ Σ = (A, B, C, D; X , U, Y; κ),

TEORI˚ DISSIPATIVNYH LINE`NYH 205 ØvlØ¸weæsØ realizacieæ funkcii θ(z), dlØ vseh N ≥ 0 i dlØ l¸- boæ posledovatel~nosti vhodnyh dannyh {u(k)}^{N−1}_{k=0} vypolnØ¸tsØ neravenstva E_{X0} (x_0(N )) ≤ E_X (x(N )), (4.1)

gde x_0(N ) i x(N ) – sootvetstvenno, sostoØniØ sistem Σ_0 i Σ v moment vremeni N pri naqal~nyh sostoØniØh x_0(0) = 0 i x(0) = 0 i pri rassmatrivaemyh vhodnyh dannyh u(k) (0 ≤ k ≤ N ). Ispol~- zuØ opredelenie sistemy, neravenstvo (4.1) moßno perepisat~ v vide

E_{X0} ( N−1∑ k=0 A^{k−1}_0 B_0u(N − k − 1)) ≤ E_X ( N−1∑ k=0 A^{k−1}Bu(N − k − 1)). (4.2) Zameqanie. Pust~ Σ0 = (A0, B0, C0, D0; X0, U, Y; κ) – proizvol~-

naØ dissipativnaØ sistema rasseØniØ s peredatoqnoæ funkcieæ θ_{Σ0} (z) = θ(z) ∈ S^0_κ(U, Y). DlØ togo, qtoby proverit~ minimal~- nost~ Σ_0, ne obØzatel~no sravnivat~ ee so vsemi dissipativnymi sistemami Σ = (A, B, C, D; X , U, Y; κ) s toæ ße peredatoqnoæ funkcieæ, a dostatoqno sravnit~ ee tol~ko s minimal~nymi. V samom dele, pust~ Σ = (A, B, C, D; X , U, Y; κ) – proizvol~naØ dissipativnaØ realizaciØ funkcii θ(z), Σ_{res,1} = (^˘A,^˘B,^˘C,^˘D;^˘X , U, Y; κ) – ee pervoe minimal~noe sußenie. Togda Σ_{res,1} – dissipativnaØ realizaciØ funkcii θ(z). Tak kak X [−]^˘X – gil~bertovo prostranstvo, to π-ortoproektor P_{X̆} : X →^˘X ØvlØetsØ π-sßatiem, a potomu dlØ vseh N ≥ 0 i dlØ l¸boæ posledovatel~nosti vhodnyh dannyh {u(k)}^{N−1}_{k=0} vypolnØ¸tsØ neravenstva

E_{X̆} ( N−1∑ k=0 Ă^{k−1}B̆u(N − k − 1)) = E_{X̆} (P_{X̆} ( N−1∑ k=0 A^{k−1}Bu(N − k − 1)))

≤ E_X ( N−1∑ k=0 A^{k−1}Bu(N − k − 1)). (4.3) Predloßenie 4.1. Esli sistema Σ = (A, B, C, D; X , U, Y; κ) opti-

mal~na, to X^c_Σ ⊂ X^o_Σ. Bolee togo, sistema Σ_{res,1} toße optimal~- na. Dokazatel~stvo. V samom dele, pust~ θ(z) = θΣ(z) ∈ S^0_κ(U, Y) –

peredatoqnaØ funkciØ optimal~noæ sistemy Σ = (A, B, C, D; X , U, Y; κ).

206 S. M. SAPRIKIN

Pust~ suwestvuet x =^{N−1} ∑ k=0 A^{k−1}Bu(N − k − 1) pri nekotoryh N ≥ 0 i u(k) ∈ U, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1, x∈X^o_Σ. Togda E_X (x, x) > E_X (P_X o_Σ x, P_X o_Σ x), poskol~ku po lemme 2.5 X [−]X^o_Σ – gil~bertovo podprostranstvo prostranstva X i P_X o_Σ – sßatie.

Otnositel~no predstavleniØ X = (X^o_Σ)^{[⊥]}[+]X^o_Σ matrica sistemy M_Σ zapixetsØ v vide blok-operatora

M_Σ = [ A B C D ] = A_{11} A_{12} B_1 0 A_{22} B_2 0 C_2 D . Sistema Σ_2 = (A_{22}, B_2, C_2, D; X^o_Σ, U, Y; κ) – toße dissipativnaØ realizaciØ funkcii θ(z) i

E_X (x) = E_X ( N−1∑ k=0 A^{k−1}Bu(N −k −1)) > E_X o_Σ ( N−1∑ k=0 A^{k−1}_{22} B_2u(N −k −1)),

qto protivoreqit optimal~nosti sistemy Σ.

Esli Σ = (A, B, C, D; X , U, Y; κ) – optimal~naØ sistema, to v silu neravenstva (4.3) sistema Σ_{res,1} toße dolßna byt~ optimal~noæ. �

Lemma 4.2. Pust~ Σ = (A, B, C, D; X , U, Y; κ) – proizvol~naØ dis-

sipativnaØ realizaciØ funkcii θ(z) ∈ S^0_κ(U, Y), ^Σ = ( ^A, ^B, ^C, ^D; ^X , U, Y; κ) – ee konservativnaØ dilataciØ, Σ_{res,1} = (Ă, B̆, C̆, D̆; X̆ , U, Y; κ) – pervoe minimal~noe sußenie sistemy ^Σ. Togda dlØ vseh N ≥ 0 i dlØ l¸boæ posledovatel~nosti vhodnyh dannyh u(k)^{N−1}_{k=0} vypolneny neravenstva

E_{X̆} ( N−1∑ k=0 Ă^{k−1}B̆u(N − k − 1)) ≤ E_X ( N−1∑ k=0 A^{k−1}Bu(N − k − 1)). (4.4) Dokazatel~stvo. Pust~^^X = E[+]X [+]E∗, i otnositel~no fftoæ

dekompozicii sistema Σ vyglØdit sledu¸wim obrazom:

Mb_Σ = [ ^A ^B ^C ^D ] = A_{11} A_{12} A_{13} B_1 0 A A_{23} B 0 0 A_{33} 0 0 C C_3 D .

TEORI˚ DISSIPATIVNYH LINE`NYH 207 Soglasno teoreme 3.2

Mb_Σ = [ ^A ^B ^C ^D ] = A^′_{11} A^′_{12} A^′_{13} B^′_1 0 Ă A^′_{23} B̆ 0 0 A^′_{33} 0 0 C C^′_3 D

otnositel~no razloßeniØ ^X = ^X_1[+] ^X_2[+] ^X_3,

gde ^X_1 = ( ^X^ob_Σ)^{[⊥]}, ^X_2 =^˘X = P b_X o bΣ ^X cb_Σ, ^X_3 = ^X ob_Σ ∩ ( ^X cb_Σ)[⊥].

S odnoæ storony,

E_{X̆} ( N−1∑ k=0 Ă^{k−1}B̆u(N − k − 1)) = E b_X (P b_{X2} N−1∑ k=0 ^A^{k−1} ^Bu(N − k − 1))

= E b_X ( N−1∑ k=0 ^A^{k−1} ^Bu(N − k − 1)) − E b_X (P b_{X1}^{N−1} ∑ k=0 ^A^{k−1} ^Bu(N − k − 1))

−E b_X (P b_{X3} N−1∑ k=0 ^A^{k−1} ^Bu(N − k − 1))

= E b_X ( N−1∑ k=0 ^A^{k−1} ^Bu(N −k−1))−E b_X (P b_{X1}^{N−1} ∑ k=0 ^A^{k−1} ^Bu(N −k−1)), (4.5) tak kak ^X_3 ⊂ ( ^X^cb_Σ)^{[⊥]}.

S drugoæ storony,

E_X ( N−1∑ k=0 A^{k−1}Bu(N − k − 1)) = E b_X (P_X N−1∑ k=0 ^A^{k−1} ^Bu(N − k − 1))

= E b_X ( N−1∑ k=0 ^A^{k−1} ^Bu(N − k − 1)) − E b_X (P_E N−1∑ k=0 ^A^{k−1} ^Bu(N − k − 1))

−E b_X (P_{E∗} N−1∑ k=0 ^A^{k−1} ^Bu(N − k − 1))

= E b_X ( N−1∑ k=0 ^A^{k−1} ^Bu(N −k−1))−E b_X (P_E N−1∑ k=0 ^A^{k−1} ^Bu(N −k−1)), (4.6)

208 S. M. SAPRIKIN tak kak ^B^∗E_∗ = {0}, i pofftomu E_∗ ⊂ ( ^X^ob_Σ)^{[⊥]}.

Po predloßeni¸ 2.6, tak kak ^AE ⊂ E, ^CE = {0} i A|_E − πizometriØ, to E ⊂ ( ^X^ob_Σ)^{[⊥]} = ^X_1, priqem ^X_1 i, tem bolee, E – gil~bertovy podprostranstva. Pofftomu iz (4.5) i (4.6) vytekaet

E_{X̆} ( N−1∑ k=0 Ă^{k−1}B̆u(N − k − 1)) ≤ E_X ( N−1∑ k=0 A^{k−1}Bu(N − k − 1)), qto i dokazyvaet lemmu. �

Teorema 4.3 (osnovnaØ). DlØ vsØkoæ funkcii θ(z) ∈ S^0_κ(U, Y) su-

westvuet edinstvennaØ s toqnost~¸ do π-unitarnogo podobiØ minimal~naØ i optimal~naØ sistema Σ_0 = (A_0, B_0, C_0, D_0; X_0, U, Y; κ) s peredatoqnoæ funkcieæ θ_{Σ0} (z) = θ(z) v ediniqnom kruge K.

Dokazatel~stvo. Pust~ θ(z) ∈ S^0_κ(U, Y), Σ = (A, B, C, D; X , U, Y; κ)

– proizvol~naØ konservativnaØ realizaciØ funkcii θ(z) (suwestvovanie takoæ realizacii dokazano, naprimer, v [6], teorema 2.3.1). Pust~ Σ_{res,1} = (^˘A,^˘B,^˘C,^˘D;^˘X , U, Y; κ) – ee pervoe minimal~- noe sußenie. Soglasno predloßeni¸ 3.3, Σ_{res,1} ØvlØetsØ minimal~noæ dissipativnoæ realizacieæ funkcii θ(z). Dokaßem, qto sistema Σ_{res,1} optimal~na.

Pust~ σ = (a, b, c, D; H, U, Y; κ) – proizvol~naØ dissipativnaØ realizaciØ funkcii θ(z), ^σ = (^a,^b, ^c, D; ^H, U, Y; κ) – ee konservativnaØ dilataciØ. Pust~ N ≥ 1 celoe qislo, i pust~ u(k) ∈ U, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1. Oboznaqim

h(N ) = N−1∑ k=0 a^{k−1}bu(N − k − 1), x̆(N ) = N−1∑ k=0 Ă^{k−1}B̆u(N − k − 1). TrebuetsØ dokazat~, qto E_H(h(N )) ≥ E_{X̆} (x̆(N )).

Pust~ σ̆_{res,1} = (ă,^˘b, c̆, D;^˘H, U, Y; κ) – pervoe minimal~noe suße-

nie sistemy ^σ. Poloßim^˘h(N ) =^{N−1} ∑ k=0 ă^{k−1}b̆u(N − k − 1). Po lem-

me 4.2 E_{H̆}(^˘h(N )) ≤ E_H(h(N )), pofftomu dostatoqno dokazat~, qto E_{X̆} (x̆(N )) ≤ E_{H̆}(h̆(N )).

Tak kak Σ i ^σ – konservativnye sistemy s peredatoqnymi funkciØmi, sovpada¸wimi v nekotoroæ okrestnosti nulØ, to ih

TEORI˚ DISSIPATIVNYH LINE`NYH 209 sobstvennye qasti Σ_R i ^σ_R π-unitarno ffkvivalentny (sm., naprimer, [6], teorema 2.1.3). Po lemme 3.4, pervye minimal~nye sußeniØ sistem Σ i Σ_R sovpada¸t, tak ße, kak sovpada¸t i pervye minimal~nye sußeniØ sistem ^σ i ^σ_R. Pofftomu moßno sqitat~, qto Σ i ^σ π-unitarno ffkvivalentny, to est~ suwestvuet π-unitarnyæ operator S : X → ^H takoæ, qto ^a = SAS^{−1} ^b = SB, ^c = CS^{−1}. Togda

( ^H^ob_σ )^{[⊥]} = S(X^o_Σ)^{[⊥]}, ( ^H^cb_σ)^{[⊥]} = S(X^c_Σ)^{[⊥]}.

No togda S otobraßaet π-unitarno^˘X na^˘H. Poloßim P_{X̆} = SP_{H̆}S^{−1};

E_{X̆} (x̆(N )) = E_{X̆} ( N−1∑ k=0 Ă^{k−1}B̆u(N − k − 1))

= E_{X̆} (P_{X̆} N−1∑ k=0 A^{k−1}Bu(N − k − 1))

= E_{X̆} (S^{−1}P_{H̆} N−1∑ k=0 SA^{k−1}Bu(N −k−1)) = E b_H(P_{H̆} N−1∑ k=0 ^a^{k−1}^bu(N −k−1))

= E_{H̆}( N−1∑ k=0 ă^{k−1}b̆u(N − k − 1)) = E_{H̆}(h̆(N )) ≤ E_H(h(N )).

Takim obrazom, suwestvovanie optimal~noæ i minimal~noæ sistemy s peredatoqnoæ funkcieæ θ(z) dokazano.

Dokaßem edinstvennost~ s toqnost~¸ do π-unitarnoæ ffkvivalentnosti.

Pust~ Σ_j = (A_j , B_j, C_j, D; X_j, U, Y; κ) – optimal~nye i minimal~nye realizacii funkcii θ(z) ∈ S^0_κ(U, Y), j = 1, 2.

Opredelim otnoxenie U ⊂ X_1 × X_2: U = {( N−1∑ k=0 A^{k−1}_1 B_1u(N − k − 1), N−1∑ k=0 A^{k−1}_2 B_2u(N − k − 1))|N > 0, u(k) ∈ U, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1}.

210 S. M. SAPRIKIN

V silu optimal~nosti sistem Σ_1 i Σ_2 imeem

E_{X1} ( N−1∑ k=0 A^{k−1}_1 B_1u(N − k − 1)) ≤ E_{X2} ( N−1∑ k=0 A^{k−1}_2 B_2u(N − k − 1))

≤ E_{X1} ( N−1∑ k=0 A^{k−1}_1 B_1u(N − k − 1)),

otkuda vytekaet π-izometriqnost~ otnoxeniØ U . V silu minimal~nosti sistem Σ_1 i Σ_2 u U plotny oblast~ opredeleniØ i oblast~ znaqeniæ. Pofftomu ([6], teorema 1.4.2) U prodolßaetsØ po nepreryvnosti do unitarnogo operatora, kotoryæ my takße oboznaqim qerez U .

Pust~ x =^{N−1} ∑ k=0 A^{k−1}_1 B_1u(N − k − 1). Togda

U A_1x = U N−1∑ k=0 A^k_1B_1u(N − k − 1) = N−1∑ k=0 A^k_2B_2u(N − k − 1)

= A_2 N−1∑ k=0 A^{k−1}_2 B_2u(N − k − 1) = A_2U x.

Vsledstvie nepreryvnosti operatora U imeem U A_1 = A_2U vezde na X_1. Oqevidno, qto U B_1 = B_2. Tak kak Σ_1 i Σ_2 – realizacii funkcii θ(z), to v nekotoroæ okrestnosti Ω toqki z = 0 imeem C_1(I − zA_1)^{−1}B_1 = C_2(I − zA_2)^{−1}B_2 = C_2(I − zU A_1U^{−1})^{−1}U B_1

= C_2U^{−1}(I − zA_1)^{−1}B_1.

Tak kak sistema Σ_1 minimal~na, to V_{z∈Ω}(I − zA_1)^{−1}B_1U = X_1, pofftomu C_1 = C_2U^{−1}.

Poluqaem, qto U osuwestvlØet π-unitarnu¸ ffkvivalentnost~

Σ_1 i Σ_2. �

5. Minimal~nye i ∗-optimal~nye realizacii Predloßenie 5.1. Pust~ θ(z) ∈ S^0_κ(U, Y), i pust~ Σ0 = (A0, B0, C0,

D_0; X_0, U, Y; κ) – optimal~naØ realizaciØ funkcii θ(z), Σ_c = (A_c, B_c, C_c, D_c; X_c, U, Y; κ) – konservativnaØ realizaciØ funkcii θ(z). Togda dlØ l¸boæ dissipativnoæ realizacii Σ = (A, B, C, D; X ,

TEORI˚ DISSIPATIVNYH LINE`NYH 211 U, Y; κ) funkcii θ(z) i dlØ vseh N ≥ 0 i dlØ l¸boæ posledovatel~- nosti vhodnyh dannyh {u(k)}^{N−1}_{k=0} vypolnØ¸tsØ neravenstva

E_{X0} ( N−1∑ k=0 A^{k−1}_0 B_0u(N − k − 1)) ≤ E_X ( N−1∑ k=0 A^{k−1}Bu(N − k − 1))

≤ E_{Xc} ( N−1∑ k=0 A^{k−1}_c B_cu(N − k − 1)) (5.1)

Bolee togo, pravaØ qast~ poslednego neravenstva v (5.1) ne zavisit ot vybora Σ_c.

Dokazatel~stvo. Pervoe iz neravenstv (5.1) vypolnØetsØ v si-

lu opredeleniØ optimal~noæ sistemy. Dokaßem vtoroe. Pust~ ^Σ = ( ^A, ^B, ^C, ^D; ^X , U, Y; κ) – konservativnaØ dilataciØ sistemy Σ, ^X = E[+]X [+]E_∗ i ^A = A_{11} A_{12} A_{13} 0 A A_{23} 0 0 A_{33} , ^B = B_1 B 0 otnositel~no fftogo razbieniØ prostranstva ^X .

Togda

E_X ( N−1∑ k=0 A^{k−1}Bu(N − k − 1)) = E_X (P_X N−1∑ k=0 ^A^{k−1} ^Bu(N − k − 1))

≤ E b_X ( N−1∑ k=0 ^A^{k−1} ^Bu(N − k − 1)). Dostatoqno dokazat~, qto

E b_X ( N−1∑ k=0 ^A^{k−1} ^Bu(N − k − 1)) ≤ E_{Xc} (^{N−1} ∑ k=0 A^{k−1}_c B_cu(N − k − 1)). Rassmotrim sobstvennye qasti Σ_{cR} = (A_{cR}, B_{cR}, C_{cR}, D_{cR}; X_{cR}, U, Y; κ) i ^Σ_R = ( ^A_R, ^B_R, ^C_R, ^D_R; ^X_R, U, Y; κ) sistem Σ_c i ^Σ. Oni π-unitarno ffkvivalentny, pofftomu

E b_{XR} ( N−1∑ k=0 ^A^{k−1}_R ^B_Ru(N − k − 1)) = E_{XcR} ( N−1∑ k=0 A^{k−1}_{cR} B_{cR}u(N − k − 1)).

212 S. M. SAPRIKIN Tak kak dlØ vseh N ≥ 0 i u ∈ U imeem A^N_c B_cu = A^N_{cR}B_{cR}u i ^AN_R ^B_Ru = ^AN ^Bu, to ffto zaverxaet dokazatel~stvo. �

DissipativnaØ nabl¸daemaØ sistema rasseØniØ Σ_• = (A_•, B_•, C_•, D_•; X_•, U, Y; κ) s peredatoqnoæ funkcieæ θ(z) = θ_{Σ•} (z) ∈ S^0_κ(U, Y) nazyvaetsØ ∗-optimal~noæ, esli dlØ l¸boæ drugoæ nabl¸daemoæ dissipativnoæ sistemy rasseØniØ Σ = (A, B, C, D; X , U, Y; κ), ØvlØ¸weæsØ realizacieæ funkcii θ(z), i dlØ vseh N ≥ 0 i dlØ l¸boæ posledovatel~nosti vhodnyh dannyh {u(k)}^{N−1}_{k=0} vypolnØ¸tsØ neravenstva

E_{X•} (x_•(N )) ≥ E_X (x(N )), (5.2)

gde x_•(N ) i x(N ) – sootvetstvenno sostoØniØ sistem Σ_• i Σ v moment vremeni N pri naqal~nyh sostoØniØh x_•(0) = 0 i x(0) = 0 i pri rassmatrivaemyh vhodnyh dannyh.

Neravenstvo (5.2) ravnosil~no neravenstvu E_{X•} ( N−1∑ k=0 A^{k−1}_• B_•u(N − k − 1)) ≥ E_X ( N−1∑ k=0 A^{k−1}Bu(N − k − 1)). (5.3) Teorema 5.2. Sistema Σ ∗-optimal~na i minimal~na togda i

tol~ko togda, kogda soprØßennaØ sistema Σ^∗ optimal~na i minimal~na.

Dokazatel~stvo. ⇐ Pust~ sistema Σ^∗ = (A^∗, C^∗, B^∗, D^∗; X , Y, U; κ)

minimal~na i optimal~na. Togda Σ, oqevidno, ØvlØetsØ minimal~noæ dissipativnoæ sistemoæ rasseØniØ. Dokaßem ∗-optimal~nost~ sistemy Σ.

Pust~ ~Σ = ( ~A, ~B, ~C, ~D; ~X , U, Y; κ) – proizvol~naØ dissipativnaØ nabl¸daemaØ sistema rasseØniØ s θe_Σ(z) = θ_Σ(z) = θ(z) v K. Togda Σ^∗ i ~Σ^∗ ØvlØ¸tsØ realizaciØmi funkcii ~θ(z) = (θ(z))^∗. V silu optimal~nosti sistemy Σ^∗, dlØ vseh N > 0 i pri l¸byh {y(k)}^{N−1}_{k=0} ∈ Y imeem

E_X ( N−1∑ k=0 (A^∗)^{k−1}C^∗y(N − k − 1)) ≤ E e_X ( N−1∑ k=0 ( ~A^∗)^{k−1} ~C^∗y(N − k − 1)). Opredelim sßima¸wee otnoxenie S ⊂ ~X × X : S = {( N−1∑ k=0 ( ~A^∗)^{k−1} ~C^∗y(N − k − 1), N−1∑ k=0 (A^∗)^{k−1}C^∗y(N − k − 1))|N > 0,

TEORI˚ DISSIPATIVNYH LINE`NYH 213 y(j) ∈ Y, j = 0, 1, 2, . . . , N − 1}. Otnoxenie S plotno opredeleno v silu nabl¸daemosti sistemy ~Σ, pofftomu ono prodolßaetsØ po nepreryvnosti do sßatiØ S : ~X → X ([6], teorema 1.4.2). Proverim dalee, qto dlØ vseh N > 0 i pri l¸byh {u(k)}^{N−1}_{k=0} ∈ U vypolnØetsØ ravenstvo

S^∗( N−1∑ k=0 A^{k−1}Bu(N − k − 1)) = N−1∑ k=0 ~A^{k−1} ~Bu(N − k − 1). Sistemy Σ i ~Σ ime¸t odinakovye peredatoqnye funkcii, a pofftomu ~C ~A^{k+m} ~B = CA^{k+m}B (k, m ≥ 0). Tak kak ~C ~A^mS^∗ = CA^m, to ~C ~Ak+m ~B = CAkAmB = ~C ~AmS∗AkB (k, m ≥ 0). Sistema ~Σ nabl¸daema, pofftomu ~A^k ~B = S^∗A^kB. Tak kak S – sßatie, to i S^∗ – toße sßatie (sm., naprimer, [5], sledstvie 2.5), a potomu

E e_X ( N−1∑ k=0 ~A^{k−1} ~Bu(N − k − 1)) = E e_X (S^{∗ N−1} ∑ k=0 A^{k−1}Bu(N − k − 1))

≤ E_X ( N−1∑ k=0 A^{k−1}Bu(N − k − 1)). Pofftomu Σ – ∗-optimal~naØ sistema.

⇒ Pust~ sistema Σ = (A, B, C, D; X , U, Y; κ) s peredatoqnoæ funkcieæ θ(z) ∈ S^0_κ(U, Y) minimal~na i ∗-optimal~na. Togda Σ^∗ – realizaciØ funkcii ~θ(z) = (θ(z))^∗ ∈ S^0_κ(Y, U), oqevidno, minimal~na. Dokaßem optimal~nost~ sistemy Σ^∗.

Pust~ ~Σ^∗ = ( ~A^∗, ~C^∗, ~B^∗, ~D^∗; ~X , Y, U; κ) – proizvol~naØ dissipativnaØ minimal~naØ realizaciØ funkcii ~θ(z) (dostatoqno rassmatrivat~ tol~ko minimal~nye realizacii). Dokaßem, qto dlØ vseh N > 0 i pri l¸byh {y(k)}^{N−1}_{k=0} ∈ Y verno neravenstvo

E_X ( N−1∑ k=0 (A^∗)^{k−1}C^∗y(N − k − 1)) ≤ E e_X ( N−1∑ k=0 ( ~A^∗)^{k−1} ~C^∗y(N − k − 1)). Tak kak sistema Σ ∗-optimal~na, a ~Σ – dissipativnaØ minimal~- naØ realizaciØ funkcii θ(z), to dlØ vseh N > 0 i pri l¸byh

214 S. M. SAPRIKIN {u(k)}^{N−1}_{k=0} ∈ U imeem

E_X ( N−1∑ k=0 A^{k−1}Cu(N − k − 1)) ≥ E e_X ( N−1∑ k=0 ~A^{k−1} ~Cu(N − k − 1)). Opredelim sßima¸wee otnoxenie K ⊂ X × ~X: K = {( N−1∑ k=0 A^{k−1}Bu(N − k − 1), N−1∑ k=0 ~A^{k−1} ~Bu(N − k − 1))|N > 0, u(j) ∈ U, j = 0, 1, 2, . . . , N − 1}. Tak kak sistema Σ minimal~na, to K plotno opredeleno i pofftomu prodolßaetsØ po nepreryvnosti do sßatiØ K : X → ~X . Togda K^∗ : ~X → X – toße sßatie. Tak kak dlØ vseh m, k ≥ 0 vypolneno ravenstvo CA^kA^mB = ~C ~A^k ~A^m ~B, to B^∗(A^∗)^mK^∗( ~A^∗)^k ~C^∗ = B^∗(A^∗)^m(A^∗)^kC^∗.

V silu upravlØemosti sistemy Σ^∗ imeem: K^∗( ~A^∗)^k ~C^∗ =

(A^∗)^kC^∗. Tak kak K^∗ – sßatie, to

E_X ( N−1∑ k=0 (A^∗)^{k−1}C^∗y(N − k − 1)) = E_X (K^∗ N−1∑ k=0 ( ~A^∗)^{k−1} ~C^∗y(N − k − 1))

≤ E e_X ( N−1∑ k=0 ( ~A^∗)^{k−1} ~B^∗u(N − k − 1)). To est~, sistema Σ^∗ optimal~na. �

Teorema 5.3. Pust~ θ(z) ∈ S^0_κ(U, Y). Togda suwestvuet minimal~-

naØ i ∗-optimal~naØ sistema Σ_• = (A_•, B_•, C_•, D_•; X_•, U, Y; κ) s peredatoqnoæ funkcieæ θ_{Σ•} (z) = θ(z) v ediniqnom kruge K, i takaØ sistema opredelØetsØ po θ(z) s toqnost~¸ do π-unitarnoæ ffkvivalentnosti.

Dokazatel~stvo. Utverßdenie vytekaet iz teorem 4.3 i 5.2. �

Literatura

1. D. Z. Arov, Passivnye lineænye stacionarnye dinamiqeskie sistemy.

Sibirskiæ matematiqeskiæ ßurnal, 20, 2 (1979), 211–228. 2. D. Z. Arov, Ustoæqivye dissipativnye lineænye stacionarnye dinamiqeskie sistemy rasseØniØ. Journal operator theory, 2 (1979), 95–126.

TEORI˚ DISSIPATIVNYH LINE`NYH 215

3. D. Z. Arov, M. A. Kaashoek, and D.R. Pick, Minimal and optimal linear discrete time-invariant dissipative scattering systems. Integral equations and operator theory, 29 (1997), 127–154.

4. A. Dijksma, H. Langer, and H. S. V. de Snoo, Characteristic functions of unitary operator colligations in ßˇ-spaces. Operator Theory: Adv. Appl., 19, Birkhauser, Basel-Boston (1986), 125–194.

5. M. A. Dritchel, J. Rovnyak, Operators on indefinite inner product spaces. Lectures on Operator Theory and its Applications, Fields Institute Monographs, vol. 3, Amer. Math. Soc., Providence, RI.

6. D. Aplay, A. Dijksma, J. Rovnyak, H. de Snoo, Shur functions, operator colligations and reproducing kernel Pontryagin spaces. Operator theory: Adv. Appl., vol. 96, Birkhauser, Basel-Boston, 1997.

7. S. M. Saprikin, TeoriØ lineænyh stacionarnyh passivnyh sistem rasseØniØ s prostranstvami sostoØniæ PontrØgina. Doklady AN Ukrainy (predstavleno k peqati).

8. T. ˚. Azizov, I. S. Iohvidov, Osnovy teorii lineænyh operatorov v prostranstvah s indefinitnoæ metrikoæ. Nauka, M., 1986.

9. I. S. Iokhvidov, M. G. Krein, H. Langer, Introduction to the spectral theory of operators in spaces with an indefinite metric. Akademie-Verlag, Berlin, 1982.

10. N. Danford, Dß. T. Xvarc, Lineænye operatory. Mir, M., 1966.

11. M. G. Krein, H. Langer, Some propositions on analytic matrix functions related to the theory of operators in the spase Πˇ. Acta Sci. Math., 43 (1981), 181–205.

Saprikin S. M. Theory of linear discrete time-invariant dissipative scattering systems with state π_κ-spaces.

An arbitrary operator-valued function in the generalized Shur class is realized as the transfer function of a minimal optimal and minimal ∗- optimal dissipative scattering system with Pontryagin state space. The results generalize D. Z. Arov’s results for the Hilbert state space case.

Postupilo 20 avgusta 2001 g. ıßnoukrainskiæ gosudarstvennyæ pedagogiqeskiæ universitet, g. Odessa, 65020, ul. StaroportofrankovskaØ, 26

e-mail: sergey�saprikin@ukr.net